
Pytania na egzamin z przedmiotu

WST�P DO MECHANIKI NIEBA

29.01.2023

I. Poj¦cia

1. Prawo grawitacji w postaci sªownej i jako równanie. Staªa Gaussa a staªa
grawitacji.

2. Równania ruchu dwóch ciaª w dowolnym ukªadzie inercjalnym i równania
ruchu wzgl¦dnego.

3. Uogólnione I, II i III prawo Keplera dla ró»nych typów orbit keplerowskich.

4. Na rysunku orbity eliptycznej zaznaczy¢: osie ξ, η, póªo± wielk¡ a, póªo±
maª¡ b, odlegªo±¢ ogniskow¡ c, odlegªo±¢ perycentrum q, odlegªo±¢ apo-
centrum Q, parametr p, punkt o anomalii prawdziwej f = 7π/4, wektor
Laplace'a ~e.

5. Na rysunku orbity hiperbolicznej zaznaczy¢: ξ, η, póªo± rzeczywist¡ a,
póªo± urojon¡ b, odlegªo±¢ ogniskow¡ c, odlegªo±¢ perycentrum q, parametr
p, punkt o anomalii prawdziwej f = 7π/4, wektor Laplace'a ~e (uwaga: a,
b i c zaznaczy¢ na dwa mo»liwe sposoby).

6. Wykre±li¢ hodograf dla orbity koªowej, eliptycznej, parabolicznej i hiper-
bolicznej, odkªadaj¡c na osiach pr¦dko±¢ ξ̇ i η̇ (tylko dla orbit z niezerowym
momentem p¦du). Zaznaczy¢ punkt odpowiadj¡cy pr¦dko±ci w perycen-
trum.

7. Jaki jest zwi¡zek mi¦dzy warto±ciami staªych ruchu (h, ~G,~e) a typem or-
bity ?

8. Jaki jest zwi¡zek drugiej pr¦dko±ci kosmicznej z ruchem parabolicznym ?

9. Co to jest linia w¦zªów i linia apsyd. Kiedy one istniej¡, a kiedy nie ?

10. Jak de�niujemy nachylenie orbity i kiedy ono nie istnieje ?

11. Twierdzenie Newtona o przyci¡ganiu kuli i jego konsekwencje dla zagad-
nienia dwóch ciaª.

12. Elementy keplerowskie orbity i elementy oskulacyjne.

II.Wyprowadzenia

1. Wyprowadzi¢ caªki ±rodka masy m1~v1 +m2~v2 = ~A,m1~r1 +m2~r2− ~A t = ~B
z II i III zasady dynamiki w przypadku zagadnienia dwóch ciaª.

2. Wyprowadzi¢ I prawo Keplera (równanie sto»kowej r = p/(1 + e cos f)) z

caªek Laplace'a ~e = (~v × ~G)/µ− r̂.
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3. Wyprowadzi¢ lub zwery�kowa¢ dwa zwi¡zki mi¦dzy caªkami siªy »ywej
h = v2/2− µ/r, pól ~G = ~r × ~v i Laplace'a ~e = (~v × ~G)/µ− r̂:

~e · ~G = 0, e =
√

1 + 2hG2/µ2.

4. Wyprowadzi¢ eliptyczne równanie Keplera M = E − e sinE korzystaj¡c z
wzorów Ė = na/r i r = a(1− e cosE).

5. Wychodz¡c od ξ = a (e − coshE), η = a
√
e2 − 1 sinhE oraz Ė = na/r,

wyprowadzi¢ równanie Keplera dla orbit hiperbolicznych M = e sinhE −
E.

6. Wyprowadzi¢ równanie Barkera D3/6 + D/2 = n (t − tp) wykorzystuj¡c

de�nicj¦ D = tg (f/2), caªk¦ pól ḟ = (
√
µp)/r2 i równanie sto»kowej

r = p/(1 + e cos f).

7. Ze zwi¡zków r cos f = a (e − coshE), r sin f = a
√
e2 − 1 sinhE wypro-

wadzi¢ zakres zmian anomalii prawdziwej w ruchu hiperbolicznym

fmax = 2 arc tg

√
e+ 1

e− 1
.

8. Prezksztaªci¢ równania ruchu barycentrycznego

~̈r∗1 =
k2m2

r3
~r, ~̈r∗2 = −k

2m1

r3
~r,

do postaci rozseparowanej ~̈r∗i = −µi(r
∗
i )−3~r∗i i poda¢ wyra»enia dla µ1 i

µ2.

9. Pokaza¢, »e V ∗ = −µ/r jest potencjaªem dla zagadnienia wzgl¦dnego

dwóch ciaª ~̈r = −µr−3~r.

10. Z równa« ruchu ~̇r = ~v, ~̇v = −µr−3~r + ~P , oraz caªki siªy »ywej h = v2/2−
µ/r = −µ/(2a) wyprowadzi¢ równanie Gaussa ȧ =

(
2a2/µ

)
~P · ~v.

III.Wnioski

1. Jakie wnioski wynikaj¡ z caªek ±rodka masy (ukªad barycentryczny, zwi¡zki
mi¦dzy ruchem wzgl¦dnym i barycentrycznym) ?

2. Jakie wªasno±ci ruchu wynikaj¡ z caªki siªy »ywej h = v2/2− µ/r ?

3. Jakie wªasno±ci ruchu wynikaj¡ z caªki momentu p¦du ~G = ~r × ~v ?

4. Jakie wªasno±ci ruchu wynikaj¡ z caªki Laplace'a ~e = (~v × ~G)/µ − r̂ gdy
G 6= 0 ?

5. Jakie wªasno±ci ruchu wynikaj¡ z caªki Laplace'a ~e = (~v × ~G)/µ − r̂ gdy
G = 0 ?
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6. Jak zmienia si¦ ró»nica mi¦dzy anomali¡ mimo±rodow¡ i ±redni¡ podczas
ruchu w ±wietle równania Keplera M = E − e sinE ?

7. Jak hiperboliczna warto±¢ mimo±rodu e > 1 wpªywa na zachowanie od-
legªo±ci r = p/(1 + e cos f), anomalii prawdziwej f i pr¦dko±ci v = w
porównaniu z przypadkiem eliptycznym (e < 1) ?

8. Kiedy nie mo»na stosowa¢ macierzy orientacji w postaci wektorowej

N =
(
ê | B̂ | Ĝ

)
xyz

, a kiedy w postaci zale»nej od k¡tów Eulera N =

R3(−Ω)R1(−I)R3(−ω) ?

9. Jakie wnioski wypªywaj¡ z równa« Gaussa

dI

dt
=
r cos (f + ω)

µ p
(~r × ~v) · ~P

i

Ω̇ =
r sin (f + ω)

sin I µ p
(~r × ~v) · ~P

je±li chodzi o wpªyw kierunku siªy ~P i miejsca jej zadziaªania na orbicie
na zmian¦ pªaszczyzny orbity ?

10. Porówna¢ elementy orbit barycentrycznych i orbity wzgl¦dnej w zagadnie-
niu dwóch ciaª o równej masie (m1 = m2).
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