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Rozdzial 1

Zagadnienie dwé6ch cial —
wiadomos$ci wstepne

Mechanika nieba jest nauka o ruchu naturalnych i sztucznych cial niebieskich.
Najwazniejsza z sit decydujacych o ruchu tych cial jest zazwyczaj sita grawi-
tacji. Gdyby przyja¢ w uproszczeniu, ze ciala niebieskie majg forme punktow
materialnych i sita grawitacji jest jedyna sila, to najprostszym nietrywialnym
zgadnieniem mechaniki nieba staje sie problem ruchu dwoéch cial niebieskich
czyli zagadnienie dwdch cial. Zagadnienie to, rozwigzane przez Isaaca New-
tona w XVII wieku, stanowi klucz do mechaniki nieba.

1.1 Prawo grawitacji
Zacznijmy od przypomnienia prawa powszechnej grawitacji:

Sita F9; z jaka punkt materialny o masie mo przyciaga punkt o
masie m; jest wprost proporcjonalna do iloczynu ich mas a odwrot-
nie proporcjonalna do kwadratu ich wzajemnej odlegtosci. Jest ona
skierowana wzdluz odcinka laczacego oba punkty.

Sprobujmy teraz przettumaczyé¢ podany wyzej tekst prawa na jezyk mate-
matyki. Na rys. 1.1 widaé, ze wektor F'5; skierowany jest od masy my do mo;
informacja ta jest obecna w podanym wyzej tekscie prawa, gdyz méwimy tam
nie tylko o orientacji odcinka, lecz réwniez o przyciaganiu, co jednoznacznie
okresla zwrot sity.

Jesli wiec wektor » ma poczatek w punkcie o masie m; a koniec w punkcie o
masie mo, to sita F'a; skierowana jest zgodnie z . Najprosciej mozna to wyrazic¢
korzystajac z wersoréw. Przypomnijmy, ze kazdy wektor A przedstawi¢ mozna
jako iloczyn jego dlugosci A = ||A|| i wersora A o jednostkowej dtugosci, ktory
zawiera jedynie informacje o kierunku wektora

A=AA. (1.1)



dowolny uktad inercjalny

Rysunek 1.1: Dwa punkty materialne i sity ich wzajemnego przyciagania.

W takim razie, dla wersoréw sity F'o; i odlegtosci wzglednej » mamy

Fo =7. (1.2)
Pozostaje juz tylko kwestia stalej proporcjonalnosci dla zaleznosci sity od "17*2.
Przyjmijmy, ze stala ta jest réwna k2 i mozemy przejsé¢ od postaci stownej prawa
grawitacji do postaci wzoru

mi1mg
r.
7’2

Fy = k2 (1.3)
Uzycie stalej k2 nie pozostawia zadnej watpliwosci co do jej znaku (jeli k jest
dowolng liczba rzeczywista, to k% > 0) i wzoér (1.3) musi opisywaé prawo przy-
ciggania a nie odpychania.

Fakt, ze przyciaganie jest wzajemne i ze rOwniez masa mq przyciggana jest
przez mo skierowana przeciwnie sita F'io
myma
2

Fiy=—Fy =k

- (1.4)

cho¢ jest rownie wazny jak (1.3), nie wchodzi bezposrednio w sklad prawa gra-
witacji, lecz jest prosta konsekwencjg III zasady dynamiki Newtona.

1.2 Stala Gaussa

Poswie¢my nieco wiecej uwagi stalej k, ktéra pojawita sie w poprzednim roz-
dziale. Nosi ona nazwe stalej Gaussa i przez stulecia uzywana bylta w mecha-
nice nieba zamiast znanej z kursu fizyki statej grawitacji G. Mozna by krétko



stwierdzi¢, ze stala Gaussa jest po prostu pierwiastkiem ze stalej grawitacji, to
ZNnaczy

k=G, (1.5)

ale bytoby to nadmiernym uproszczeniem.
Carl Friedrich Gauss wprowadzil stala & w roku 1809 i podal jej wartosc
réwng
1
k = 0.01720209895 au? M_* d~'. (1.6)

Jednostkami sa tu masa Storca (Mg), jednostka astronomiczna (au) i doba
(d). Brak niepewnosci pomiarowej w (1.6) nie jest zaniedbaniem — az do roku
2012 Miedzynarodowa Unia Astronomiczna przyjmowalta podang przez Gaussa
wartos¢ jako dokladna stala, tak zwanag stala definiujacg. Kazde pomiarowe
udoktadnienie masy Storica w kilogramach czy dtugosci doby (a wlasciwe diu-
gosci sekundy, gdyz z definicji 1d = 86400s) powodowalo takie dopasowanie
wartosci jednostki astronomicznej, wyrazonej w metrach, aby warto$¢ k pozo-
stawala réwna podanej we wzorze (1.6). W ostatnim przed reforma zestawie
statych astronomicznych takimi warto$ciami byly: masa Storica

1 Mg = (1.9884 4 0.0002) x 10%° kg, (1.7)
oraz jednostka astronomiczna
lau = (1.49597870700 x 10"") £ 3 m. (1.8)

Wartos¢ au w metrach zalezala od przyjetej skali czasu; ta we wzorze (1.8)
odpowiada czasowi TDB (tzw. barycentryczny czas dynamiczny).

Rezolucja B2, uchwalona podczas XXVIII Zgromadzenia Ogolnego IAU w
roku 2012, zreformowala tradycyjny zestaw stalych astronomicznych. Stala
Gaussa nie tylko utracilta status staltej definiujacej, ale w ogéle zostata wykre-
§lona z zestawu. Role stalej definujacej przejeta jednostka astronomiczna, ktorej
wartos$¢ nadal jest (i pozostanie na diuzej) taka jak we wzorze (1.8), ale bez nie-
pewnosci pomiarowej. Inaczej méwiac, obecnie 1au = 1.495978707 x 10''m,
z dowolnie duza iloscia zer po ostatniej siddemce. Poniewaz jednak nie ulegta
zmianie ani warto$¢ masy Stonca (1.7), ani jej niepewnosc, to mozna nadal uzy-
waé stalej Gaussa (1.6) jako pomocniczej wielkosci, ale powinniémy obciazyé
ja niepewnoscig pomiarowa wynikajaca z odrzucenia 3 m w wartosci jednostki
astronomiczne;j.

Zgodnie z uchwalami TAU, rekomendowane sg wartosci stalej grawitacyjnej
w jednostkach SI

G = (6.67428 £ 0.00067) x 107 m* kg~ 's72, (1.9)
oraz tak zwanego parametru masy Storica,
GMg = 1.32712440041 x 10*° + 1 x 10" m3s72, (w skali TDB). (1.10)

Gdyby przeliczy¢ jednostki (1.10) z metréw na au (bez niepewnosci pomiarowej,
gdyz jest to nowa stala definiujaca) i z sekund na doby (rowniez §cile), otrzy-
mamy GMy = k2M,, gdzie warto$¢ stalej Gaussa k jest taka jak w (1.6), tyle



tylko, ze z niepewnoscia £6 X 10~ 13aus Mg)% d~—!. Nie zapominajmy jednak, ze
zaleznosé wartosci (1.10) od przyjetej skali czasu uzaleznita od niej réwniez k,
7z czym nie mieliSmy wcze$niej do czynienia.

Przyczyny, dla kérych iloczyn GMg posiada o wiele mniejsza niepewnosc
pomiarowg niz G lub M), stana sie jasne, gdy poznamy III prawo Keplera. Na
razie zapamietajmy, ze wtasnie dlatego podstawowym zrodlem statej Gaussa
powinno by¢ dla nas (1.10), a nie (1.9), co mozna dodatkowo uzasadni¢ tym,
ze we wszystkich wzorach tego wykltadu pojawi sie wylacznie iloczyn kwadratu
stalej Gaussa i masy ciala lub pierwiastek tego iloczynu.

1.3 Roéwnania ruchu zagadnienia dwoéch ciat

Gdy juz wiemy, jak wygladajg dzialajace w zagadnienu dwoéch ciat sity, mo-
zemy siegna¢ do pierwszych dwéch zasad dynamiki Newtona, aby sformutowaé
réwnania ruchu obu mas. Zasada pierwsza postuluje istnienie uktadu inercjal-
nego w ktérym opisywaé bedziemy zmiany polozen r; i ro bez koniecznosci
wprowadzania ,sit pozornych”. Druga zasada dynamiki wigze przyspieszenia

. d?ry .
i =5 i1=1,2, (1.11)
z dzialajacymi sitami. Wynika z niej, ze
. F21 kz mo
T = - = 3 r,
mq T

. F12 k2 mi
ro = mig = — 7"3 r, (112)

gdzie
=Ty —7Tq, r=l|lr|]|=vr-r.

Rownania (1.12) stanowia uktad sze$ciu rownan roézniczkowych (kazdy wektor r;
posiada trzy wspotrzedne) z ktorych kazde zawiera druga pochodna wzgledem
czasu t jako zmiennej niezaleznej. Jest to wiec uklad dwunastego rzedu.

Czasami wygodniej jest uzywa¢ uktadu réwnan rézniczkowych sprowadzo-
nego do postaci 12 réwnan, z ktérych kazde zawiera tylko pierwsza pochodna
wzgledem czasu. Przeksztalcenie takie jest elementarne i wymaga wprowadzenia
dodatkowych zmiennych

1)1:7‘1:

— =1,2. 1.1
T =1, (113

Z fizycznego punktu widzenia te dodatkowe zmienne to nic innego jak predkosci
obu mas. Mozemy wiec w miejsce (1.12) wprowadzi¢ uktad

’i'l = v,
’i’g = Va2, (114)



k2 mao

’l')l = ’I"
r3
. k% my
Vg = — r
r3

ktory rowniez jest uktadem dwunastego rzedu, gyz zawiera dwanascie réwnan z
pierwszymi pochodnymi.

Jesli znamy polozenia i predkosci obu cial w pewnym momencie czasu (epoce)
tg, zwane warunkami poczatkowymi, i chcemy znalezé potozenia i predko-
Sci w dowolnym momencie czasu t, to problem taki nazywamy zagadnieniem
Cauchy’ego lub zagadnieniem poczgtkowym. Czasami zamiast warunkow po-
czatkowych zadaje sie wartosci potozen w dwoch réznych epokach czyli warunki
brzegowe. Prowadzi to do tzw. zagadnienia brzegowego, ktére odgrywa istotng
role w procesie wyznaczania orbit z obserwacji. W dalszej czesci wyktadu zajmo-
wac sie bedziemy jedynie zagadnieniem Cauchy’ego z warunkami poczatkowymi
w postaci

ri(to) =7T10, 7T2(to) =720, vi1(to) =v10, v2(to) = v2y0. (1.15)

Co mozemy powiedzie¢ o rownaniach (1.12) lub (1.14), zanim zaczniemy je
rozwiazywaé¢ ? Po pierwsze, sa to réwnania autonomiczne, to znaczy, ze nie
pojawia sie w nich jawna zaleznosé¢ od czasu. Prawe strony réwnan zaleza tylko
od stalych parametrow k, m; i msq, oraz od zmiennych zaleznych: 71 i ro (za
posrednictwem r) w réwnaniach (1.12) oraz dodatkowo vq i v2 w réwnaniach
(1.14). Sa to takze uktady rownan nieliniowych, a to oznacza, ze nie mozna
zastosowac¢ do nich bezposrednio prostych szablonéw rozwiazania znanych z ele-
mentarnej teorii rownan rézniczkowych.

1.4 Dodatek: predkosé radialna i transwersalna

Przypomnijmy kilka waznych wzoréw zwiazanych z rozktadem predkosci v na
sktadowa radialng v, i transwersalna (poprzeczna) vy

vV = V; + V.
Sktadowa radialna powstaje przez rzut wektora predkosci na kierunek pro-

mienia wodzacego, czyli
vy = (v-7) 7

Opisuje ona zmiany dtugosci wektora poltozenia r, a wiec
V=T =7

Sktadowa transwersalna lezy w plaszczyznie wyznaczonej przez r i v i jest
prostopadta do wektora polozenia. Wersor transwersalny ¢ spetnia wiec

t-r=t-(rxv)=0.



Skoro predko$é radialna opisywala zmiany dlugosci wektora polozenia r, to
predkosé¢ transwersalna opisuje zmiany kierunku tego wektora, czyli zmiany
wersora 7. Wprowadzajac kat pozycyjny ¢ mierzony od dowolnie wybranego
kierunku na plaszczyznie zwierajacej r i v do wektora r, mozemy stwierdzié, ze
zgodnie z wzorami opisujacymi ruch po okregu (wykluczamy zmiany dtugosci r
jako opisane predkoscia radialna !) zachodzi vy = . Mamy zatem

v=v, +v, =77+ ridt. (1.16)
Z rownania (1.16) wynika bardzo wazna wlasnosé
TV =TT (1.17)
Dowdd tej wlasnosci jest elementarny:
r-v=r -(V,+v) =" v, +7- V.
A poniewaz 7 - vy = 0, gdyz te dwa wektory sg prostopadte, to
rTU=T- -V, =TT -T =T7TT.
Jesli za§ chodzi o iloczyn wektorowy, to
rx v =r29(# x t). (1.18)

Dowéd jest rownie prosty. Tym razem r x v, = 0, a zatem

rxv=rx (v, +v) =1 xv =rv(F x1).



Rozdzial 2

Calki barycentrum 1 redukcja
do zagadnienia wzglednego

2.1 Calki pierwsze ré6wnan ruchu

Jednym ze sposobdéw rozwigzywania uktadéw réwnan rézniczkowych jest poszu-
kiwanie ich calek pierwszych. Zalézmy, ze mamy uktad réwnan rézniczkowych
zwyczajnych rzedu N w postaci

y=Ffy1), (2.1)

gdzie y, f € RN, Zatézmy dalej, ze y = y*(t) jest rozwigzaniem uktadu (2.1),
czyli podstawiajac funkcje y*(¢) w miejsce zmiennej y w réwnaniu (2.1) otrzy-
mamy réwnos$¢ prawdziwa.

Calka pierwsza uktadu (2.1) nazywamy kazda funkcje K(y,t), ktora jest
stata, gdy w miejsce y podstawimy dowolne rozwiazanie y*(t) tego uktadu, to
zZnaczy

K(y*(t),t) = C = const,

i ktora zalezy tylko od jednej stalej dowolnej C. Stala dowolna C' zalezy od
warunkow poczatkowych y,. W mechanice, gdy (2.1) sa rownaniami ruchu, ich
catke pierwsza nazywamy czasem calka ruchu a stalg C' — stala ruchu.
Glowna zaleta calek ruchu jest fakt, ze nie musimy znac¢ rozwiazan y*(t) aby
zbadad, czy jaka$ funkcja jest catka ruchu, czy nie. Warunek K(y,t) = const,
czyli K = 0, sprawdzamy bowiem na podstawie wzoru dla pochodnej funkcji
zlozonej
AK (y,t) 0K ~oKdy; 0K <.0K
dK(y.t) >:§+Z Wi _ fi=0. (22

dt dy; dt ot = 9y,

Jj=1

SkorzystaliSmy przy tym z postaci rownan ruchu (2.1) zastepujac ¢; przez f;.



Jesli pojawi sie M catek ruchu K, Ko, ..., Ky, to czasem mozna je potrak-
towaé jako elementy wektora K € R™. Wektorowa catka ruchu K(y,t) = C,
zwigzana z wektorem stalych ruchu C € RM | musi spelnia¢ warunki

oK
—+Jf=0 2.3
5 TIf=0 (2.3)
gdzie J oznacza macierz pochodnych czastkowych (macierz Jacobiego)
8K1 . 8K1
Oy1 oyn
K
J—[aa ]— : : (2.4)
Yi oKy ... 0Ky
8y1 ayN

Zmajomo$¢ catek ruchu jest bardzo wazna, poniewaz kazda nowa i niezalezna
od pozostalych calka ruchu pozwala obnizyé¢ rzad uktadu o 1. A poniewaz
kazde pojedyncze réwnanie rozniczkowe pierwszego rzedu potrafimy rozwigzacd,
to znalezienie N — 1 niezaleznych od siebie calek pierwszych jest réwnoznaczne
z rozwiazaniem ukladu rownan (2.1).

2.2 Calki $rodka masy (barycentrum)

Dwie gtéwne metody poszukiwania catek ruchu to:

a) postulowanie (zgadywanie) postaci catki K(y,t) = C i uzycie warunku
(2.2) do weryfikacji,

b) doprowadzenie réwnar ruchu do jawnej postaci K (y,t) = 0.

Zacznijmy od sposobu drugiego i rozpatrzmy réwnania ruchu zagadnienia dwoéch
cial. Ostatnie dwa z réwnan (1.14) pomnozymy stronami przez odpowiednie
masy, co prowadzi do uktadu

o o — k? my my
mpvr = 2T T3 T,
. k? my mo
mo Vo = F12 = _T r. (25)

Jesli dodamy réwnania stronami, to otrzymamy
mi1 V1 +mo vy = 0. (26)

Ten zwiazek, bedacy oczywista konsekwencja III zasady dynamiki, zawiera po
lewej stronie pochodng zupelng wzgledem czasu

d
& [m1 V1 + Mo ’UQ] =0. (27)

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest wiec state: predkosci obu mas w zagad-
nienu podlegaja ciaglym zmianom, ale ich kombinacja liniowa z masami mj i mo



ma niezmienng warto$é, ktéra oznaczymy A € R3. To oznacza, ze znalezliSmy
wektorowa catke ruchu
mivy + movy = A. (28)

Zauwazmy, ze w jezyku fizycznym mozemy wyrazi¢ (2.8) nastepujaco:
catkowity ped w zagadnieniu dwoch cial jest staly.

Jest to wlasnosé¢ wszystkich uktadéw, gdzie mamy do czynienia tylko z oddzia-
lywaniami wzajemnymi w ukladzie inercjalnym.

Rownanie (2.8) pozwala nam wykonaé jeszcze jeden krok. Wréémy do row-
nani (1.14) i wezmy pierwsze dwa z nich. Zamieniajac miejscami ich strony
widzimy, ze

v = 1=1,2,

a wiec lewa strona (2.8) jest nadal pochodna zupelna wzgledem czasu

d
% [my 71 +mors] = A. (2.9)

Co prawda, po prawej stronie nie mamy zera, ale przeciez

d(At)
A =
dt ’
wiec mozemy zapisaé¢ (2.9) jako
d
— [m1 r1+more — At] =0. (2.10)

dt

A wiec znow mamy sytuacje, w ktorej wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest
state: znalezlismy kolejna wektorowa catke ruchu

miry + more — At = B, (2.11)

z nowym wektorem statych ruchu B € R3.

Calki ruchu (2.8) i (2.11) nosza nazwe calek barycentrum czyli calek
srodka masy. Nazwa ta staje sie jasna, gdy przystapimy do fizycznej interpre-
tacji tych réownan. Przypomnijmy definicje srodka masy (barycentrum) dwoch
punktéw materialnych; jest to punkt bedacy konicem geometrycznego wektora

R— w (2.12)

mq + meo
W przyjetym przez nas ukltadzie wspotrzednych punkt ten ma predkosé

. mi T+ me T
R M1t maTy (2.13)
mi + mg
A zatem pierwsze dwa wyrazy lewej strony réownosci (2.11) to nic innego jak
(m1 4+ mg)R, a mivy + movs w réwnaniu (2.8) to iloczyn sumy mas przez



predkosé barycentrum R. Mozemy wiec przepisa¢ calki barycentrum (2.8) i
(2.11) w réwnowaznej postaci

R
R

(At+ B)/(m1 +m2),
A/(my + mg).

(2.14)

Prowadzi to do nastepujacego waznego twierdzenia

Srodek masy dwoch cial w dowolnym uktadzie inercjalnym
porusza sie ruchem jednostajnym prostoliniowym.

Istotng konsekwencja tego twierdzenia jest wniosek, ze

jesli srodek uktadu odniesienia umiescimy w barycentrum
dwoch cial, a osie zachowywaé¢ beda stalg orientacje w
przestrzeni, to taki uktad, zwany uktadem barycentrycz-
nym, bedzie uktadem inercjalnym.

Calki barycentrum uwalniaja nas od operowania tajemniczym ,dowolnym
uktadem inercjalnym”. Dzieki nim wiemy, gdzie jeden z takich uktadéw ma swoj
srodek. W uktadzie barycentrycznym R= R =0, a to oznacza A= B =01 z
calek (2.8,2.11) dowiadujemy sie, ze w ukladzie barycentrycznym

mry +mory = 0,

miv1 +movy = 0. (215)

Ruch jednego ciata wzgledem barycentrum bedzie wiec wierng kopia ruchu dru-
giego ciala, przeskalowana o czynnik réwny stosunkowi mas. Dysponujemy
w tym momencie podpowiedzia, ze obnizenie rzedu zagadnienia dwdch cial z
12 do 6, mozliwe dzieki wykorzystaniu szesciu calek barycentrum, pozwala w
istocie rozpatrywac ruch jednego ciala wzgledem barycentrum, albo tez ruch
wzgledny jednego ciala odniesiony do drugiego. To drugie podejscie jest bar-
dziej atrakcyjne, gdyz prawe strony rownan (1.12) lub (1.14) zawieraja wprost
wzgledne potozenie r.

2.3 Wzgledne zagadnienie dwéch cial

Dzieki catkom barycentrum mozemy sobie pozwoli¢ na chwilowe pominiecie in-
formacji o potozeniu jednego z cial bez obawy utraty tej informacji. Wréémy
wiec do rownan (1.12)

2 M2

Ty = k 7‘737',

.. my

Py = kg
r

Mozemy je odjaé¢ stronami otrzymujac

_k2m1 + mo

iy — iy = .

r

10



A zgodnie z definicjy # = #9 — 71, otrzymujemy réwnania ruchu wzglednego

.. H
F=—3T (2.16)
gdzie
p=k?(my 4+ ms), (2.17)

nazywamy parametrem grawitacyjnym.
Oczywiscie i tutaj mozemy zastosowaé alternatywna postaé uktadu (2.16),
wprowadzajac wektor predkosci v = vy — vy = 7 1 przechodzac do uktadu

r = w,
b = —r% r, (2.18)
zawierajacego 6 rownan pierwszego rzedu.

Rownania (2.16) lub (2.18) tworza uklad széstego rzedu i opisuja ruchu
ciala o masie mo w ukladzie wspoélrzednych zwigzanym z masa m;. Whbrew
nazwie jest to wiec zagadnienie jednego ciala w zadanym polu sit. Nalezy pod-
kresli¢, ze uktad wspotrzednych o §rodku w m; nie jest uktadem inercjalnym;
masa mj nhie porusza sie przeciez wzgledem barycentrum ruchem jednostajnym
prostoliniowym. Mimo to, posta¢ réwnan ruchu wyglada bardzo podobnie do
(1.12). Prawa strona rownan (2.16) zawiera sume przyspieszenia grawitacyjnego
(—k®>mqr—37r) oraz przyspieszenia ,pozornego” wywolanego nieinercjalnoscia
uktadu odniesienia (—#), ktére ma niemal identycznag posta¢ (—k2mor=37).
W efekcie, zagadnienie wzgledne mozna potraktowaé tak, jakby ruch odbywalt
sie w ukladzie inercjalnym ale ze zmodyfikowanym prawem grawitacji (sita pro-
porcjonalna do iloczynu (mq + mg) msy zamiast do mims).
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Rozdzial 3

Calki ruchu zagadnienia
wzglednego

Aby w pelni rozwiazaé¢ wzgledne zagadnienie dwoch cial musimy znalezé 5 nie-
zaleznych calek pierwszych.

3.1 Calka sily zywej (energii)

Jesli punkt materialny porusza sie w polu sil, ktére nie zaleza jawnie od czasu ani
od predkosci, to catkowita energia (kinetyczna i potencjalna) tego punktu jest
stata. Energia catkowita jest suma energii potencjalnej i kinetycznej. Poniewaz
energia kinetyczna jest proporcjonalna do v2 = v - v, za§

d(v - v)
dt

to sprobujmy poszuka¢ nowej catki ruchu biorac drugie z rownan (2.18) i mnozac
obie strony skalarnie przez v, gdyz wtedy po lewej stronie réwnania

=v-v+v-v=20-v,

b-v:—r—37°~v, (3.1)

mamy juz wyraz bedacy pochodng zupelng znanej funkcji %vQ. Skoro operacja
odwrotna do rézniczkowania jest catkowanie, to mozemy przepisaé (3.1) jako

d [v? I
— | = —r-vdt| =0.
dt [2 * / 73
Pozostaje tylko pytanie, czy potrafimy obliczy¢ catke nieoznaczong wystepujaca
w tym wzorze.
Dzieki podstawowe]j wlasnosci r - 7 = 77, znanej z rownania (1.17), mozemy
wykonaé nastepujace catkowanie

" I P B P
/TB’I’ vdt—u/rsdt—,u/rzdtdt—u/Ter— o
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I tak doszliSmy do

d [v2 pu
dhf{?_r]_o’

wiec wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest calka ruchu. Oznaczajac odpo-
wiednig stala ruchu przez h, mamy

1

T L (3.2)

2 r
Wzor (3.2) nazywamy calka sily zywej (tac. vis viva), co jest nieco archa-
icznym (trzy wieki tradycji) ale nie pozbawionym swoistego uroku synonimem
calki energii. Stala dowolng h nazywamy odpowiednio stala sily zywej lub
stalg energii.

3.2 Calki pol

3.2.1 Wektorowe calki p6l (momentu pedu)

Sita dziatajaca we wzglednym zagadnieniu dwoch cial ma charakter radialny,
gdyz jest skierowana zawsze do §rodka uktadu wspolrzednych. Jak wiemy, kazda
sila radialna F' ma zerowy moment r x F', a wiec nie moze zmieni¢ momentu
pedu 7 xmo v. To oznacza, ze w naszym zagadnieniu powinna istnie¢ wektorowa
catka momentu pedu

G = r X v = const, (3.3)

zwana takze tradycyjnie calkg lub poprawniej calkami pél. Stale pél tworza
wektor G € R?, ktérego dhugosé i kierunek s state.

Jak zweryfikowaé catki pol (3.3) 7 Najprosciej jest zrézniczkowaé iloczyn
wektorowy wzgledem czasu:

G:&(rxv):rx'zH—rx'b.

Siegajac do réwnan ruchu (2.18) otrzymamy

G:vxv—s—rx(—%r).
r

Poniewaz dla dowolnego wektora y x y = 0, wiec istotnie G=0.

7 wektorowych calek pol wyplywa bardzo wazny wniosek:

Orbita masy mso wzgledem masy m; jest krzywa ptaska
gdy G # 0 lub lezy na prostej gdy G = 0.

Uzasadnienie jest oczywiste, gdyz jesli wektory potozenia i predkosci definiuja
pewng plaszczyzne w momencie czasu ty, a wektor momentu pedu G jest do
tej plaszczyzny prostopadly, to wobec statosci kierunku G plaszczyzna w kto-
rej leza r i v w dowolnym momencie czasu musi mie¢ taka sama orientacje w
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przestrzeni. Ze wzgledu na definicje r (od my do mg) obie masy musza nalezeé¢
do tej plaszczyzny. Zerowy moment pedu pojawia sie, gdy r || v (wykluczamy
zaréwno r = 0 jak i v = 0) i wtedy obie masy musza caly czas pozostawaé
na prostej. W takim przypadku méwimy o orbitach zdegenerowanych. Za-
uwazmy, ze tylko na orbicie prostoliniowej mozliwa jest kolizja » = 0 i tylko na
orbicie prostoliniowej mozliwa jest sytuacja, gdy w pewnym momencie v = 0 w
skoriczonej odleglosci miedzy ciatami 7.

3.2.2 Calka pd6l w postaci skalarnej i II prawo Keplera

Pokazemy teraz, ze bezposrednia konsekwencja istnienia calek pél jest II prawo
Keplera. Przy okazji wyjasni sie tez skad slowo ,pola” w nazwie catek.

Skalarna calka po6l

Zastosujmy wlasnosé (1.18) do wzglednego zagadnienia dwoch cial. Moment
pedu (na jednostke masy) zdefiniowaliSmy jako G = r x v. W takim razie,
zgodnie z wlasnoscia (1.18),

G = r2)( x t),
a poniewaz G = Gé, przy czym

G =1+ xt,

to dtugos¢ wektora momentu pedu jest powiazana z chwilowa predkoscia katowa
ciala na orbicie wzorem

G=r%9,
czyli
. G

Jak dotad, oba wzory maja charakter ogolny i obowiazuja takze dla zmiennego
momentu pedu. Jesli jednak wprowadzimy do nich wynikajaca z wektorowych
calek pol informacje, ze G = const, otrzymamy wzor zwany skalarng postacia
catki pol lub krotko calka poél (liczba pojedyncza w odrdznieniu od liczby
mnogiej ,catki pol” w przypadku wektorowym)

G = r? 4 = const. (3.5)
Jeszcze inny zapis calki pol to
G = r vy = const, (3.6)
a wiec:

iloczyn odleglosci i predkosci transwersalnej jest w zagadnieniu wzgled-
nym dwdéch ciat staty,

Wykazemy teraz, ze skalarna calka pdl jest w istocie tozsama z drugim prawem
Keplera.
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Predkosé polowa

Dla dowolnych dwéch wektoréw a i b o wspolnym poczatku, pole trojkata wy-
znaczonego przez nie wynosi

1
§ = 3llaxbl, (3.7)

a wiec potowe pola réwnolegtoboku zbudowanego na tych wektorach.
Rozpatrzmy teraz ruch w zagadnienu wzglednym dwodch cial. Poczatkowy

wektor polozenia badanego ciata r ulega podczas ruchu zmianie i po czasie At

przechodzi w r + Ar. Trojkat wyznaczony przez wektory r i Ar ma pole

AS = %Hr x Ar||.

Podzielmy obie strony przez dodatni przyrost czasu, a otrzymamy

At

AS 1 Ar
At 2

W granicy At — 0 przechodzimy od ilorazéw réznic do pochodnych

AS _dS _ ¢
Ao A At
oraz

Ar dr
—_— = =P =
AtSo At dt
A zatem dla chwilowej predkosci polowej S, czyli pochodnej pola zakreslanego
przez wektor » w ruchu po orbicie, mamy

o |lr x|
S=—.
2
Przywotujac catki pél (3.3) widzimy, ze
S = g = const, (3.8)

czyli

w zagadnieniu wzglednym dwdéch ciat predkos¢ polowa jest
stala,

co stanowi tre§¢ II prawa Keplera. Zauwazmy jednak, ze II prawo Keplera
dotyczy nie tylko zagadnienia dwoch cial. Kazde zagadnienie ruchu punktu
materialnego w polu dowolnej sity radialnej bedzie cechowat staly moment pedu
a wiec w kazdym takim zagadnieniu obowiazuje II prawo Keplera.

Do II prawa Keplera mozna takze dojs¢ wychodzac od infinitezymalnego
pola ograniczonego wycinkiem krzywej r(¥), czyli dS = 1r?dd, a nastepnie
korzystajac ze skalarnej catki pol (3.4).
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3.3 Calki Laplace’a

3.3.1 Wyprowadzenie

Znamy juz cztery calki ruchu zagadnienia wzglednego. Brakuje jeszcze jednej,
aby rozwiaza¢ w pelni to zagadnienie. Dotad korzystaliSmy z ogélnych wia-
snosci, ktore byty typowe dla szerszej klasy uktadéw: brak jawnej zaleznosci
sit od czasu dal nam calke energii (sity zywej), a symetria radialna oznaczata
staly moment pedu. Szczeliwie jednak okazalo sie, ze w zagadnieniu dwoch
cial pojawia sie dodatkowa, specyficzna dla tego problemu catka ruchu.
Odgadniecie postaci nowej catki ruchu nie jest proste. Kluczem do jej znale-
zienia jest pomnozenie drugiego z rownan (2.18) wektorowo przez moment pedu
G
Gxi;:—r%er. (3.9)

Poniewaz wektor G jest staly, to lewa strone rozpoznajemy bez trudu jako
pochodna z G x v. Mozemy wiec zapisa¢ (3.9) jako

d Gxr
T [vaJr,u/ 3 dt] =0. (3.10)

Nie wyglada to zbyt zachecajaco, ale wypiszmy jawnie definicje G = r x v i
skorzystajmy z tozsamosci wektorowej

(axb)xec=(a-c)b—(b-c)a, (3.11)
znanej takze jako ,tozsamos¢ bac—cab” od réwnowaznej formy
ax((bxec)=b(a-¢c)—c(a-b).
Przyjmujac w réwnaniu (3.11) a = ¢ = r, b = v, zauwazymy, ze
Gxr=(rxv)xr=rv—rir,

gdzie skorzystaliémy z tozsamosci (1.17). Tak wiec catka w rownaniu (3.10) ma

postac
1 1
/G >; rdtz/() fdt—&-/ (—2 7“) rdt. (3.12)
T T T

W réwnaniu (3.12) rozpoznajemy charakterystyczna posta¢ przywodzaca na
my$l catkowanie przez czesci:

d(AB)
at

:AB+AB¢/ABdt+/ABdt:AB,

gdzie A=1/r,a B=r. A zatem
Gxr 1
/ 7‘3 dt = (7‘) T. (313)
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Podstawiajac (3.13) do (3.10) otrzymujemy

4

dJGXU+%4:Q

a zatem wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest wektorowa catka ruchu. Dzie-
lac stronami przez staly parametr (—pu), dochodzimy do réwnania

vXG T (3.14)
.

I

definiujacego calki Laplace’a. Wektor stalych ruchu e € R? zwany jest od-
powiednio wektorem Laplace’a lub wektorem mimosrodu. W fizyce, gdzie
catki Laplace’a odkrywane byly niezaleznie kilka razy, caltki te nosza nazwe ca-
tek Rungego-Lenza, Lenza, lub Laplace’a-Rungego-Lenza. Czasami tez odréznia
sie wektor mimosrodu e od wektora Laplace’a L = pe. Mozna takze spotkaé
wektor Laplace’a A z dodatkowym czynnikiem zaleznym od stalej sity zywej h

ue

V2

Tak zmodyfikowany wektor Laplace’a ma wymiar (jednostki) momentu pedu G.

PoszukiwaliSmy jednej calki ruchu, a otrzymaliémy az trzy. Uklad réow-
nan szoéstego rzedu moze mieé¢ co najwyzej 6 niezaleznych calek pierwszych, z
czego jedna musi zawiera¢ stata dowolna addytywna do czasu. Zadna z siedmiu
znalezionych przez nas calek ruchu wzglednego zagadnienia dwoch cial nie za-
wiera czasu w sposob jawny, wiec tylko pie¢ z nich moze by¢ niezaleznych. Aby
wszystko sie zgadzalo, pownniSmy teraz znalez¢ dwa zwiazki miedzy siedmioma
catkami ruchu, co zredukuje liczbe niezaleznych calek do pieciu.

3.3.2 Zwiazki calek Laplace’a z pozostalymi calkami ru-
chu

Kazda 7z calek ruchu wiazala sie z jedna stala ruchu. Kazdy zwiazek miedzy
catkami ruchu (funkcjami) musi by¢ zarazem zwiazkiem miedzy stalymi ruchu
(warto$ciami tych funkeji) i vice versa. Poszukajmy wiec dwoch zwiazkow mie-
dzy wektorem mimosrodu e a wektorem momentu pedu G i staly sity zywej
h.

Pierwszy taki zwiazek jest poniekad oczywisty. Wektor e jest suma dwoch
wektorow 7 i u~ (G x v), z ktorych kazdy lezy w plaszczyznie orbity. A zatem
wektor mimosrodu musi takze leze¢ w plaszczyznie orbity, wiec jest prostopadty
do G. W tej sytuacji

G-e=0, (3.15)

jest pierwszym zwiazkiem miedzy stalymi ruchu.
Aby znalezé drugi zwigzek sprawdzmy, jak wyglada dtugos¢ wektora e. Pod-
noszac do kwadratu (czyli wykonujac iloczyn skalarny wektora przez samego
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siebie) obie strony calej Laplace’a (3.14) dostajemy

9 vxG r vxG r
et = ——- — 1) =
p r H T

_ (vx G)M~2(v xG) - (1;: G) | ’"T'z’“. (3.16)

Okazuje sie, ze wzor ten mozna uprosci¢ tak, aby w jego prawej stronie wyste-
powaly jedynie state ruchu.
Zacznijmy od (v X G) - (v X G). Jest to kwadrat dtugosci wektora v x G.
A skoro predkosé i moment pedu sy prostopadte, to ich iloczyn wektorowy ma
dhugos¢ v G, wiec
(vxG)-(vxG)=v>G>

Jesli chodzi o iloczyn 7 - (v X G), to dzieki wlasnosciom iloczynu mieszanego
a-(bxe)=b-(ecxa)=c-(axb),
i definicji (3.3) widzimy, ze
r(vxG) =G-(rxv)=G -G=G

Tak wiec, réwnanie (3.16) mozna zapisa¢ jako

1=1
+ + 5 .

o2 G*?  2G? 2G? [112 u}
pro o G '

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym to nic innego jak lewa strona catki sity
zywej (3.2), a wiec mozemy je zastapié stala silty zywej h i ostatecznie otrzymu-

jemy
h G2
e=4/1+2 R (3.17)

Jest to zwiazek miedzy stalymi ruchu, ktéry wskazuje na wspoédtzaleznosé dtu-
gosci wektora Laplace’a od stalej energii h i dlugosci wektora momentu pedu
G.

Rownania (3.15) i (3.17) pokazuja, ze sposrod siedmiu calek ruchu tylko pie¢
jest niezaleznych. Niemniej jednak, dysponujemy dostateczng liczba catek ruchu
aby rozwigza¢ w pelni zagadnienie wzgledne. Szésta catka ruchu bedzie zawie-
ra¢ jawna zaleznos$¢ od czasu, a skoro tak, to pie¢ znanych juz calek powinno
wystarczy¢ do znalezienia samego ksztaltu orbity w tréjwymiarowej przestrzeni
polozen jak i ksztaltu hodografu — krzywej w trojwymiarowej przestrzeni roz-
pietej na sktadowych wektora predkosci.

3.3.3 Calki Laplace’a a I prawo Keplera

Wiemy juz, ze wektor Laplace’a lezy w plaszczyznie orbity. Aby dowiedzie¢ sie
jak jest skierowany na tej plaszczyznie, pomnozymy skalarnie obie strony caltek
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Laplace’a (3.14) przez wektor polozenia r

r-(vxG) r-r
r-e= — .
I r

Przestawiajac czynniki w mieszanym iloczynie wektorowym
r - (vxG)=G-(r xv),

dochodzimy do postaci
G?
re=—-—r.

I
Zauwazmy, ze mozna z tego zwiazku wyznaczy¢ odlegto$¢ miedzy ciatami

GQ

r=—,
p(l+7-e)

(3.18)
gdzie prawa strona zalezy tylko od stalych ruchu i kata miedzy wersorem # a
wektorem Laplace’e e.

Odlegltosé miedzy ciatami osiagnie minimum gdy mianownik we wzorze (3.18)
przyjmie najwieksza wartosé. Jesli wiec wektor potozenia skierowany jest zgod-
nie z wektorem Laplace’a, to najmniejsza odleglo$¢ miedzy cialami wyniesie

GQ

I (3.19)

Tmin = 4 =
Jak wida¢, wektor Laplace’a skierowany jest ze srodka uktadu wspoétrzednych do
punktu minimalnej odlegtosci miedzy ciatami. Punkt orbity w ktorym odlegtosé
miedzy ciatami osiaga minimum nazywamy w ogélnosci perycentrum, a jesli
masa znajdujaca sie w $§rodku uktadu wspoélrzednych jest konkretnym cialem
niebieskim, to méwimy odpowiednio o perygeum dla Ziemi, peryhelium dla
Storica, peryselenium dla Ksiezyca itd. Odleglos¢ ¢ nazywamy odlegloscia
perycentrum.

Rownanie (3.18) stanowi w istocie rownanie orbity we wspohrzednych bie-
gunowych na plaszczyznie prostopadlej do G. Wprowadzmy kat pozycyjny f
mierzony od wektora Laplace’a e do promienia wodzacego r. Kat ten nosi
tradycyjna nazwe anomalia prawdziwa. Wtedy

e-7 =ecosf,

i jedli przyjmiemy oznaczenie
G2
p=", (3.20)
I

to réwnanie orbity (3.18) przyjmuje postac

p

"= 1+ecosf

(3.21)
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Z geometrii analitycznej wiemy, ze jest to rownanie opisujace krzywa stozkowa
— elipse, parabole lub hiperbole, ktérej ognisko znajduje sie w §rodku uktadu
odniesienia, czyli w punkcie materialnym m,. W ten sposéb z calek Laplace’a
otrzymalismy uogoélnione I prawo Keplera. Uogoélnienie oznacza, ze orbita moze
by¢ nie tylko elipsa, co przyjmowal Kepler, lecz dowolng krzywa stozkowg. Or-
bita moze by¢ zarowno krzywa zamknieta (okrag dlae = Oielipsadla0 <e < 1)
jak i krzywa otwarta (parabola dla e = 1 i hiperbola dla e > 1).

Wielkos¢ oznaczona symbolem p to parametr krzywej stozkowej znany
takze jako semilatus rectum. Geometryczna interpretacja p jest oczywista: jest
to wartos¢, jaka przyjmuje odlegtos¢ r, gdy cos f = 0, a wigc dla f = £3.
Natomiast dtugosé¢ wektora Laplace’a e to nic innego jak mimosrod krzywej
stozkowej. Bez wzgledu na typ orbity mozemy korzystajac z rownania (3.21)
wyprowadzi¢ zwigzek miedzy odlegloscia perycentrum ¢ a parametrem p i mi-
mosrodem e. Podstawiajac f = 0 jako warto$¢ anomalii prawdziwej w perycen-
trum, otrzymujemy g = p/(1 + €), czyli

p=q(l+e). (3.22)

3.3.4 Stala energii a ksztalt orbity

Z punktu widzenia geometrii, o ksztalcie regularnej krzywej stozkowej decyduje
jej mimosrod e. Jesli e < 1 i krzywa jest elipsa, to parametr p = a (1 — €2),
gdzie a jest polosia wielka elipsy. W przypadku e > 1, a wiec dla hiper-
boli, przyjmuje sie albo p = a (1 — €?) albo p = a(e? — 1). Jest to kwestia
konwencji: poniewaz p jako odlegto$¢ musi by¢ wielkoscia nieujemna, to widag,
ze w pierwszym przypadku przyjmujemy ujemne wartosci a, natomiast w dru-
gim a > 0. Dla hiperboli symbol a oznacza tak zwana po6los rzeczywista.
W geometrii czesciej spotykamy a > 0, natomiast w mechanice nieba stosuje
sie czasem ujemne wartosci polosi rzeczywistej. Poniewaz musimy si¢ na co$
zdecydowaé, przyjmijmy a > 0 dla hiperboli i wtedy

_Ja(l- e?) dla elipsy,
B { a(e? —1) dla hiperboli. (3.23)

Oczywiscie, mozemy tez pisa¢ wymijajaco p = |a (1 — e?)|. W przypadku para-
boli zaden z wzorow (3.23) nie jest prawdziwy, gdyz dla paraboli nie wprowadza
sie pojecia potosi. Pozostaje jednak wtedy prawdziwy wzor (3.22), ktéry po
podstawieniu e = 1 przyjmuje posta¢ p = 2¢q. Mamy wiec dla paraboli odle-
glos¢ perycentum réwna polowie parametru p. Uwzgledniajac definicje (3.23),
mozemy wiec przeksztaltci¢ (3.22) do postaci

a(l—e) dla elipsy,
q= %p dla paraboli, (3.24)
a(e—1)  dla hiperboli.
Whbrew pozorom, mimosrod nie jest jedyna wielkoscia, ktéra nalezy rozpa-

trzy¢ aby wyciagaé¢ wnioski o ksztalcie orbity. Przypomnijmy zwiazek, jaki
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zachodzi miedzy catkami pol, sity zywej i Laplace’a, czyli rowanie (3.17). Pod-
stawmy do niego definicje p = G?/u a otrzymamy

e = 1—&—2@.
I

Wyznaczmy teraz stalg energii (sity zywej) h z tego zwigzku

p—e)

h=—
2p

(3.25)
Dla paraboli, gdy e = 1, otrzymamy h = 0. Natomiast dla elipsy lub hiperboli
wzér (3.23) podstawiony do (3.25) daje odpowiednio h = —p/(2a) < 0 lub
h = pu/(2a) > 0. OtrzymaliSmy wiec drugie kryterium dla ksztaltu orbity,
jakim jest wartosé¢ statej h

—3- <0 dlaelipsy,
h= 0 dla paraboli, (3.26)
32 >0  dla hiperboli.

Juz za chwile przekonamy sie, ze to drugie kryterium jest réwnie wazne jak
pierwsze.

3.3.5 Orbity zdegenerowane (prostoliniowe)

Rownanie orbity (3.21) ma sens tylko wtedy, gdy parametr p # 0. Innymi
stowy, regularne krzywe stozkowe otrzymujemy tylko dla ruchu z niezerowym
momentem pedu G # 0, poniewaz p = G?/u. Plynacy z réwnania (3.21)
wniosek, ze r = 0 bylby falszywy, bo mozemy sobie wyobrazi¢ spadek swobodny
jednego ciata na drugie, ktéry ma postaé¢ ruchu prostoliniowego z r # 0. Jak
wiec opisa¢ orbite prostoliniowg ?

Wréémy do calek Laplace’a (3.14). Podstawiajac G = 0, upraszczamy je do

postaci

r
= —— = —A_ 2
e " 7 (3.27)

Jak wida¢, wektor Laplace’a w ruchu prostoliniowym jest skierowany przeciwnie
do promienia wodzacego 7, co oznacza przy okazji, ze wersor 7 jest staly, gdyz
staty jest kierunek wektora e. Co wiecej, dlugosé wektora e, czyli mimosroéd
jest rowna 1, gdyz || e ||=| 7 ||= 1, a wiec

orbity prostoliniowe maja mimosrod e = 1.

Skoro zaréwno orbity paraboliczne jak i prostoliniowe majg e = 1, to jak od-
roznié jedne od drugich ? Rozstrzygajacym kryterium sa réwnania (3.26). Jesli
orbita ma h = 0, to jest niewatpliwie paraboliczna. W przeciwnym wypadku
e = 1 oznacza zdegenerowang elipse, gdy h < 0, lub zdegenerowang hiperbole
gdy h > 0.
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Anomalia prawdziwa f jako kat miedzy wektorami e i r jest dla orbit prosto-
liniowych poprawnie okreslona. Tyle tylko, ze ma ona warto$¢ stata, wynoszaca
f = 7 i nie moZna jej uzy¢ do parametryzacji ruchu poprzez r = r(f). Jak
widaé¢, do poprawnego opisu wszystkich typéw orbit potrzebny bedzie inny kat,
ktory wprowadzimy w dalszej czesci wykladu.

3.3.6 Polozenie i predkosé jako funkcja anomalii prawdzi-
wej

Wykluczajac z rozwazan orbity prostoliniowe, mozemy juz teraz poda¢ kilka za-
sadniczych wzoréw opisujacych potozenie i predkosé w zagadnieniu wzglednym
jako funkcje anomalii prawdziwej. W prowadzimy w tym celu tzw. perycen-
tryczny uktad wspolrzednych O&n(, ktérego srodek O znajduje sie w masie my,
0§ O¢ skierowana jest do perycentrum, o§ O(¢ pokrywa sie wektorem momentu
pedu G, natomiast 0§ On uzupelnia trojke osi tak, aby powstal prawoskretny
uktad kartezjanski, to znaczy lezy w plaszczyznie orbity, prostopadle do osi O&
i skierowana jest tak, ze cialo zaczynajace ruch w perycentrum ma predkosé
7> 0. '

W uktladzie perycentrycznym wspétrzedna ¢ i predko$é ¢ sa rowne 0, wiec
zajmiemy sie tylko zmiennymi £ i . Rzutujac promienn wodzacy r na osie uktadu
otrzymujemy

& = rcosf, (3.28)
n = rsinf, '
gdzie odleglo$¢ r dana jest wzorem (3.21).

Predko$¢ radialna i transwersalna jako funkcje anomalii prawdziwej otrzy-
mujemy dzieki skalarnej catce pol i wnioskowi z calek Laplace’a: skoro kierunek
do perycentrum jest staly, to mozemy od niego mierzy¢ kat pozycyjny ¢ i utoz-
samié¢ go z anomalia prawdziwa f. Mamy wiec, w $wietle (1.16),

o Grdf Py [P
TR a (1+ecosf)2( ® f)|:7”2 ]’

gdzie wyraz w nawiasie kwadratowym to f ze skalarnej catki pol (3.4) polaczonej
z definicja G danag wzorem (3.20). A zatem, powracajac do definicji (3.21) aby
pozby¢ sie wyrazow (1 + ecos f),

UYZM {m] = \/ﬁesinf.
p

p r?

Predkosé transwersalng otrzymujemy bez trudu z catki pol w postaci (3.6) i
definicji (3.20)

Tak wiec

v = £ e sin f,

P
3.29
vy = @:\/%(l+ecosf). (3.29)
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Istnieje wiele sposobéw otrzymania sktadowych § i n predkosci. Podejscie
bezposrednie wymaga jedynie zrozniczkowania wzgledem czasu wzorow (3.28).

E=vcosf—rsinff=uv cosf—uvsinf.

Podstawiajac wzory (3.29) otrzymamy

£= 'uesinfcosf—\/ﬁ(l+ecosf) sinf:—\/ﬁsinf.
p b p

W podobny sposéb rézniczkujemy 7

1 = isin f4rcos ff = vy sin f+v, cos f = \/ﬁe SiIIQf-H/ﬁ (1+ecos f) cos f,
p p

=2 feos e ot )] = |2 Gcos 40,

¢ - _\/% ot (3.30)

n = \/%(cosque).

Mozemy jeszcze podaé¢ wzoér dla catkowitej predkosci v = \/52 +72. Po
elementarnych przeksztatceniach otrzymujemy

v—\/ﬁ\/l—ﬁ—ez—l—Qecosf. (3.31)
p

i dalej

A zatem

Wyprowadzone w tym rozdziale wzory wazne sa dla wszystkich orbit nie-
zdegenerowanych. Brakuje w nich istotnej wiadomosci o zalezno$ci anomalii
prawdziwej f od czasu t. Problem ten mozna by rozwigzaé¢ droga catkowania
skalarnej catki pol (3.4) z podstawieniem réwnania orbity (3.21)

df G L
dt 2\ p3

(14 e cos f)?,

ale taka calka nie jest tatwa do obliczenia, a poza tym wynik bylby nadal nie-
pelny, pozostawiajac watpliwosci na temat ruchu po orbitach zdegenerowanych.
Z tych powodéw zastosujemy w nastepnym rodziale daleko bardziej eleganckie
i skuteczniejsze podejscie.

23



Rozdzial 4

Ruch wzgledny w
plaszczyznie orbity

4.1 Orbity eliptyczne

4.1.1 Polozenie jako funkcja anomalii mimo$rodowej

Zajmijmy sie najpierw przypadkiem h < 0, w ktérym orbita ma postac elipsy.
Jak wiemy z geometrii analitycznej, réwnanie kanoniczne elipsy w ukladzie
O'XY, gdzie O jest $rodkiem symetrii elipsy a osie X i Y pokrywaja sie z
osiami symetrii, ma postaé

X2 Y?

PR
Symbole a i b oznaczaja odpowiednio pétos wielky i pétos maty elipsy, przy
czym potos§ mata zalezy od mimosrodu e poprzez

b=ay1—e3 (4.1)

Latwo mozna sprawdzié¢, ze réwnanie kanoniczne jest réwnowazne réwnaniom
parametrycznym

=1.

X =acosE, Y =bsinFE, (4.2)

gdzie parametr E ma charakter zmiennej katowej i zmienia sie¢ w zakresie od
0 do 2m. Zauwazmy juz teraz, ze réwnania (4.2) nie traca sensu gdy e = 11
Y = 0. Nadal opisuja wtedy zmiany zmiennej X od X = a do X = —a i dalej
do X =a.
Poniewaz rozpatrujemy zagadnienie w uktadzie, ktérego srodkiem jest jedno
z ognisk elipsy, musimy przejs¢ z O’ XY do nowego uktadu O&n. Przesuniecie
srodka uktadu do ogniska O, wymaga wprowadzenia pojecia odleglosci ogni-
skowej
c=ae, (4.3)
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definiowanej jako odleglosé ogniska elipsy od jej $rodka symetrii. Rownania
parametryczne w zmiennych £ i n przyjmuja postac

E=X —c, n=Y.
Podstawiajac (4.3) otrzymujemy wzory na polozenie w zmiennych £ i 7

¢& = a(cosE —e),
n = avl—e2sinE=>bsinkE,
Kat E, ktory parametryzuje te réwnania nosi nazwe anomalii mimosrodowej.

A jak wyglada promien wodzacy, czyli odlegto$é miedzy cialami wyrazona
przy pomocy tej anomalii ? Z twierdzenia Pitagorasa

(4.4)

r? = E+4n*=a*(cosE —e)? +a’(1—e?)sin’ E =
= a®(cos’E —2e cosE+ e +sin® E — e?sin® E) =
a’>(1—2ecosE +e*cos’ E) = a® (1 — e cos E)?,

a zatem
r=a(l—ecoskE). (4.5)

Zauwazmy, ze odleglos¢ jest ograniczong funkcja E oscylujaca miedzy minimum
r = a(l —e) = g czyli odlegloscia perycentrum dla F = 0, a maksymalna
wartoscia

Q=a(l+e), (4.6)

osiggang dla E = 7 i zwang odleglosciag apocentrum. Termin apocentrum
oznacza punkt na orbicie w ktoérym odlegto§é miedzy ciatami jest maksymalna
i ma wartoé¢ skonczona.

4.1.2 Zwiagzek miedzy fi F

Jak dotad otrzymali$my zestaw wzoréw poréwnywalny z zawartoécia Rozdz. 3.3.6
w tym sensie, ze polozenie i predkos$¢ na orbicie mamy uzaleznione od pewnego
kata — anomalii prawdziwej lub mimosrodowej. Wzory te sa rownowazne i mozna,
ich uzy¢ do sformulowania bezposredniego zwiazku miedzy obiema anomaliami.
Zwiazek taki mozna wyprowadzi¢ na przyklad poprzez przyréwnanie wzoréw
(3.28) 1 (4.4)

rcosf = a(cosE —e),

rsinf = av1l—e?2sinE. (4.7)

Dzielac oba wzory stronami (drugi przez pierwszy) mozna by tatwo znalezé tg f
jako funkcje F, ale napotkamy wtedy tradycyjny problem wyboru odpowiedniej
¢wiartki kata zaleznie od znaku funkeji sinus i cosinus, gdyz

—g < arctg(tgf) < g

Swietnym lekarstwem na tego typu ograniczenia jest uzywanie funkcji tangens
polowy argumentu.
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¢ ¢ 1l—cos¢  sing
897 Teng  1+cosd
Wybér postaci wzoru (4.8) jest dowolny — zazwyczaj staramy sie niedopusci¢ do
odejmowania bliskich liczb, co wyklucza uzycie (1 — cos ¢) w poblizu ¢ = 0 oraz
(14 cos¢) w poblizu ¢ = .

Skorzystajmy z wzoru (4.8) dla anomalii prawdziwej f

(4.8)

tf_1—(:osf_7“—7"Cosf_7“—£
&5 = sinf  rsinf @

Dzieki wykonanemu wyzej pomnozeniu licznika i mianownika przez r mozemy
wprowadzi¢ do prawej strony wzoru funkcje anomalii mimosrodowej z réwnan
(4.4) 1 (4.5).

f r—& a(l—ecosE)—a(cosE —e) 1+e 1—cosFE

tgl = = = :
52 7 av1l—e2 sinE Vi—eyl+e sinE

Jak widaé, pojawit sie utamek prowadzacy do tangensa potowy anomalii mimo-
srodowej i otrzymujemy poszukiwang zalezno$é

f l1+e, FE
tg= = tg—. 4.9

85 o 185 (4.9)
Z wroémy uwage na kilka wnioskéw z tego wzoru:

e Obie anomalie sg sobie réwne w dwoch przypadkach: gdy f = E =0 lub
gy f=FE=m

e Pelen obieg ciala po orbicie odpowiada przyrostowi f lub E o kat 2.

o W zakresie —7 < f < 7 mamy zawsze |f| > |E|.

4.1.3 Roéwnanie Keplera i III prawo Keplera
Predko$é zmian anomalii mimosrodowej

Poszukamy teraz odpowiedzi na pytanie jak zalezy predkos§é zmian anomalii
mimosrodowej od odleglodci miedzy cialami r. Poniewaz znamy juz zwiazki
miedzy anomaliami F i f, mozemy uczyni¢ punktem wyjscia
dE  dE df
—_— = . 4.10
dt df dt ( )

Skalarna catka pol (3.4) dostarcza nam informacji o predkosci katowej f

df _ G _vip _ ypa(l—e?) (4.11)

dt ~ r2 r2

W kolejnych etapach przeksztalcen tego wzoru skorzystalismy z definicji G =
VD (3.20) oraz p = a(l — €?) (3.23).
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Jesli zas chodzi o drugi czynnik, to wystarczy potaczyé¢ dwie definicje pro-
mienia wodzacego (3.21) i (4.5), gdyz

dr
dE dE dr gr
— == ==L 4.12
af dr df & (4.12)

Roézniczkowanie odpowiednich wzoréw dla r prowadzi do

dr d { p } _ : —p S (—esin f) = 7;esinf, (4.13)

df ~ df |[1+ecosf 1+ ecos f)
dr dla(l—ecosE)] .
B - iE =aesinkE. (4.14)

A zatem, laczac (4.10), (4.11), (4.13) i (4.14), otrzymujemy

dE _ /pa(l—e*)r?® esinf 1 sin f

d¢ r2 p aesinE  \la(l—e?) asinE’
Z réwnan (4.7) wiemy, ze

av1l—e?sinE

sinf=————
r

wiec

dE p 1

dt Var’
czyli, ostatecznie,

p="% (4.15)
T

gdzie symbol n, zwany ruchem $rednim, oznacza

n= \/;73 (4.16)

Wzor (4.16) wyglada na skromny produkt uboczny réwnania (4.15), ale wkrétce
przekonamy sie, ze jest jednym z fundamentalnych twierdzen zagadnienia dwoch
cial.

Rownanie Keplera i anomalia $rednia

Prawa strona wzoru (4.15) zalezy od odleglosci r, ktora jest znang funkcja ano-
malii mimosrodowej . Mozemy wiec pokusi¢ sie o znalezienie jawnej zaleznosci
E od czasu. Aby ja znalezé, postuzymy sie wzorami (4.15) i (4.5)
pnre___n
r 1 —ecosE

Jest to réwnanie rézniczkowe dopuszczajace rozdzielenie zmiennych, czyli spro-
wadzenie do postaci, gdzie kazda strona bedzie funkcjg jednej tylko zmiennej

(1—ecosE)dE =ndt.

27



Calkowanie tej rownosci musimy przeprowadzi¢ w okreslonych granicach — na
przyktad od momentu przejscia przez perycentrum t,, kiedy £ = 0, do dowol-
nego momentu t;, kiedy anomalia mimosrodowa wynosi F;

E1 t1
/ (lfecosE)dE:/ n dt.
0 tp

Obydwie calki naleza do elementarnych i sprowadzaja sie do
[E — esinE]OE1 =[n t]i; )

czyli
Ey,—esinE; =n(ti —tp).

W powyzszym réwnaniu mozemy opuscic¢ indeks ,, 1”7, ktory wprowadzony zostal
tylko po to, aby nie miesza¢ zmiennej pod caltka z granica catkowania. Poza tym,
widzimy, ze prawa strona jest jakim§ katem, ktory rosnie jednostajnie w miare
uplywu czasu. Ten pomocniczy kat oznaczymy przez M i nazwiemy anomalia
$rednia

M = n(t—ty). (4.17)

Wprowadzajac pojecie anomalii §redniej otrzymujemy ostateczna postaé zwiazku
M =F —esinE, (4.18)

zwanego rownaniem Keplera. Uwaga ! Rownanie Keplera w postaci (4.18)
jest prawdziwe tylko wtedy, gdy wszystkie katy mierzone sa w radianach.
Roéwnanie Keplera z anomalia mimosrodowa E jako niewiadoma jest row-
naniem przestepnym i nie mozna podaé Scistego wzoru na jego pierwiastek z
wyjatkiem kilku sytuacji szczegblnych, takich jak podane w ponizszej tabeli

M E

0 0

T s
1 1
gﬂ'—e g’fr
§7r+e 5

Ostanie dwa wiersze tabeli sg o tyle wazne, ze dotycza sytuacji, w ktorych
réznica E — M jest co do wartosci bezwzglednej maksymalna

max |E — M| =e. (4.19)
Sposérod metod przyblizonych ktérymi rozwigzujemy réwnanie Keplera, naj-
prostsza jest metoda iteracji prostych. Wybieramy jako pierwsze przyblizenie

Ey = M a nastepnie powtarzamy proces

Ej+1 = M—|—esinEj, ] = O, 1, Ce (420)
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tak dlugo, az kolejne dwie wartosci E;1 i E; bedziemy mogli uznac za iden-
tyczne w ramach przyjetego progu doktadnosci. Proces ten jest zawsze zbiezny
dla e < 11 jest to zbiezno$¢ do wlasciwej granicy, bowiem w przedziale

0<M<2n

kazdej warto$ci anomalii Sredniej odpowiada jedna i tylko jedna wartosé ano-
malii mimos§rodowej w zakresie 0 < F < 2.

IIT prawo Keplera

Z rownania Keplera (4.18) wynika, ze przyrost anomalii mimosrodowej o kat
pelny odpowiada wzrostowi anomalii §redniej o 27. Poniewaz anomalia §rednia
M jest liniowa funkcjg czasu, mozemy uzna¢, ze ruch $redni n jest $rednig
predkoscia katowa dla ruchu eliptycznego, rozumiana jako n = 27 /T, gdzie
T jest okresem ruchu eliptycznego (przedzial czasu miedzy dwoma przejSciami
przez ten sam punkt orbity).
Wezmy kwadrat ruchu $redniego i podstawmy do niego definicje (4.16)

2 _ Ar® _ M

T2 g3

Poniewaz p = k%(mq + mz), mamy

n

a® k% (my+mo)

T2 472
Jest to w istocie klasyczne sformutowanie III prawa Keplera. Jesli zaniedbamy
masy planet w poréwnaniu z masg storica mq, to stosunek sze$cianéw poédtosi
wielkich ich orbit a do kwadratéw okreséw obiegu T2 bedzie dla wszystkich
planet réwny tej samej statej k2 my /(47%). Nie tylko wyprowadzilismy wiec I1I
prawo Keplera, ale dodalismy mu glebi ujawniajac zalozenia niezbedne do jego
poprawnosci i wiazac stosunek a® : T2 ze stata Gaussa i masa Storica. Poniewaz
pojecie ruchu $redniego pojawi sie takze dla orbit, ktore nie sg okresowe, i
bedzie mialo inng interpretacje fizyczna, uogélnionym III prawem Keplera
nazywamy zwigzek

(4.21)

n?a® = p, (4.22)
bez odwolywania sie do pojecia okresu obiegu.

4.1.4 Predkos$é¢ jako funkcja F

Aby znalezé sktadowe predkosci jako funkcje E, musimy uzyé pochodnej E,
zdefinowanej wzorem (4.15)

B="2
r
Mozemy wtedy wyznaczy¢, rozniczkujac wzory (4.4),
. . d
13 Eé:%(—a sin ),
. d
n = ol Ma\/l—e2 cos E.
dE r
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a wiec

. na? na sin £
= — g E:—i
¢ r o 1—ecosE’
n a? nb cos E
) = ——/1—¢€2 F=—. 4.23
g T e cos 1—ecosFE ( )

Sktadowa radialnag predkosci otrzymujemy poprzez proste rézniczkowanie od-
legtosci danej wzorem (4.5)

i . na .
v =71 = Ed—E = T(aesmE).

Sktadowa transwersalng otrzymamy najlatwiej, gdyz wzoru

prawie nie trzeba przeksztalca¢. Wystarczy wprowadzi¢ III prawo Keplera (4.22)
i definicje p (3.23)

o — V(nZa3)a(l — e2) :L&m.

T r

Wrzory dla sktadowych v, i vy maja wiec postaé

na? B nae sin £
vy = —esinFf=—-——
! r 1—ecosE’
2 b
v = L1 (4.24)
T 1—ecosFE

Calkowita predko$¢ w ruchu po elipsie jest w takim razie zalezna od anomalii

mimosrodowej poprzez
1+ecosE
=nay/ ———. 4.25
venda 1—ecosF ( )

Wzor ten tatwo otrzymujemy upraszczajac v = \/£2 + 12, albo v = \/v2 + v2,
czy tez korzystajac z calki sity zywej v? = 2(—u/(2a) + p/r).

Jak zinterpretowaé¢ geometrycznie rownania opisujace predkosé¢ 7 Jesli po-
traktowaé¢ rownania (4.23) jako réwnania parametryczne krzywej zwanej hodo-
grafem, to widzimy, ze w przypadku niezdegenerowanym zadaja one okrag o
promieniu R = 24— = na(a/b) i srodku w punkcie

Ve
S nae
(E? 77) - (O’ 1 — 62> .

Jest to jednak tatwiejsze do zaobserwowania, jesli uzyjemy réwnan (3.30), ktore
maja jawna postaé¢ réwnan parametrycznych okregu z anomalig prawdziwa f
jako parametrem.
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4.1.5 Orbity kolowe i prostoliniowe

Na zakoriczenie opisu ruchu po orbitach eliptycznych, musimy rozpatrzy¢ dwa
przypadki skrajne: e = 01i e = 1. Zaczniemy od pierwszego z nich, czyli od tak
zwanych orbit kotowych.

Podstawowym problemem zwiazanym z opisem ruchu po orbicie kotowej jest
brak wyréznionego perycentrum. Wystarczy jednak przyja¢ umownie dowolny
kierunek w plaszczyznie orbity dla osi O¢ aby doraznie zaradzi¢ tej niedogod-
nosci. Mamy wtedy

T = a:b:q:Q:p’
M = E=f, (4.26)
v = v =na.

A zatem brak zmian odleglosci prowadzi do ruchu ze stala predkoscig katowa
zgodnie z II prawem Keplera.

Pamietamy, ze dla orbit zdegenerowanych z e = 1 nie mozna postugiwaé
sie wzorami zalezacymi od anomalii prawdziwej f. Wielka zaleta anomalii mi-
mosrodowej jest to, ze wzory wyrazone przy jej uzyciu pozostaja wazne nawet
dla orbit zdegenerowanych. Odlegtosé¢ r miedzy ciatlami opisana jest wiec nadal
przez (4.5), czyli

E
r=a(l—cosE)=2a sin? 5 (4.27)

Z fizycznego punktu widzenia jest to opis rzutu pionowego, w ktérym ciato
zaczyna ruch od rpy, = ¢ = 0 dla E = 0, wznosi si¢ na wysoko$c Tmax =
Q = 2a dla F = 7 i opada az do osiagniecia » = 0 dla E = 2. Scisle rzecz
biorac, powinnismy jednak ograniczy¢ rozwazania do przedzialu 0 < £ < 27, z
wykluczeniem wartosci skrajnych. Powdd tego ograniczenia stanie sie jasny gdy
dojdziemy do opisu predkosci.
Biezace wartos$ci anomalii mimos$rodowej E obliczmy z réwnania Keplera
(4.18)
M=F—sinE. (4.28)

Poniewaz e = 1 oznacza b = 0, ruch odbywa sie wzdluz osi O¢, co widaé¢ takze
z rownan (4.4)
& = a(cosE—-1)=—r,

y = 0 (4.29)

wiec orbita ma ksztalt odcinka o dlugosci 2a, potozonego na ujemnej poétosi O€.
Hodograf orbity prostoliniowej przestaje mie¢ ksztalt okregu, gdyz w $wietle
rownan (4.23) i (4.24)
. na sin K
&= T1-cosE —nactg§ -
n = 0. (4.30)
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Przypominajac przebieg funkcji cotangens dochodzimy do wniosku, ze { moze
przybiera¢ wszystkie wartosci rzeczywiste, dazac do —oo gdy E — 0 oraz do +o0
gdy F — 27. Hodograf ma wiec postaé prostej lezacej na osi £. Nieskoriczona
wartosé predkosci ujawnia osobliwosé kolizyjna.

4.2 Orbity hiperboliczne

4.2.1 Preludium: funkcje hiperboliczne

Rozpatrujac orbity hiperboliczne, bedziemy musieli postugiwaé¢ sie funkcjami
hiperbolicznymi, ktoére nie wchodza w zakres szkolnych kursow matematyki,
wiec wymagaja osobnego wprowadzenia.

Sinus i cosinus hiperboliczny definiujemy analogicznie do zwyczajnych funk-
cji trygonometrycznych. Jesli

exp (ix) +exp (—ix) sing = &P (iz) —exp(—ix)

cosx = -
2 ’ 24 ’

(4.31)

to

exp() +ep(—a) o exp(r) —exp(-2)

coshx = , ,
2 2

(4.32)

7 poréwnania tych wzorow widac, ze
cosix = coshx, siniz = isinh x.

O ile funkcje sinus i cosinus byly ograniczone, to ich hiperboliczne odpo-
wiedniki rosng wyktadniczo i dla > 1 mamy

. exp T
sinh x ~ coshx =~ 5

natomiast dla r <« —1

. expr
sinhx ~ —coshx ~ —

Wrzoér jedynkowy dla funkcji hiperbolicznych ma postaé
cosh? z — sinh® z = 1. (4.33)
Podobnie jak dla funkcji trygonometrycznych wprowadza sie

ot sinh ot cosh -
tgha = S ctgho = Z?r?hi = (tghz)™". (4.34)

coshz’

Z definicji (4.32) i (4.34) mozna wydedukowa¢ wiele wlasnosci funkceji hiperbo-
licznych. Czesé z nich podsumowana jest w ponizszej tabelce.
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funkcja F(z) F'(x) parzystos¢ | lim F(z) | F(0) | lim F(x)
T—r— 00 XT—r OO
sinh x coshx N —00 0 00
coshz sinh P 00 1 00
tghx (cosh )2 N -1 0 1
ctghx —(sinh )2 N -1 +oo 1

Warto takze wspomnieé¢ o funkcjach odwrotnych, analogicznych do ,arcus” ale
nazywanych ,Area” i dajacych sie wyrazi¢ jawnie przy pomocy logarytmu natu-
ralnego.

Arsinhz = In (x +vVx?+ 1),
Arcoshz = In (x +Va? - 1), x =1, (4.35)
1
Artghz = In 1—1—1‘7 -l<z<1
-

Dla funkcji hiperbolicznych o argumencie bedacym suma dwéch wielkosci
obowiazuja wzory

sinh (x +y) = sinhz coshy + coshz sinhy,
cosh(z +y) = coshz coshy+ sinhz sinhy.

Drugi z nich ma znak plus w odréznieniu od zwyklego cosinusa sumy katéw.
W tej sytuacji tangens hiperboliczny polowy argumentu ma nieco odmienng od
(4.8) postac

x coshzx —1 sinh

tgh— = = .
& 2 sinh z coshx +1

(4.36)

4.2.2 Polozenie jako funkcja anomalii mimosrodowej

Rownanie kanoniczne hiperboli (b > 0, ¢ > 1) w ukladzie srodkowym O’XY
rézni sie od przypadku eliptycznego znakiem minus

X2 Y?2
=t

Symbole, ktore dla elipsy oznaczaly pétos wielka i poto§ mala, nosza w przy-
padku hiperboli nazwy po6los rzeczywista a i p6los urojona

b=ave?—1, (4.37)

Nie znaczy to, ze b jest liczba urojona, lecz tylko tyle, ze gdyby utrzymaé w
mocy definicje polosi malej elipsy b z rownania (4.1), to przy e > 1 istotnie
otrzymaliby$my urojona wartosc b. Zauwazmy przy okazji, ze jesli e > /2, to
b > a co dodatkowo uzasadnia niestosownos¢ terminéw ,poétos wielka” i ,,p6tos
malta” w odniesieniu do hiperboli.
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Rysunek 4.1: Orbita hiperboliczna.

Roéwnania parametryczne w uktadzie srodkowym sa dwuznaczne, gdyz hi-
perbola posiada dwie galtezie. A wiec, wprowadzajac parametr FE,

X =+a cosh E, Y = b sinh E. (4.38)

Wielko$¢ oznaczang przez E nazwiemy anomalia mimosrodowa, ale w od-
réznieniu od przypadku eliptycznego, nie jest ona katem i przebiega wszystkie
wartosci rzeczywiste —oo < F < 0.

Aby przej$¢ do rownania orbity hiperbolicznej, musimy wybraé jedng galaz
krzywej, te ze znakiem minus, i przesunaé srodek uktadu do jej ogniska. Tak jak
dla elipsy, odlegtosé¢ ogniskowsa, ktora stuzy do tego przesuniecia, definiujemy
wzorem (4.3), to znaczy ¢ = ae. Tym razem jednak ¢ > a, gdyz e > 1. Co
ciekawe, dla orbit hiperbolicznych

a? +b? =2,

tak, jak w twierdzeniu Pitagorasa z odwiecznymi oznaczeniami bokéw tréjkata.
W uktladzie ogniskowym O&n

{ZX—FC, 77=Y7

wiec rOwnania parametryczne przyjmuja postac

I
|

a(e—cosh E),

n = ave?—1sinhFE =bsinhFE. (4.39)
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Odlegtosé miedzy ciatami r znajdziemy poprzez
2 = €49 =d*(e—coshE)?+a?(e? — 1)sinh* E =
a® (¢’ —2e cosh E + cosh? E 4 (e — 1) sinh? E).
Korzystajac z wzoru jedynkowego dla funkcji hiperbolicznych, dochodzimy do
2 = a® (e? cosh® E —2¢ cosh E +1) = a? (e cosh B — 1)°.
Zauwazmy, ze w odrdéznieniu od funkcji trygonometrycznych cosh E > 1, wiec
wyrazenie w nawiasie jest nieujemne i nie musimy zmieniaé¢ jego znaku, gdy

przechodzimy do
r=a(ecoshE —1). (4.40)

4.2.3 Anomalia prawdziwa w ruchu hiperbolicznym

Poszukajmy teraz zwigzku miedzy anomalia mimosrodowa E i prawdziwa f
analogicznego do (4.9). Skoro

rcosf = af(e—coshE), (4.41)
rsinf = ave?—1sinhE, '
to
f _r—& a(ecoshE —1)—a(e—coshkF) e+1 coshE —1

tg= = = = :
5 7 ave? —1sinh E vVe—1ye+1 sinhFE
Przywotujac (4.36) dochodzimy do

f e+1 E
tgs = tgh —.
89 " Ve—1%"2
Podobieristwo tego zwiazku do (4.9) jest powierzchowne i mylace. Przypo-
mnijmy, ze tangens hiperboliczny jest funkcja ograniczona, dazaca asymptotycz-
nie do 1 lub —1. Jesli wiec E — oo, to
[ Je+1

lim tg= =
E1—r>noo g? 671,

(4.42)

a to oznacza, ze
e+1
e—1"

lim tg? St
im ==y —
E——o0 g2 (3717
1
fmin = _QarCtg i = _fmaxa
Ve—1

rozpatrujac anomalie prawdziwg w zakresie —m < f < 7.

Widzimy wiec, ze anomalia prawdziwa w ruchu hiperbolicznym zmienia sie
jedynie w zakresie wyznaczonym przez asymptoty hiperboli, przy czym fia.x
jest zawsze katem wigkszym niz § a mniejszym lub réwnym 7.

fmax = 2arc tg (443)

Z kolei dla F — —oc0

a wiec

35



4.2.4 Roéwnanie Keplera

Wyprowadzenie wzoru dla E dla orbity hiperbolicznej wyglada niemal iden-
tycznie jak przedstawione w Rozdziale 4.1.3. Dwie drobne réznice, to uzycie
p=a(e? — 1), oraz

dr d[a(ecosh E — 1))

E - 5 =aesinh F, (4.44)

zamiast (4.14). Wynik wyglada jednak identycznie jak dla orbit eliptycznych,

to znaczy

p="9 (4.45)

)

r
gdzie ruch $redni n definiujemy nadal jako

Uogdlnione III prawo Keplera dla orbit hiperbolicznych ma wiec postaé¢ n2a® =

1, choé nie mozemy juz wiaza¢ n z okresem obiegu, bo ruch hiperboliczny nie
jest okresowy.

Aby otrzymadé jawna zalezno$¢ anomalii mimosrodowej od czasu, catkujemy
réwnanie rozniczkowe powstajace z (4.45) i (4.40)

. na n
E:7:4
r ecoshFE —1’

metoda rozdzielenia zmiennych
(ecosh E —1)dE = ndt.

Dolng granicg catkowania jest moment przej$cia przez perycentrum t,, kiedy
E =0, a gébrna — dowolny moment ¢;, kiedy anomalia mimosrodowa wynosi E;

E1 ty
/ (ecoshE—l)dE:/ ndt.
0 t

P

Elementarne catki prowadza do
[esinh E — E]gj1 = [nt]il )

czyli
esinh By — By =n(t; — tp).

Przypominajac definicje anomalii §redniej (4.17) i opuszczajac indeks ,,1” otrzy-
mujemy rownanie Keplera dla orbit hiperbolicznych

M =esinhE — FE. (4.46)

Zauwazmy, ze mimo formalnego podobienstwa definicji M = n (¢ — ¢,) do przy-
padku eliptycznego, ani anomalia §rednia ani mimosrodowa nie sa katami.
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Rownanie Keplera w przypadku hiperbolicznym jest réwniez przestepne i
wymaga uzycia metod przyblizonych w celu znalezienia F. Rozwiazujac je me-
toda iteracji prostych musimy jednak zmodyfikowa¢ postaé¢ (4.18) i iterowaé
wzor MAE

Ej41 = Arsinh (*J> : (4.47)

' e
gdyz tylko w tej postaci uzyskamy zbiezno§¢ ciagu {E;}. Niestety, zbieznosé
tego procesu jest bardzo kiepska dla warto$ci mimosrodu niewiele wiekszych
od 1. Z tego wzgledu lepiej postuzy¢ sie metoda Newtona, ktéra prowadzi do

schematu
M + e (Ejcosh E; — sinh Ej)

Eiiq1 = 4.48
g+ ecoshE; — 1 ( )
4.2.5 Predkosé i hodograf
Skoro podobnie jak dla elipsy
=19
r
to pochodne zmiennych ¢ i 17 wzgledem czasu otrzymamy poprzez
) . d
£ = Eé = % (—a sinh E),
N = Ed—77 =% 0 V/e? —1 coshE.
dE r
a wiec
: na? na sinh
= —— sinhF=——-——
¢ r o ecoshE —1’
2
. _ na R WE = nb cosh &/ 4.49
K r Ve . ecoshE —1° (449)
Rozniczkujac (4.40) otrzymamy skltadowa radialng predkosci
- d
v =1 = Eé = ? (aesinh F),

natomiast sktadowa transwersalng, podobnie jak dla orbit eliptycznych, z ogol-
nego wzoru

ktoéry tym razem przybiera postacé

243 2_1 2
i i
r r

Wzory dla sktadowych v, i vy orbity hiperbolicznej maja wiec postaé
2

na nae sinh £/
o= eginhp = 20D
v r e sin ecoshFE —1
2
L/ e P L 4.50
ve r € ecoshFE —1° (4.50)
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Catlkowita predkos¢ w ruchu po hiperboli jest w takim razie zalezna od ano-
malii mimosrodowej poprzez

ecoshFE +1
= \| 4.51
v=na ecoshFE —1 ( )

Zauwazmy, ze gdy E — Fo00 to odlegtosé r dazy do nieskoniczonosci

lim r= lim a(ecoshE —1) = oc. (4.52)

E—+oo E—+oo

Ale nawet w nieskonczonosci catkowita predkosé nie spada do zera

. . ecosh E +1 . e+cosh ' E
lim v=na lim ———————— =na lim ———— =na.
E—+oo E—+co | ecoshE — 1 E-+oco \l e —cosh™ ' E

A zatem jednym z parametréw ruchu po orbicie hiperbolicznej jest tzw. pred-
ko$é w nieskoniczonosci
Voo =N G = ) (4.53)
a
Poniewaz predkoé¢ transwersalna w nieskonczonosci dazy do zera, predkosé v,
jest skierowana radialnie.

Dla niezdegenerowanych orbit hiperbolicznych hodograf ma nadal postaé
okregu, ale niepelnego. Wiaze sie to z ograniczeniem zakresu anomalii praw-
dziwej f parametryzujacej okrag. Na wykresie mozna zauwazyé, ze odleglosé
srodka okregu od poczatku uktadu f,ﬁ, rowna ena/ve? — 1, jest wieksza niz
promieni okregu na/ve? — 1 i rzeczywiste zmiany predkosci obejmuja wycinek
okregu ograniczony stycznymi poprowadzonymi ze srodka uktadu.

4.2.6 Zdegenerowane orbity hiperboliczne
Orbity prostoliniowe e =1

Jesli moment pedu jest rowny zero a stata energii & jest dodatnia, to mamy do
czynienia ze zdegenerowanymi orbitami hiperbolicznymi o mimo$rodzie e = 1.
Tradycyjnie mozemy wtedy korzysta¢ z wzoréw zaleznych od anomalii mimo-
srodowej. Dla potozen

¢ = a(l—coshE)= —2a sinh? % = -7,

D o (4.54)

A zatem orbita ma ksztalt polprostej, potozonej na lewej potosi £ z wyklucze-
niem £ = 0 jako punktu odpowiadajacego kolizji. Dla predkosci
: na sinh £ E
= _—_ = — t h— = —r,
¢ coshE —1 nacte 2 Y
n = v, =0. (4.55)
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Hodograf ma wiec posta¢ dwdch poédtprostych \f | > na = vy, z wewnetrznymi
punktami odpowiadajacymi nieskoriczonej odlegtosci. Roéwnanie Keplera ma
postac

M =sinh F — FE, (4.56)

i rozwiazujemy je podobnie jak dla orbit niezdegenerowanych.

Orbity prostoliniowe ¢ — oo

Istnieje takze druga mozliwo$¢ degeneracji orbity hiperbolicznej: gdy e — oo,
orbita przybiera postaé prostej prostopadlej do wektora Laplace’a. Wymaga
to nieskonczonej predkosci, wiec nie bedziemy poswieca¢ wiecej uwagi temu
przypadkowi. Warto jednak o nim wiedzie¢, gdyz czasem orbity o bardzo duzym
mimosrodzie przybliza sie odcinkiem prostej — na przyktad przy opisie przejscia
gwiazd w poblizu Storica.

4.3 Orbity paraboliczne

4.3.1 Polozenie i odleglosé

Orbitom parabolicznym poswiecimy nieco mniej uwagi i wykluczymy przypadek
orbit zdegenerowanych. Jesli wiec p # 0, to nie trzeba wprowadza¢ anomalii
mimosrodowej. Zamiast tego postuzymy sie pomocnicza zmienng

D =tg g (4.57)
Przy jej pomocy mozemy przedstawié¢ szczegolny przypadek wzoru (3.21) z mi-

mosrodem e = 1 oraz p = 2q, jako

. p p
"~ 1+4cosf 2cos?(f/2)

r =q (1+D?%. (4.58)

Wspolrzedne kartezjanskie wyrazone przy pomocy D przybieraja postac

& = rcosf = q(1-D?),
n = rsinf = 2q(D. ) (4.59)

Rownania (4.59) definiuja parabole

Loy
=—— 4.60
=g, te (4.60)
z osig symetrii £ i galeziami skierowanymi w lewo. Odwracajac rozumowanie
mozna stwierdzi¢, ze orbita zagadnienia dwéch cial nie moze by¢ kazda parabola
a tylko taka, ktora jest symetryczna wzgledem osi € i ma wyroznik A = 1. Tylko
wtedy ognisko wypadnie w §rodku uktadu wspolrzednych.
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Y

Rysunek 4.2: Rodzina orbit parabolicznych z réznymi wartosciami q.

4.3.2 Roéwnanie Barkera
Zaleznos¢ zmiennej D od czasu mozna znalezé bez trudu. Zacznijmy zréznicz-
kowania defincji (4.57)
f T

D=—>+——=-1f. 4.61
2cos2(f/2) »p / (4.61)

Z drugiej strony, pochodna f spelnia skalarng caltke pol (4.11)
v 4P
5

r

D:\ﬁw: [EP
p p°r

Wprowadzmy teraz ruch éredni poprzez III prawo Keplera dla ruchu para-
bolicznego

fo

A zatem, laczac oba wzory

n?p* = p, (4.62)
oraz dokonajmy rozdzielenia zmiennych w powstalym réwnaniu
dD 2n
— = . 4.63
dt 1+ D2 ( )

Zwiazek

1 2

3 (1+ D?) dD = ndt,

wycatkujemy w granicach od momentu przejScia przez perycentrum t,, gdy
D = 0, do biezacej epoki t;, ktérej odpowiada wartosé Dy

1 D1 tl
5/ (1+D? dD:/ ndt,
0 t

P

co prowadzi do prostego rownania algebraicznego
D> D

=+ =nlt—t). (4.64)
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Jest to rownanie Barkera bedace parabolicznym odpowiednikiem réwnania
Keplera. W odréznieniu od réwnania Keplera, (4.64) jest rownaniem algebra-
icznym trzeciego stopnia i posiada $ciste rozwiazanie. Aby znalezé D (a wiec i
f) obliczamy najpierw anomalie srednia M (ktora nie jest katem !), a nastepnie
pomocniczg wielkosé o

M = n(t—t,), (4.65)

o = (\/1+9M273M) , (4.66)

ol

PO czym
1— 2
p=-_2

(4.67)

g

4.3.3 Predkos$é w ruchu parabolicznym

Rézniczkujac wzory (4.59) wzgledem anomalii mimo$rodowej D a nastepnie
uwzgledniajac D = np/r z rownania (4.63), otrzymujemy sktadowe predkosci

2

np
= ——D=—-4nq—=
¢ r " e
2
. np
— _— = 4 —_— 4.
1 r T e (4.68)
Ciekawa wlasnoscia ruchu parabolicznego jest
nw=-¢ v=1), (4.69)

co latwo mozna sprawdzi¢ albo poprzez bezposrednie rézniczkowanie wzoru
(4.58), albo podstawiajac e = 1 do rownan (3.29) i (3.30).

Predkosé catkowita v = /€2 + 72 wynosi

2np 2u
v ST pa (4.70)
Druga cze$¢ tego wzoru znana jest jako definicja tzw. drugiej predkosci ko-
smicznej, znanej takze jako predko$¢ ucieczki lub predko$é¢ paraboliczna. Jest
to minimalna predkosé jaka nalezy nada¢ cialu w odlegtosci r od drugiej masy,
aby moglo ono oddali¢ sie w nieskoriczono$¢. Inne orbity otwarte (orbity hiper-
boliczne) maja wieksza wartosé stalej energii h > 0 a wiec posiadaja wieksza
niz (4.70) predko$¢ w tej samej odleglosci r niz paraboliczna orbita z h = 0.
Hodograf orbity parabolicznej ma przejsciowa miedzy ruchem eliptycznym a
hiperbolicznym posta¢ okregu bez punktu & =1 = 0 wymagajacego D = +o0.

W ten sposéb zakoniczyliSmy analize wszystkich mozliwych typow ruchu w ptasz-
czyznie orbity wzglednego zagadnienia dwoch cial, z pominieciem przypadku
zdegenerowanych, prostoliniowych orbit parabolicznych.
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Rozdzial 5

Przestrzenne zagadnienie
wzgledne

W poprzednim rozdziale rozpatrywaliémy ruch wzgledny dwoéch cial w plasz-
czyznie ¢ = 0 uktadu wspolrzednych perycentrycznych O&n¢. Mozliwe to byto
dzieki dzieki istnieniu calek pél prowadzacych do wniosku, ze orbita jest albo
krzywa plaska albo lezy na prostej. Obecnie zajmiemy sie opisem ruchu w karte-
zjanskim uktadzie Ozyz, ktérego §rodek znajduje sie w punkcie materialnym m4
— tak, jak w ukladzie O&n(¢ — ale osie moga mie¢ dowolnie wybrang orientacje.
Uktad Ozyz nazywaé bedziemy krétko ,uktadem dowolnym”.

5.1 Calki ruchu zagadnienia wzglednego w do-
wolnym ukladzie wspélrzednych

Roéwnania ruchu zagadnienia wzglednego maja w uktadzie dowolnym postaé
(2.16) czyli po rozpisaniu na wspolrzedne

. ux
r = ——
r3’
. ny
= £ 5.1
] ey (5.1)
. Wz
zZ = ==,
7"3

gdzie r = \/22 + y2 + 22, natomiast u = k?(my + ms).

O ksztalcie i orientacji przestrzennej orbity decyduja wartosci siedmiu sta-
tych ruchu h, G = (G1,G2,G3)T i e = (e1,ez,e3)T, ktére poznalismy w Roz-
dziale 3. Wartosci te wyliczamy z nastepujacych calek ruchu:

1. Calka sity Zywej (energii) dana rownaniem (3.2)

_1 .9 .9 .9 _H
h—2 (&% + 9 + 27) - (5.2)
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2. Calki pol (momentu pedu) dane rownaniami (3.3)

Gl = yZ - Zya
Gy = zi—uxz, (5.3)
Gy = zy—yx.
3. Calki Laplace’a (3.14)
1 . . T
€1 = *(yG3—ZG2)—*,
I r
1. .
() = ; (ZG1—$G3)—%, (54)
1 . . z
€3 = — (l‘GQ —yGl)— -,
I r

Przypomnijmy, ze wektor momentu pedu G jest normalny do plaszczyzny or-
bity, wiec jego wspotrzedne G1, G2 i G3 moga postuzyé do okreslenia poltozenia
plaszczyzny O&n w ukltadzie dowolnym. Wiaze sie z nim pojecie linii wezlow.
Jesli orbita niezdegenerowana przecina plaszczyzne podstawowa Oxy w jed-
nym lub w dwoch punktach, to punkty te nazywamy weztami orbity. Jesli w
danym wezle predkosé 2 > 0, to wezel nazywamy wstepujacym, a jesli 2 < 0,
to mowimy o wezle zstepujacym. Orbity zamkniete maja zawsze dwa wezly,
natomiast orbity otwarte moga mie¢ jeden lub dwa wezly — zaleznie od orienta-
cji wzgledem plaszczyzny podstawowej. Prosta przechodzaca przez co najmniej
jeden z wezlow i srodek O uktadu wspotrzednych nazywamy linia weztéw. Je-
§li istniejg dwa wezly, to linia weztow przechodzi przez oba wezlty i Srodek O.
Inaczej mozna zdefiniowaé linie wezloéw jako prosta wyznaczong przez przeciecie
plaszczyzny normalnej do G (plaszczyzny orbity) i plaszczyzny podstawowej
Oxzy. 7 oczywistych wzgledow linia weztéw nie istnieje gdy G = (0,0,G3)T,
czyli gdy plaszczyzna orbity pokrywa sie z plaszczyzna podstawowa. Wektor
skierowany do wezla wstepujacego mozemy otrzymac poprzez iloczyn wektorowy

~

m=2xGQG. (5.5)

Mimo, ze uzyliSmy dwéch wersor6w, wektor m nie jest jednostkowy (z wyjat-
kiem sytuacji, gdy 21G). Uzycie G ma nam przypominac, ze wektor ten nie
istnieje gdy G = 0. Natomiast dla 2 | G mamy m = 0, wiec nie pokazuje on
zadnego kierunku.

Wektor Laplace’a e wskazuje polozenie osi O w przestrzeni. Wigze sie z nim
pojecie linii apsyd czyli prostej przechodzacej przez ognisko O i perycentrum
orbity niezdegenerowanej. Jesli mamy do czynienia z orbita eliptyczna, to na
linii apsyd lezy takze apocentrum. Krétko méwigc: linia apsyd to prosta na
ktorej lezy wektor Laplace’a e i z calek Laplace’a wynika, ze ma ona trwala
orientacje w przestrzeni. Linia apsyd nie istnieje gdy e = 0.
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5.2 Macierz orientacji w ujeciu wektorowym

Wektory e i G moga postuzyé¢ do zdefiniowania transformacji z uktadu dowol-
nego do perycentrycznego. Poniewaz znamy juz wzory na wspélrzedne wektorow
polozenia i predkosci w uktadzie perycentrycznym, musimy teraz zmierzy¢ sie z
problemem transformacji wspotrzednych wektora przy zmianie bazy.
Zacznijmy od okreslenia wersorow ukladu perycentrycznego. O§ O¢ skiero-
wana jest do perycentrum czyli wzdtuz wektora Laplace’a; mozemy wige przyjac
5 = é. 0§ O( skierowana jest wzdluz wektora momentu pedu G, czyli C G.
Uktad jest ortogonalny i prawoskretny, wiec wersor osi On mozemy otrzymagc
poprzez iloczyn wektrowy dwéch pozostatych: 7 = 6 X é Dla ekonomii zapisu,
wprowadzimy pomocniczy wektor, zwany czasem wektorem Hamiltona,

B=Gxe. (5.6)

On tez jest calka ruchu, ale w pelni zalezna od pozostatych. Wykorzystamy
go jedynie do uzupelnienia zwigzku miedzy catkami ruchu a wersorami uktadu
perycentrycznego:

~

—ele=eg, h=B'B=B (=G"'G=0G. 5.7
3 Ui

Wersory ukladu dowolnego oznaczymy odpowiednio przez &, § oraz 2.

Ten sam wektor potozenia r mozna przedstawi¢ w dwoch bazach jako
£€+ni+¢E, (5.8)
= zZ+yg+z2. (5.9)

Wspélrzedne (zwane takze sktadowymi) wektora w danej bazie otrzymujemy
poprzez rzuty na odpowiednie wersory. W naszym przypadku

§:r'é7 U:T'ﬁa CZT‘-C:, (510)

oraz
=7, y=r-q, z=1r-2. (5.11)

Jesli chcemy znalezé¢ zwiazek miedzy wspélrzednymi w obu bazach, to powinni-
$my zastosowac wzor (5.11) uzywajac wektora r w postaci (5.8) albo na odwrot
— polaczy¢ wzory (5.10) i (5.9). Rozpatrzymy wariant pierwszy, co prowadzi do

re@=(é4na+cl)-2=(E a)¢+@-2)n+(C 2)C,

r = =
y = rg=(¢€+ni+c8)-g=E D+ @90+ 9
2= rz=(¢rni+cl) 2= e+ -+ 2)C
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Powyzszy uklad réwnan mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

vy |=| &9 a9 Ca || (5.12)
z £E-2 n-2 (-2 ¢

Od tego momentu bedziemy uzywaé¢ rachunku wektorowego we wspotrzednych.
Rachunek wektorowy w formie czystej polega na stosowaniu rownan waznych w
dowolnej bazie.! W rachunku wspoéhrzednych operujemy w konkretnej bazie. Z
tego powodu musimy stosowaé¢ dwa rézne symbole dla tego samego wektora 7:

z 3
Fpyz = Yy ) Tene = n ’ (513)
z ¢

dla wektoréow z lewej i prawej strony rownania (5.12). W tym zapisie, rownanie
(5.12) przyjmuje zwarta postaé

Tpyz = Nrgnc. (514)

Macierz kwadratowa N nosi nazwe macierzy przeksztalcenia pasywnego (pa-
sywnego, bo wektor jest tam gdzie byl, tylko zmienita sie baza). Nazywana jest
takze macierza orientacji uktadu O&n¢. Jesli przyjrzymy sie doktadnie jej po-
staci w rownaniu (5.12), to zauwazymy, ze pierwsza kolumna N jest to wersor
€ = é wyrazony w bazie (2,9, 2) czyli, przez analogie z (5.13), €;,.. Podob-
nie jest z druga i trzeciag kolumng, ktére odpowiadaja wersorom ]f’)myz i Gmyz.
Pozwala to zapisa¢ macierz przeksztalcenia w postaci blokowej Przyjmujac

N:(é|]§\@) . (5.15)
Yz

Wystarczy wiec, ze wyliczymy w dowolnym uktadzie wspoétrzednych wektory
Laplace’a i momentu pedu (a z nich wektor Hamiltona), by moc poda¢ wszystkie
elementy macierzy orientacji N. Dla pewnosci wypiszmy jawnie elementy tej
macierzy

€1 G2€37G3€2 &

e e G

_ ez Gszei—Gies Ga
N=| ¢ = = (5.16)

€3 Giea—Gaeq @

e Ge G

Poniewaz wszystkie wektory tworzace kolumny sa stalymi ruchu, to takze
macierz orientacji jest stala i rozniczkujac (5.14) wzgledem czasu otrzymujemy
wzory dla przeksztalcenia wektora predkosci

Vayz = NVgnc. (517)

! Zauwazmy zmiane czcionki: macierze oznaczaé¢ bedziemy prosta (nie pochylona) cacionka
wytltuszczona; wektor r zastepujemy macierza o jednej kolumnie, zawierajaca jego wspolrzedne
w danej bazie — stad symbol r.
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Musimy jeszcze zajaé sie transformacjag odwrotna
Tepe = eryz, (518)
oraz
Vene = Mmez. (519)

Jak wiemy z algebry liniowej, transformacji odwrotnej do (5.14) powinna odpo-
wiada¢ macierz odwrotna do N, czyli M = N~!. Odwracanie macierzy nie jest
w ogolnosci zabiegem blyskawicznym, ale w tym szczegdlnym wypadku daje
sie przeprowadzi¢ bez trudu. Zauwazmy, ze iloczyny skalarne dwdch réznych
kolumn macierzy N daja zero

é-B=¢-G=B-G=0,
natomiast kwadraty kolumn maja wartosé 1
é-e=B-B=G-G=1,

To znaczy, ze macierz orientacji IN jest macierza ortogonalna, a wiec jej odwrot-
no$¢ réwna jest transpozycji

éT

M=N'=NT=| BT . (5.20)

(";T
Yz
Przedstawiona postaé¢ wektorowa macierzy orientacji jest wygodna obliczeniowo
i uniwersalna. Jedyne dwa ograniczenia dla jej stosowalnosci to e = 0 lub G = 0,
gdyz wtedy nie mozna wyznaczy¢ wersoréw é lub G.

5.3 Opis macierzy orientacji przy pomocy katow
Eulera

Uktady Oxyz i O&n¢ maja wspoélny Srodek, jednakowa skretnos$é, obydwa sa
ortogonalne i uzywamy w nich jednakowej jednostki odlegtosci. Oznacza to, ze
przeksztalcenie dowolnego wektora z bazy (é, 7, é) do (&, 9, 2) sprowadza sie do
obrotu wokot srodka O. Macierz orientacji N jest wiec macierza obrotu.

Mimo prostoty i elegancji, wyrazenie macierzy obrotu przy pomocy zada-
nych wersoréw posiada takze pewne wady. Zauwazmy na przyktad pewna ,roz-
rzutnos¢”’. Macierz kwadratowsa trzeciego stopnia okresla jej 9 elementéw. W
naszym wypadku macierz jest ortogonalna, wiec jedna kolumne (na przyklad
wersor B) mozemy otrzymaé¢ poprzez iloczyn wektorowy pozostatych dwoch,
co redukuje liczbe niezaleznych elementéw do szesciu. Te dwie kolumny musza
by¢ ortogonalne i kazda z nich musi mie¢ norme (dtugo$é) rowna 1, co daje
trzy zwigzki w postaci iloczynéw skalarnych. Jak widaé¢, do okreslenia macierzy
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ortogonalnej powinny wystarczy¢ trzy elementy z dziewieciu. Zamiast zadawacé
trzy wybrane elementy macierzy obrotu i z nich wyliczaé¢ reszte, o wiele lepiej
jest wyrazi¢ wszystkie elementy przy pomocy trzech parametréw zwanych ka-
tami Eulera. Dowolny obrét mozna przedstawié jako ztozenie trzech kolejnych
obrotéw wokot osi uktadu wspoétrzednych, zas katy Eulera to katy obrotu wokot
kolejnych osi. Nalezy jednak zachowaé ostrozno$¢ i nie myli¢ obrotu aktywnego
(obrot wektora) z obrotem pasywnym (obrét uktadu wspotrzednych).

5.3.1 Obroé6t aktywny i pasywny

Obroét aktywny wokot osi uktadu wspoétrzednych realizujemy przy pomocy ma-
cierzy obrotu aktywnego

1 0 0
Ri(p)=1] 0 cosp —sinp |, (5.21)
0 sing cosep

cose 0 sing
Rao(p) = 0 1 0 , (5.22)
—singp 0 cosy

cosp —singp 0
Ri(p)=| sinp cosp 0 |, (5.23)
0 0 1

gdzie kat obrotu ¢ mierzony jest prawoskretnie. Doktadniej méwiac, w zakresie
0 < ¢ < m, iloczyn wektorowy (wektor przed obrotem) x (wektor obrocony)
musi by¢ skierowany zgodnie z wersorem osi obrotu. Zauwazmy, ze dla kazdej z
tych macierzy

Ri(—¢) =R{ () =R, (¢).

Przyktadem obrotu aktywnego niech bedzie ruch orbitalny w uktadzie pery-
centrycznym. W epoce t, wersor polozenia ciata # skierowany jest do perycen-
trum (anomalia prawdziwa wynosi 0). W epoce ¢’ jego polozenie #' zadane jest
anomalig prawdziwg f i mamy do czynienia z ruchem jako obrotem aktywnym
wokot osi OC. A zatem, w bazie orbitalnej perycentrycznej

e = Ra(f)fenc, (5.24)

gdzie Tepe = é&n( = (1,0,0)™ zgodnie z przyjetym zalozeniem (epoka t,). W
poréwnaniu z przeksztalceniem pasywnym (5.14), mamy oba wektory — po lewej
i po prawej — wyrazone tej samej bazie (dolna etykieta jest jednakowa: &n().
Natomiast sa to dwa rézne wektory, stad dodany ,prim”. Mozemy sprawdzié, ze
rzeczywiscie

1 & cosf —sinf 0 1 cos f
s n | = sinf cosf O 0 | =| sinf
¢ 0 0 1 0 0
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Obrot pasywny wektora przedstawia sie inaczej. _Wybieramy jedng z osi
ukladu wspotrzednych (na przyktad O¢ z wersorem ¢ i obracamy aktywnie o

kat ¢ wokol niej pozostate dwie osie (O¢ i On z wersorami € i 7). W ten sposob
powstaje nowy uklad O&'n'¢’ z wersorami bazowymi

Al — ~ “ — “ ! - ~ ~
Eenc =Ra(0)enc:  Mlene = Ra(@)flene, Cene = Ra(0)Cene = Cene-

Ale z punktu widzenia obserwatora zwigzanego z uktadem primowanym, to wer-
sory &, 1M, ktore wczesniej pokrywaly sie z primowanymi, obrécilty sie w strone
przeciwna:

~ _ A~ R _ R
55/17/(/ - R3(7Q0)€§/n/</, ng/n/gl = R3(7Q0)77/£/n/</.
Wektor

Tepne = (5, m, C)Tu
ma w uktadzie O&'n'¢’ wspolrzedne

T
Terpr¢r = (Elvnlvgl) ’
takie, jakby wykonano na nim obrét o kat —¢, to znaczy
rerper = Ra(—@)renc.
Moéwimy, ze w wyniku aktywnego obrotu uktadu o kat ¢ wektor = doznat obrotu

pasywnego o kat ¢ (czyli pozornego obrotu aktywnego o kat —y). Przy takiej
terminologii, wprowadzamy macierze obrotu pasywnego

Ri(p) = Ri(—¢).

Obrotom pasywnym wokoét osi uktadu wspoétrzednych odpowiadaja podstawowe

macierze
1 0 0

Ri(p)=1 0 cosep sing |, (5.25)
0 —sing cosyp

cosp 0 —sing
Ra(p) = 0 1 0 , (5.26)
sinp 0 cos¢

cosp sing 0
Ri(p)=| —sing cosp 0 |, (5.27)
0 0 1

gdzie ¢ jest katem aktywnego obrotu ukladu wspétrzednych, ktéry powoduje
obrot pasywny wektora. Tego wlasnie obrotu aktywnego dotyczy reguta dodat-
niego kierunku zmian kata ¢ w macierzach pasywnych R;(p).

Podobnie jak dla macierzy obrotu aktywnego, mamy

R; ' (¢) = Ri(—¢) = R} ().
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Warto takze zauwazy¢, ze macierz obrotu o kat zerowy jest macierza jednost-
kowa trzeciego stopnia

R;(0) = R;(0) = I, (5.28)
oraz ze iloczyn dwoch macierzy tego samego typu prowadzi do
R;(¢1) Ri(p2) = Ri(p1 + ¢2). (5.29)

Pamietajmy takze, ze jesli i # j, to

Ri(p1) Rj(p2) # Rj(p2) Ri(p1).

Obydwa powyzsze wzory obowiazuja takze dla macierzy obrotu aktywnego.
Podsumujmy: Mamy dwa uklady wspolrzednych Oxzyz i Ox'y'z’ takie, ze

2 2 A A A . al Al ol
obrét aktywny wersoréw &, 9, 2 o kat ¢ przeprowadza je w wersory &',y 2,

czyli i;yz = R;(¢)#4y. 1 podobnie dla pozostalych. Jesli znamy wspotrzedne
wektora r w ukladzie Oxyz, czyli ryy., a chcemy znalezé wspélrzedne r w

uktadzie Oz'y'2’, czyli ryy ., to stosujemy wzoér dla obrotu pasywnego
I‘_,L./y/Z/ = RJ(QO) I'_,I;yz. (530)

Jak juz wspomnieliSmy wczesniej, dowolny obrét w przestrzeni (aktywny
lub pasywny) mozna przedstawié jako zlozenie obrotoéw wokoét trzech osi uktadu
wspolrzednych (dodajmy, ze co najmniej dwie z nich musza by¢ rézne). Stwarza
to wiele mozliwosci. Najpopularniejsza w astronomii prowadzi do katéw Eulera
typu 3-1-3: najpierw obrot wokoét osi ,trzeciej” (np. Oz), nastepnie wokol osi
,pierwszej” i znowu wokot osi ,trzeciej”.

Sktadajac obroty musimy uwazaé¢ na specyfike obrotu aktywnego i pasyw-
nego i na to, co si¢ kryje za kolejnymi iloczynami. Wykonujac kilka kolejnych
obrotéw aktywnych przy uzyciu macierzy Rj, obracamy wektor caly czas wokot
osi tego samego uktadu wspoétrzednych. Obrét pasywny wymaga innej interpre-
tacji: wynik pierwszego obrotu to wspolrzedne w nowej bazie, wiec kolejny obrét
nastapi wokoét jednej z osi nowego uktadu wspoétrzednych. Przyjrzymy sie temu
blizej realizujac kolejne obroty pasywne z uktadu dowolnego do orbitalnego.

5.3.2 Obroty podstawowe
Pierwszy obrot typu 3 - dlugos$é wezla wstepujacego

Odwrotnie niz w rozdziale 5.2, punktem wyjscia jest teraz uktad dowolny Oxyz
w ktorym mamy dane wspoélrzedne wektora ry,.. Pierwszym krokiem w drodze
do uktadu perycentrycznego bedzie wyrazenie wspotrzednych w nowym uktadzie
Oz'y' z, ktory ma tg samg plaszcezyzne podstawows ale o§ Oz’ skierowana jest do
wezla wstepujacego. Inaczej moéwiac, &' = i, gdzie wektor m zdefiniowalismy
rownaniem (5.5). Bedzie to wiec obrét aktywny uktadu wokot osi Oz o kat Q2
zwany dlugoscia wezla wstepujacego. Jest to kat mierzony w plaszczyznie
Ozy od kierunku podstawowego wyznaczonego przez wersor & do wektora m
wskazujacego wezel wstepujacy orbity. Zgodnie z (5.30), zwiazany z tym obrot
pasywny wektora r o kat 2 daje w nowym ukladzie wspotrzedne

I'x/y’z = R3(Q) ra;yz~
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Obrét typu 1 - nachylenie

Rozpatrujemy teraz wektor » w ukladzie Ox'y’z, gdzie ma on wspolrzedne
Iyry-. W sytuacji, gdy o§ Oz’ pokrywa sie z linig wezlow, mozemy tatwo przejsé
do ukladu Ox'y”(, ktorego dwie pierwsze osie lezg w plaszczyznie orbity, a co
za tym idzie — 0§ OC pokrywa sie z wektorem momentu pedu G. W tym celu
nalezy obroci¢ uktad Oz'y’z wokoét osi Oz’ o kat I zawarty miedzy osig Oz a
wektorem momentu pedu G. Kat ten nazywamy nachyleniem orbity. Obrot
pasywny o kat ¢ powoduje, ze w nowym uktadzie wektor r ma wspolrzedne

I‘z/ywc = R1 (I) I'ajlylz = R1 (I) Rg(Q) rzyz-

Drugi obrét typu 3 - argument perycentrum

Pozostaje juz tylko uzgodnienie osi uktadu Oz'y” ¢ z kierunkiem do perycentrum
orbity. Kat w zawarty miedzy kierunkiem do wezta wstepujacego (wektorem m)
a kierunkiem do perycentrum (wektorem Laplace’a e) nazywamy argumentem
perycentrum. Obracajac uklad Oz'y”’¢ wokot osi OC o kat w otrzymujemy
perycentryczny uktad orbitalny O¢&n(, w ktérym wektor » ma wspotrzedne

repe = Ra(w) 1oy = Ra(w) Ru(1) Ry(Q) oy (5.31)

W ten sposob przedstawiliSmy transformacje z uktadu dowolnego do uktadu
orbitalnego przy uzyciu trzech katéw Eulera typu 3-1-3: Q — I —w. Dlugosé we-
zla wstepujacego i argument perycentrum s katami przybierajacymi wartosci
z pelnego zakresu od 0 do 27. Natomiast nachylenie orbity jest katem ograni-
czonym do przedzialu obustronnie domknietego I € [0,x]. Jesli I € [0, %ﬂ'), to
moéwimy o orbitach prostych, a gdy I € (%’/T, 7], to méwimy o orbitach wstecz-
nych. Orbity z nachyleniem I = %77 nazywamy biegunowymi.

Poréwnujac wzory (5.18) i (5.31) mozemy wyrazi¢ macierz orientacji M przy
pomocy katéw Eulera
M = R3(w) R1(I) R3(Q). (5.32)

Wykonujac odpowiednie iloczyny macierzy i oznaczajac

s=sinl, c=cosl, (5.33)
otrzymamy jawng postac
cosw cos§) — ¢ sinw sin ) cosw sin) +csinw cos{) s sinw
M = —sinw cos€) —ccosw sin) —sinw sin) + ¢ cosw cos) s cosw
s sin () —s cos ) c
(5.34)

Pamietajac o ortogonalnosci macierzy obrotu, mozemy otrzymaé macierz
transformacji odwrotnej N = M~! albo wykonujac iloczyn

N = R3(—Q) R1(—1) R3(—w), (5.35)
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albo bezposrednio transponujac macierz (5.34), gdyz w mysl (5.20) i zasady
podwojnej transpozycji (AT)T = A, mamy

N=M". (5.36)

Dodajmy jeszcze wazny komentarz. Macierz N, jako macierz obrotu pasyw-
nego przy zmianie bazy orbitalna — dowolna, jest zarazem macierza operacji
odwrotnej, czyli obrotu aktywnego, ktory przeprowadza na przyklad wersor &
W Wersor é Jesli przyjrzymy sie réwnaniu

& = N& = Ry(Q) Ri(I) Rs(w),
i pamietamy, ze operacje odczytujemy od prawej do lewej, to zauwazymy, ze:
e pierwszy obrét aktywny, o kat w, nastepuje wokét osi Oz,

e drugi obrét, o kat I, nastapi wokot wokot osi Oz (wektor opusci plaszezy-
zne podstawowa),

e trzeci obrét, o kat (), nastepuje znowu wokél osi Oz i koniec wektora
porusza sie po kole matym sfery, réwnolegtym do Ozy.

Jak widag, jest to sytuacja geometrycznie zupelnie odmienna niz obrét pasywny.

5.3.3 Wektory G i e a katy Eulera

Warto zauwazy¢, ze z poréwnania wzoréw (5.20) i (5.34) otrzymujemy natych-
miast wyrazenia wersoréw G i é przy pomocy katéow Eulera. Mozemy wiec
wyrazi¢ wektor Laplace’a e w uktadzie Ozyz jako

cosw cos§) — ¢ sinw sin )
€ryz =€ cosw sin€) + ¢ sinw cos) |, (5.37)
S sinw

natomiast wektor momentu pedu ma sktadowe

5 sin Q2
Ggy: =G | —scosQ |, (5.38)
c

przy czym, jak pamietamy, G = VID-

Przypadki szczegélne

Jesli I =0 lub I = 7, to nie istnieje wezel wstepujacy i katy () oraz w staja sie
nieokreslone, tracac geometryczny sens. Dla G = 0 zaden z katow Eulera nie
jest poprawnie okreslony. Jesli zag e = 0, to nieokreslony staje sie kat w.

Wiele probleméw zwigzanych 7 nieokre§lonymi katami mozna obejsé przy
uzyciu prostych srodkéw zaradczych, ktore przedstawimy w dalszej czesci wy-
ktadu.
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5.4 Elementy keplerowskie orbity

Jak juz wiemy, orientacje orbity w przestrzeni okreslaja trzy katy Eulera 3-1-
3: dlugos¢ wezlta wstepujacego €2, nachylenie I oraz argument perycentrum w.
Natomiast polozenie i predkos¢ ciata na orbicie zadane sa przez trzy wielkosci:
anomalie §rednig M, mimosréd e oraz — do wyboru — pétos orbity a, jej parametr
p lub odlegtosé perycentrum q.2
A zatem polozenie i predko$é na orbicie keplerowskiej, czyli orbicie beda-
cej rozwigzaniem zagadnienia dwoch cial, w dowolnym uktadzie wspotrzednych
o §rodku w ognisku orbity zadane sa przez 6 wielkosci, z ktérych 5 to state, a
jedna — anomalia §rednia M — jest liniowa funkcjg czasu. Zauwazmy jednak, ze
wystarczy poda¢ wartosé anomalii $redniej My w okreslonym momencie czasu
(,;epoce poczatkowej”) to, a wtedy III prawo Keplera pozwoli nam na wylicze-
nie 7z a lub (p,e) ruchu $redniego n a nastepnie wartosci jaka M przybiera w
dowolnej chwili ¢
M:n(t—tp):n(t—to) —|—M0 (539)

Widzimy wiec, ze jesli znamy sze$¢ statych i moment czasu ¢y, to na pod-
stawie znanych wzoréw zagadnienia dwoch cial potrafimy znalezé polozenie i
predkosé na orbicie keplerowskiej w dowolnej epoce ¢. Innymi stowy, sze$é¢ sta-
tych i epoka poczatkowa jednoznacznie zadaja ruch keplerowski. Liczby 6+1
nie pojawily sie przypadkiem: rozwiazywaliémy przeciez zagadnienie Cauchyego
dla ukladu réownan ruchu széstego rzedu (2.18), a to wymaga zadania sze$ciu
warunkow poczatkowych r(tg) = r¢ i v(tg) = v dla pewnej epoki poczatkowej
to- Z tych sze$ciu warunkéw poczatkowych wyliczamy poprzez catki ruchu sze$é
niezaleznych statych ruchu, ktére nazywamy elementami keplerowskimi or-
bity. Niestety, trzeba przyznaé, ze podanie Scislejszej definicji elementow ke-
plerowskich — o ile w ogole mozliwe — nie jest latwe, gdyz istnieje zbyt wiele
sytucji wyjatkowych. Tym niemniej, najczesciej spotykany zestaw elementéow
keplerowskich to

81 = {a, €, I, Q, w, M(ﬁo) = Mo},

wazny dla niezdegenerowanych orbit eliptycznych (oprocz kotowych) lub hiper-
bolicznych, z nachyleniem réznym od 0 i 7. Uzywajac ¢ lub p zamiast a, na
przyktad

82 = {q, €, I, Q, w, M(to) = Mo},

mozemy opisa¢ niezdegenerowany, nieptaski i niekotowy ruch po niezdegenero-
wanych orbitach eliptycznych, parabolicznych lub hiperbolicznych. Podkresli¢
nalezy, ze epoka poczatkowa t( nie jest elementem keplerowskim orbity. Nalezy
wiec potraktowaé jako nieformalny zargon czesto spotykane zaliczanie epoki
przejscia przez perycentrum t, w poczet elementéw keplerowskich. Podanie ¢,
zamiast anomalii §redniej epoki poczatkowej M, nalezy rozumieé¢ nastepujaco:
szostym elementem keplerowskim jest M (t,) = 0.
Zapamietajmy:

2Zaleznie od typu orbity niektore z tych ostatnich wielkosci moga nie byé¢ zdefiniowane,
jak a dla paraboli, lub niejednoznaczne, jak by to mialo miejsce w przypadku podania p =0
ie=1 (to moze oznacza¢ dowolng orbite zdegenerowana — elipse, parabole lub hiperbole).
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Elementy orbity to stale ruchu. Anomalia Srednia jest zmienna w
czasie, wiec nie jest elementem orbity; elementem jest warto$¢ ano-
malii §redniej w wybranej epoce poczatkowej. Ta epoka nie jest
elementem orbity (cho¢ pojawia sie pod taka nazwa w wielu pra-
cach).

W sytuacjach szczegélnych, gdy & lub &; traca matematyczny i geome-
tryczny sens, postugujemy sie rozmaitymi alternatywnymi zestawami elemen-
toéw orbity. Niektorzy autorzy nadal nazywaja je elementami keplerowskimi,
inni opuszczaja przymiotnik ,keplerowski” i méwiag juz tylko o elementach or-
bity. Dla orbit niezdegenerowanych wprowadza sie tak zwane ,katy lamane”
mierzone w dwoch réznych plaszczyznach. Poznajmy dwa takie katy.

1. Dlugo$é perycentrum w definiujemy jako ,kat tamany” mierzony dla
0 < I < mod osi Ox do kierunku wezta wstepujacego a nastepnie w
plaszczyznie orbity od wezta do perycentrum

w=w+{, (5.40)

Gdy I = 0 definicja ta przechodzi gtadko w ,,@ jest to kat miedzy wekto-
rami & i e”.

2. Dlugos$é Srednia A definiujemy dla 0 < I < 7 oraz e # 0 jako sume
dhugosci perycentrum i anomalii §redniej M

A=w+ M. (5.41)

Jesli e = 0, to powyzsza definicja przechodzi gtadko w dwa przypadki
szczegoblne:

e dlae=01i7 # 0, dlugo$¢ $rednia to kat tamany mierzony najpierw
od osi Oz do wezla wstepujacego, a nastepnie w plaszczyznie orbity
od wezta do promienia wodzacego obiektu na orbicie. Ten drugi kat
zwany jest czasem Srednim argumentem szerokosci F', wiec mozemy
napisaé

A=Q+ F. (5.42)

e dla e = I =0, dlugos¢ $rednia to kat mierzony od osi Ox do promie-
nia wodzacego obiektu na orbicie.

Dzieki tym katom mozliwe jest wprowadzenie tak zwanych elementéw nieoso-
bliwych. Jest to szesé¢ stalych ruchu

é‘nS = {a) 517 527 7717 7727 A(to) = Ao}a

gdzie
&1 = ecosw, m = sinil cosQ,
§&2 = esinw, N2 = sin ;I sin Q. (5.43)

Nazwa ,nieosobliwe” jest nieco na wyrost, bo zmienne te sa bezuzyteczne dla
I = 7 lub dla orbit prostoliniowych, ale faktem jest, ze dlugos$¢ érednia epoki
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poczatkowej Ao jest poprawnie okreslona zréwno dla orbit kotowych jak i dla
I =0, a tam, gdzie pozostale katy traca sens, ich wartos¢ jest i tak nieistotna,
gdyz odpowiednie elementy nieosobliwe przestaja od nich zaleze¢. Gdy I = 0,
to bez wzgledu na () mamy poprawnie okreslone n; = 72 = 0, natomiast gdy
e = 0, to przestaje odgrywac role warto$é¢ w, gdyz i tak & = & = 0.

Oprocz elementow nieosobliwych stosuje sie takze elementy uniwersalne
orbity. Tym razem nazwa jest w pelni uzasadniona, sa to bowiem w istocie
uniwersalne wielkosci: wartosci poczatkowe potozen i predkosci

Eu = {z(to) = z0, y(to) = yo, 2(to) = 20,%(to) = To, Y(to) = Yo, £(to) = 20} .

Algorytmy obliczeri zwigzanych z przejsciem (r,v) = € przedstawione sa w
Dodatkach A i B.

o4



Rozdzial 6

Barycentryczne zagadnienie
dwoch ciat

6.1 Separacja ruchéw obu mas

W poprzednich rozdzialach rozpatrzyliSmy doglebnie zagadnienie wzgledne. Po-
trafimy wiec opisa¢ ewolucje wzglednego wektora potozenia r(t) i wzglednej
predkosci v(t). Pokazemy teraz, ze dzieki catkom barycentrum rozwiazanie za-
gadnienia wzglednego moze postuzy¢ do okreslenia ruchu obydwu mas mq i mo w
dowolnym uktadzie inercjalnym. Najwygodniejszy bedzie uklad zwiazany z ba-
rycentrum B obu mas. Osie ukladu barycentrycznego Bx*y*z* beda rownolegle
do odpowiednich osi uktadu wzglednego Oxyz. Gwiazdka oznaczaé bedziemy
wektory w ukladzie barycentrycznym.

W barycentrycznym uktadzie wspolrzednych rownania ruchu (1.12) przyj-
muja postaé

. K my

r = ) r*, (6.1)
k2

o= L (6.2)

(T*)S
gdzie
r*=ry—r]. (6.3)
Polozenie srodka masy (barycentrum) w uktadzie barycentrycznym jest oczy-
wiscie dane wektorem zerowym. A zatem wzér (2.12) przyjmuje w ukladzie
Bx*y*z* postaé
mq T‘T “+ mo 7’; =0. (64)
Polaczenie wzorow (6.3) i (6.4) pozwoli nam na sprowadzenie rowan ruchu do
postaci zaleznych wylacznie od 3 lub od 3.
Jesli wyrugujemy z (6.4) wielkosé r5 = r* + r7, to otrzymamy

myry +mg (r*+7r]) =0,
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czyli

" my +meo
— 6.5
" mo ! ( )
Dtugosé tego wektora wynosi
" mi +mso
= = T 6.6
) 1 (6.6)

Rugujac z (6.4) wektor v} = r5 — r*, otrzymamy
my (ry —r*) +mgr; =0,

czyli
= mr;, (6.7)
my

a dhugosc tego wektora dana bedzie wzorem

pr= T T2 + ma r;. (6.8)

mi

Wystarczy teraz tylko podstawi¢ (6.5) i (6.6) do rownan ruchu (6.1), nato-
miast (6.7) i (6.8) do rownan (6.2), aby otrzymac

Lok M1 *

= 6.9
1 (TT)g T ( )
.ok 2 *
vy, = - ) T, (6.10)

gdzie parametry grawitacyjne zostaly zdefiniowane jako

k*m3 iy — k*m3
(

—_— 6.11
pr— (6.11)

H1 = 4(77’),1 +m2)25

Przypomnijmy réwnania ruchu wzglednego (2.16)

= 77“% T.
Latwo zauwazy¢, ze rownania (6.9) opisujace ruch masy m; wzgledem barycen-
trum maja identyczng postaé jak réwnania ruchu wzglednego, wiec takze ich
rozwigzanie bedzie identyczne jak w zagadnieniu wzglednym, o ile tylko zasta-
pimy u = k?(my + mso) odpowiednim parametrem s zdefiniowanym wzorem
(6.11). Tak samo rownania ruchu (6.10) r6znig si¢ od (2.16) czy tez (6.9) jedynie
oznaczeniami i definicja symboli. A zatem

ruch obu mas wzgledem barycentrum opisany jest takimi samymi
wzorami jak ruch wzgledny. Nalezy jedynie zmodyfikowaé wartosci
parametru grawitacyjnego przyjmujac pp lub ps w miejsce .
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6.2 Wlasnosci orbit barycentrycznych

7 przeprowadzonej powyzej redukcji pltyna wazne wnioski szczegotowe. Wiek-
szo$¢ z nich latwo sobie uzmystowi¢ pamietajac, ze podczas ruchu, masy m;,
mg 1 ich barycentrum B musza stale znajdowac sie na jednej proste;j.

1. Orbity obu mas w zagadnieniu barycentrycznym sa krzywymi stozkowymi
z ogniskiem w barycentrum.

2. Orbity obu mas leza w jednej plaszczyznie i maja wspdlng linie apsyd.
Ich wektory Laplace’a e; i e; sg jednak skierowane przeciwnie, gdyz my
i mo musza stale leze¢ po przeciwnych stronach érodka masy — takze w
momencie przejscia przez perycentrum.

3. Stosunek odlegtosci perycentréw obu orbit zalezy od stosunku mas. W
momencie przej$cia perycentrum réwnanie (6.4) prowadzi do wniosku

—m1q1 + mage = 0,

a zatem g m
4= (6.12)
q2 my

W odniesieniu do odlegtosci perycentrum w ruchu wzglednym oznacza to

takze
@1t+q=gq. (6.13)

4. Ruchu $rednie obu orbit sa réwne i zgodne z ruchem §rednim w zagad-
nieniu wzglednym. W przypadku orbit eliptycznych oznacza to wspolny
okres obiegu.

ny =ng =n. (6.14)

5. Polosie orbit pozostaja w stosunku zaleznym od mas. Jesli ruchy $rednie
sa rowne, to obowigzuje IIT prawo Keplera w trzech postaciach

2 3 _ 2 3 _ 2.3 _
n-ay = p, n-ag = W2, n-a = Q.

A zatem, zarowno dla potosi wielkich elips jak i dla potosi rzeczywistych
hiperbol mamy
@ m

3 3
as my

H2

i ostatecznie

a1 ma

= ) 1
- (6.15)

6. Mimosrody obu orbit sa jednakowe i réwne mimosrodowi orbity wzglednej
e1 =€z =e. (6.16)

Wynika to z faktu, ze a; : as = q1 : go-
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7. Dla pozostalych elementéow Keplerowskich i anomalii §redniej zachodza
zwiazki

Il :IQ, Ql :QQ, w1 :(JJQ+’1T, M1 :MQ. (617)

Takze pozostale anomalie sg rowne dla obu mas.
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Rozdzial 7

Potencjal grawitacyjny

7.1 Sily potencjalne

Site F' nazywamy sila potencjalna jezeli mozna ja otrzymac ze skalarnej funk-
cji V € R, zwanej potencjalem, jako

F=-VV, (7.1)

gdzie symbolem V oznaczyliSmy gradient.
Jesli rozpatrujemy ruch jednego ciata, to do opisu jego polozenia wystarcza
wektor r € R? i wtedy gradient ma postaé

o

9 o
V=g 7 (7.2)

9z

Dopoéki mamy do czynienia z jednym cialem, potencjat jest funkcjg polozenia
tego ciala, czyli V = V (7, t), gdyz potencjal moze takze jawnie zaleze¢ od czasu.
Z drugiej zasady dynamiki wynika wtedy, ze dla ciala o masie m

mi = -VV(r,t). (7.3)

W przypadku wiekszej iloci cial, na przyktad gdy mamy N punktéw ma-
terialnych, potencjal zalezy od potozen wszystkich obiektow i wtedy, dla i =
1,...,N,

m; 7‘1 = —ViV(’I"l,...,T‘N, t), (74)
gdzie
0
Vi - 871"1'7

oznacza gradient wzgledem wspotrzednych i-tego ciata. Nalezy jednak podkre-
§li¢, ze dla wszystkich ¢ uzywamy jednej i tej samej fukeji V.
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Niestety, w mechanice nieba pojawia sie nieco zametu wywolanego uzywa-
niem obok potencjalu tak zwanej funkcji sit U, ktora rézni sie od V' znakiem

U=-vV, (7.5)

co oznacza, ze

F =VU. (7.6)

Ponadto, uzywa sie czasami potencjalu podzielonego przez mase badanego ciata
V* =V/m i wtedy

P =-VV*(r,t). (7.7)
Zauwazmy jednak, ze tego typu podejécie stosowa¢ mozna tylko w przypadku
jednego ciala, gdyz proba podobnego przeksztalcenia rownarn (7.4) wymagataby

dzielenia V przez rézne masy dla réznych i, a to jest sprzeczne z wymogiem
uzywania tej samej funkcji dla wszystkich réwnan ruchu.

7.2 Potencjal zagadnienia dwé6ch cial

Przypomnijmy réwnania ruchu pelnego zagadnienia dwoch cial w dowolnym
uktadzie inercjalnym (1.12) stosujac nieco inny zapis

k,Q
miry = Fq = % ; (7.8)
k2
m2i‘2:F2:—F1:—M 5 (79)

r3
gdzie
T=7T2 —T1.
Latwo mozna sprawdzié¢, ze zaréwno F'; jak i F'5 otrzymujemy z potencjatu

k2m1m2

V=- (7.10)

r

Rzeczywiscie, skoro

r=+/(ro—r1)- (12 — 1),

to
m@ﬁ):‘éﬂm—mywrwmﬁzwrwg@n:ﬁ7
i analogicznie ,
Vg(l/?‘) = —r—g,

A zatem
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Zagadnienie wzgledne dwoch cial z rownaniami ruchu (2.16)

T——EK

posiada potencjal na jednostke masy

LB
vr=_=t 7.11
3 (7.11)
gdyz
v =L,
T

7.3 Potencjal kuli — twierdzenie Newtona

Podamy teraz wzér dla potencjalu uktadu punktu materialnego i kuli o izo-
tropowym rozkladzie masy. Rozpatrywaé bedziemy kule o catkowitej masie
my, ktorej ze gestosé k(p) zalezy tylko od odlegtosci p od srodka masy kuli,
oraz punkt materialny o masie my. Juz Newton udowodnil, ze przy takich za-
lozeniach potencjal uktadu punkt materialnego i kuli ma postaé identyczng z
potencjalem zagadnienia dwoch punktéw materialnych, to znaczy
2
Viep = — 1My, (7.12)
r
gdzie r oznacza odlegtos¢ od srodka kuli do punktu materialnego.
Idac dalej, mozna we wzorze (7.12) zastapi¢ punkt materialny druga izotro-
powa kula, co pozwala na zasadnicze uog6lnienie zagadnienia dwoch cial.

Wszystkie wzory zagadnienia dwoch cial pozostaja wazne w odnie-
sieniu do ruchu §rodkéw mas kul o izotropowym rozktadzie masy.
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Rozdzial 8

Zaburzony ruch keplerowski

8.1 Uzmiennianie stalych

Jak wiemy, Wszech$wiat sklada sie z wiecej niz dwoéch cial i zadne z nich nie
jest izotropowga kulg. Zapiszmy wiec réwnania ruchu

r = v,
v = —LriP. (8.1)
r3

Sa to réwnania wzglednego zagadnienia dwoch cial z zaburzeniem — dodatkowa
sila (na jednostke masy) P uwzgledniajaca wplyw ,reszty $wiata”. Rownania
(8.1) nazywamy réwnaniami ruchu zaburzonego albo perturbowanego. Po-
stawmy pytanie: co sie stanie z calkami ruchu zagadnienia wzglednego pod
wplywem sity P, czyli zaburzenia (perturbacji) ? Mozna podejrzewaé, ze
dotychczasowe state ruchu przestana by¢ stale. Sprawdzmy to podejrzenie.

8.1.1 Calka sily zywej
Przypomnijmy calke sity zywej (energii)

h=31vwv-— L (8.2)

3

Jesli wzér ten ma by¢ wazny w zagadnieniu zaburzonym, to oczywiscie stala
energii h przestaje by¢ stala i mamy h # 0, a dokladniej

d (, 1 ) . 1 .
= —|s5vv— T | =v-v+ T T T.
dt (2 (r-r)z (r-r)2

Wstawiajac 7 1 © z rownan (8.1) otrzymamy

h = 'u-(—%r—l—P)—i—%r-v
r r
= —T%vm—l—vP—&-r%T-’U:P'U (8.3)
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8.1.2 Calka momentu pedu (pol)

Pochodna wzgledem czasu z wektora momentu pedu G prowadzi do réwnan

G = a(rxv):i‘xv+rxi)
- I 2
= vxv+rx(——3r+P>———3rxr+r><P
r r
i ostatecznie )
G=rxP. (8.4)

8.1.3 Calka Laplace’a

Roézniczkujac definicje catki Laplace’a e = const dostaniemy

= fﬁuvaiﬂ];bxGJriva(Z.

Podstawiajac 7 1 © z rownan ruchu (8.1) dochodzimy do postaci
1

1 .
e = (-Li+P)xG+ovxG-
AN "

dr

dt’

a poniewaz jedynym powodem dla ktorego é # 0 jest pojawienie sie sity P i
zmienno$¢ G, pozostaje nam (por. definicja G = r x v, oraz (8.4))

pe = PxG+vxG=Px(rxv)+vx(rxP). (8.5)

Dowdd, ze reszta wyrazéw jest réwna 0 zostal przedstawiony przy omawianiu
zagadnienia dwoch cial.

8.1.4 Elementy oskulacyjne

Roéwnania dla h, Gi é, ktore otrzymalisémy sa calkiem pouczajace. Wynika z
nich, ze na przyktad sila radialna nie wptywa na wektor momentu pedu (state
pol), a sita prostopadia do predkosci nie zmienia stalej sity zywej h. Sa to
jednak sytuacje szczegoélne i nie sposéb znalezé niezerowego zaburzenia P, ktore
by nie wplyneto na zadng ze stalych ruchu. Uznajemy wiec, ze w zagadnieniu
zaburzonym stale ruchu zagadnienia dwoéch cial staja sie zmienne w czasie.

Jak wiemy, elementy keplerowskie orbity sa powiazane ze stalymi ruchu.
Ruch keplerowski jest opisany jednoznacznie przez sze$é¢ stalych dowolnych,
ktore najczesciej wystepuja w postaci elementéw keplerowskich &:

a, e, I, w, Q, My = M(tp).
Znamy juz wzory definiujace transformacje

(T‘, ’U)t < gto,
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ktora z jednej strony pozwala wylicza¢ na dowolny moment czasu t potozenie i
predkosé ciala, dla ktérego podaliSmy elementy keplerowskie £ w momencie ¢,
a z drugiej — pozwala wyliczy¢ z polozenia i predkosci w momencie ¢ elementy
& dla epoki odniesienia ty. Poniewaz &£ sa stalymi ruchu, to biorac r,v w
dowolnym momencie ¢ i wyliczajac z nich elementy otrzymamy zawsze te same
wartosci &, .

Jesli pojawi sie dodatkowa sita i ruch ciala nie jest juz ruchem keplerowskim,
to nadal mozemy wylicza¢ elementy keplerowskie wedlug znanych juz wzoréw,
ale teraz w kazdej epoce ¢t mozemy otrzymac inne wartosci elementéow &, dla
epoki odniesienia ty. Zgodnie z zasada metody uzmienniania statych, zaczy-
namy traktowac elementy orbity jako funkcje czasu i nazywamy je elementami
oskulacyjnymi.

Nalezy wyraznie odrézni¢ dwa momenty czasu pojawiajace sie w tym opi-
sie. Epoka oskulacji ¢ jest momentem czasu w ktérym mamy dane polozenie i
predkosé stuzace do wyliczenia elementéw £. Jednym z tych elementéw jest ano-
malia $rednia epoki odniesienia My = M (¢y), ktora otrzymujemy ,cofajac”
lub ,,popychajac” warto§¢ anomalii §redniej M z epoki ¢ do epoki t3. Poniewaz
uzmienniliSmy state, to My moze by¢ zmienng i w ogoélnosci dla réznych epok
oskulacji ¢1 i1 t2 bedziemy mieli My(t1) # My(t2). Uzywamy wiec pojecia My(t)
— anomalii $redniej epoki odniesienia ty dla epoki oskulacji ¢t. Czasami mozna
uproscié¢ sobie zycie przyjmujac, ze t = tg. W przypadku pozostatych elemen-
toéw nie mamy tego problemu i wystarcza uzywanie pojecia epoki oskulacji dla
a(t),e(t), itd.

Moéwiac najkrécej, elementy oskulacyjne epoki ¢ to wartosci elementéw ke-
plerowskich wyliczone z r i v dowolnej trajektorii wzorami pochodzacymi z
zagadnienia dwoch cial. Dowolng trajektorie traktujemy jak orbite keplerowska
o zmiennych w czasie elementach. Czasem uzywa sie tez innej, rownowaznej de-
finicji: elementy oskulacyjne epoki ¢, to elementy keplerowskie orbity po ktorej
poruszatoby sie cialo, gdyby w tym momencie przestata dziataé sita zaburzajaca.

8.2 Roéwnania Gaussa i rOwnania planetarne La-
grange’a

Poniewaz pieé¢ spoérod elementéw keplerowskich zalezy od statych h, G i e, to
réwnania (8.3), (8.4) i (8.5) pozwalaja na znalezienie rownan ruchu opisujacych
zmiany poszczegblnych elementéw oskulacyjnych w czasie wywolane zaburze-
niem P. Noszg one nazwe rownan Gaussa. Najprostsze z nich mozemy wypro-
wadzié¢ dla przyktadu — bedzie to réwnanie dla oskulacyjnej potosi wielkiej a w
zaburzonym ruchu eliptycznym.

Stala energii h jest bezposrednio powigzana z polosig wielka elipsy a wzorem
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h = —u/(2a), a zatem oprocz (8.3) mamy réwniez

h:d( u)f 7

at\"24) " 242"

(8.6)

Przyréwnujac stronami rownania (8.3) i (8.6) dochodzimy do pierwszego z row-

nan Gaussa

2 2
a=-"Y p.y. (8.7)
1
Pozostale rownania Gaussa to
> = : —r?)v]- P 8.8
¢ = ) ap i)l P (58)
dl r cos (f +w)
- = X =/ - P .
- 2 x)- P, (8.9)
T {”'up (cosE+e)r—(p+r) sinfv] P —cQ, (810)
ppe | T
g = mnlEe) e (8.11)
Sup
Do tego dochodzi szoste rownanie dla anomalii §redniej
. 1 A
M o= n-— [2P~1"+\/,up (w+c9)}, (8.12)
lub jeszcze prostsze — dla anomalii prawdziwej
= \/:?fwfcfz. (8.13)

Przypomnijmy, ze s = sinI, ¢ =cos I, p=a (1 —¢e?), oraz n = \/pa=3.

Roéwnania Gaussa sa dosé skomplikowane. Jedli jednak sita P jest potencjalna

i istnieje taki potencjal R (zwany funkcja perturbacyjna), ze

P=_VR,

to mozemy uzy¢ innej odmiany réwnan dla elementéw oskulacyjnych, zwanych
rownaniami (planetarnymi) Lagrange’a:

a =

dal
dt

2 OR
na OM’

_n OR OR
na2e \"oM ~ 0w )’

L (.0rR Ok
na?smn “ow 90 )

2 OR n? OR
n+——_—+
na Oa
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na® \e de sn OI
O = _ ; R
na’ns 0l

Symbol 7, ktory pojawit sie w tych rownaniach, oznacza

n=+v1-—¢2

Zauwazmy, ze réwnania (8.14) rozpadaja sie na dwie podgrupy: w réwna-
niach dla zmiennych a,e, I wystepuja jedynie pochodne potencjatu wzgledem
M,w,Q i vice versa. Gdyby wiec funkcja perturbacyjna R nie zalezala jawnie
od czasu ani od katow M, w i Q, to wtedy elementy a, e, I bylyby stale, co z
kolei pociaggaloby za soba statosé predkosci katowych M, i Q. W stabszych
przypadkach szczegédlnych mieliby$my: dla %—If = g—ﬁ = 0 - stalg potos wielka

a, za$ dla %—If = g—g = g—f = 0 - stale nachylenie I.

Na zakoriczenie, warto uscisli¢, ze podane tu rownania Gaussa i Lagrange’a
tylko w pieciu przypadkach na sze$¢ dotycza elementéw orbity. Ostatnie z nich
opisuje zmiany anomalii §redniej M, a nie anomalii §redniej epoki M. Owszem,
istnieja takze odpowiednie réwnania dla My, ale postugiwanie sie nimi wprowa-
dza dodatkowa komplikacje. W praktyce, znajomosé¢ My(t) i tak musi postuzyé
do wyliczenia M (t), wiec poprzestaniemy na réwnaniach dla M.

8.3 Rachunek zaburzen i typy perturbacji

Wykraczajac poza zagadnienie dwoch cial stwierdzamy, ze niemal kazde zabu-
rzenie P prowadzi do zagadnienia, ktérego nie potrafimy rozwigza¢ w sposéb
Scisty. Juz u zarania mechaniki nieba, kiedy Newton prébowal zmierzy¢ sie z
zagadnieniem trzech cial Stonce-Ziemia-Ksiezyc, okazato sie, ze skazani jeste-
$my na stosowanie metod przyblizonych. W sytuacji, gdy sitla P jest mala w
poréwnaniu do przyciagania dwéch punktéw materialnych, stosujemy metode
kolejnych przyblizen, zwana rachunkiem zaburzen. Jej najprostszy wariant po-
lega na tym, ze uznajemy ruch keplerowski r = r((¢t), v = vo(t), za przybli-
zenie zerowe, dzieki czemu zaburzenie P = P(r,v,t) staje sie jawna funkcja
czasu P = P(ro(t),vo(t),t) = P(t). Pierwsze przyblizenie otrzymujemy wiec
jako ruch keplerowski z poprawka wyliczona przy zalozeniu, ze wartosci za-
burzajacej sity wyliczamy na orbicie keplerowskiej. Poprawke taka nazywamy
perturbacjami pierwszego rzedu. Perturbacje wyzszych rzedow wyliczamy
rozpatrujac site, ktéra nadal jest jawna funkcja czasu, ale jej wartosci wyliczamy
zaktadajac ruch, w ktérym uwzgledniono wczesniej wyliczone poprawki. W tym
sensie rachunek zaburzen realizuje metode kolejnych przyblizeni, podobnie jak
to ma miejsce przy rozwigzywaniu réwnania Keplera metodami iteracyjnymi. O
ile jednak rozwigzujac réwnanie Keplera otrzymujemy coraz doktadniejsza war-
tos¢ pierwiastka, to w rachunku zaburzen chcemy otrzymaé coraz dokltadniejsze
funkcje czasu r(t) i v(t).
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Stosowanie elementoéw oskulacyjnych upraszcza rachunek zaburzen, co tatwo
zrozumie¢, gdyz funkcje r(t) i v(t) sa w ruchu keplerowskim raczej skompliko-
wane, natomiast elementy orbity sa wtedy trywialnymi funkcjami a = const,
e = const, itd. Jest to jednak uproszczenie okupione do§é zmudnym procesem
wyrazania zaburzajacej sity P lub funkcji perturbacyjnej R poprzez elementy
orbity i anomalie $rednia. Oczywiscie, latwiej wyrazi¢ poprzez elementy ke-
plerowskie jedng funkcje perturbacyjna R, wchodzaca do réwnan planetarnych
Lagrange’a, niz sze$¢ prawych stron réwnan Gaussa. Dlatego tez, jesli tylko
P jest sila potencjalna, to stosujemy réwnania Lagrange’a. W szczegdlnodci,
kazde zaburzenie wywotanie sitami grawitacji moze by¢ opisane funkcja pertur-
bacyjna, wiec na tym przypadku skupimy sie¢ w dalszych rozwazaniach.

Wyrazona przy pomocy elementéw oskulacyjnych i anomalii §redniej funkcja
perturbacyjna ma postaé szeregu

R = Z Ajimg(a, e, I)cos (M + kw + m&Q + @jkmg)s (8.15)

Jjkmg

z amplitudami zaleznymi od poétosi a, mimosrodu e i nachylenia I, oraz ar-
gumentem funkcji cosinus bedacym kombinacja liniowa anomalii $redniej M,
argumentu perycentrum w i dlugoéci wezta wstepujacego 2. Faza ¢ moze by¢
stata lub liniowo zalezna od czasu. Moze ona wynosi¢ 7/2, przez co cosinus
przechodzi w sinus.

Zgodnie z logika rachunku zaburzen, perturbacje pierwszego rzedu w osku-
lacyjnej poétosi wielkiej otrzymamy biorac pierwsze z réwnan (8.14)

a= —% g—]\]j = % Z JAjgmg(a, e, I)sin (jM + kw + mQ + @jkmq)s
Jjkmg
(8.16)
i uznajac, ze jego prawa strona zalezy tylko od stalych elementéow ag, eqg, Io,
wo, g, oraz od liniowej funkcji czasu M = ngt. Dla uproszczenia zalézmy, ze
@jkmq = 0, wiec pomijamy indeks ¢ przy sumowaniu. W tej sytuacji réwnanie
(8.16) rozwiazujemy bez trudu

2
a = i Aiem(ag, eo, Io) sin (j ng t + kwg + mQo)dt =
noao/j;nj ]k(o 0,1o) (7m0 0 0)
= ag+aq, (817)
gdzie
2
a; = e Z Ajm (a0, €o, Io) cos (j no t + kwo + my), (8.18)

jkm

to perturbacje pierwszego rzedu w potosi wielkiej orbity. Zauwazmy, ze sa to
wylacznie perturbacje okresowe, o okresie 27 /ng. Co prawda, dla j = 0 mamy w
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fukcji perturbacyjnej wyraz niezalezny od M (a wiec staly), ale jego pochodna
wzgledem anomalii §redniej w prawej stronie (8.16) znika (jest mnozona przez
j = 0). Perturbacje, w ktorych zalezno$¢ od czasu pojawia sie tylko wewnatrz
okresowych funkcji sinus i cosinus nazywamy perturbacjami okresowymi. Je-
§li dla ruchu $redniego n ich okres jest porownywalny z 27/n lub krotszy, to
mowimy o perturbacjach kréotkookresowych.

Rownanie Lagrange’a dla oskulacyjnej pétosi wielkiej jest dosé wyjatkowe,
gdyz praktycznie wyklucza pojawienie sie w pierwszym przyblizeniu innych per-
turbacji niz krotkookresowe (przy zatozeniu, ze wszystkie ¢,xmq sa state lub wol-
nozmienne). Leglo ono u podstaw twierdzenia Laplace’a o stabilnosci Uktadu
Stonecznego — twierdzenia, ktére nie przetrwato proby czasu, gdyz zbyt mato
uwagi poswiecito mimosrodom orbit.

Roéwnania dla M, & i  réwniez maja swoja specyfike, gdyz ich prawe strony
strony moga zawiera¢ wyrazy funkcji perturbacyjnej R z indeksem j = 0, czyli
wyrazy stale z punktu widzenia ruchu keplerowskiego. Wynika to z faktu, ze
rozniczkujemy tam amplitudy A, a nie argumenty funkcji cosinus. To za$ ozna-
cza, ze oprocz wyrazéw krotkookresowych pojawia sie w anomalii Sredniej, ar-
gumencie perycentrum i dtugosci wezla wstepujacego perturbacje wiekowe,
czyli wyrazy typu C't, gdzie C jest stala - z zalozenia mniejsza niz ruch $redni
n, gdyz sama funkcja perturbacyjna ma by¢ mata w poréwnaniu z potencjatem
zagadnienia doch cial. Warto zauwazy¢, ze perturbacje wiekowe w tych trzech
elementach powodujg jedynie: modyfikacje III prawa Keplera, systematyczny
obrét linii apsyd w plaszczyznie orbity i precesje linii weztow.

Dochodziny teraz do ktopotliwego aspektu przyjecia orbity kepleroskiej (sta-
lych elementow) jako pierwszego przyblizenia. We wszystkich oprocz a rowna-
niach, moga pojawié sie wyrazenia typu

(5;/ = F(ao, €o, IO)AOk’m sin (ka + 7’TLQO)7 (819)

lub
a140km

o&’
gdzie £ oznacza e lub I, £ oznacza w, ), lub M, za§ F oznacza odpowiedni
czynnik wynikajacy z réwnan Lagrange’a. Dopdki uznajemy wqg i €y za stale,
otrzymywac bedziemy perurbacje wiekowe mnozone przez sinus lub cosinus tych
katow. Jednak ten typ perturbacji jest w istocie niczym wiecej, jak wynikiem
zbyt uproszczonego modelu wyjsciowego ruchu. Gdybys$my od poczatku przyjeli,
ze wo 1 Qo sa wolnozmiennymi, liniowymi funkcjami czasu, to catkujac (8.19)
otrzymamy

E" = F(ao, e, Io)

cos (kwy + m€yp), (8.20)

F(ao, eo, 1) Aokm

g = .
kwo + mQO

cos (kwo + mQyp),
dla mimosrodu i nachylenia. Sa to tak zwane perturbacje dlugookresowe.

Maja one charakter okresowy, gdyz wo i {29 sa liniowo zmienne w czasie, lecz
ich okres jest znacznie dtuzszy niz okres obiegu 27 /n, poniewaz zmiennosé tych
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katow wynika tylko z domy$lnie stabych perturbacji. Zauwazmy, ze skoro cze-
stotliwosci w mianowniku sa znacznie mniejsze niz ruch $redni, to amplituda
perturbacji dtugookresowych powinna by¢ znacznie wieksza niz dla perturbacji
krétkookresowych.

Podsumowujac, w typowych sytuacjach zaburzenia potencjalnego mamy:

e perturbacje krotkookresowe w a,
e perturbacje krétkookresowe i dtugookresowe w e, I,
e perturbacje krétkookresowe, dtugookresowe i wiekowe w 2, w, M.

W przypadku zaburzen niepotencjalnych, zwigzanych z rozpraszaniem energii
(np. przez opdr osrodka), perturbacje wiekowe moga wystapi¢ we wszystkich
elementach oskulacyjnych.
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Dodatek A

Efemeryda keplerowska

Efemeryda nazywamy w astronomii przewidywane teoretycznie wartosci poto-
zenia lub polozenia i predkos$ci pewnego ciata niebieskiego. Jesli uzyjemy do
takiego przewidywania wzoréw zagadnienia dwoéch cial, to otrzymujemy efe-
meryde keplerowska tego ciata. Efemeryde keplerowska na dowolny moment
czasu t obliczamy na podstawie podanych elementéw orbity wraz z ich epoka
poczatkowa g lub ¢, oraz przyjmujac znang warto§¢ parametru grawitacyjnego
= k% (my +ms).

W przypadku typowym, gdy z elementéw wynika, ze orbita nie jest zdege-
nerowana, postepujemy wedlug podanego nizej algorytmu.

1. Okreslamy typ orbity (elipsa, parabola czy hiperbola) na podstawie poda-

nych wartosci mimosrodu e i poélosi a lub odleglosci perycentrum ¢ (albo
parametru p).

2. Jegli orbita jest eliptyczna lub hiperboliczna, a nie znamy pétosi a, to
wyliczamy ja wzorem

1—e?| |J1—¢|

a

Dla orbity parabolicznej wyliczamy p = 2 ¢ lub ¢ = p/2, zaleznie od tego,
ktory element zostat podany.

3. Wyznaczamy ruch $redni n z odpowiedniej postaci III prawa Keplera:

n = %, dla elipsy lub hiperboli,
Va
n=, /%, dla paraboli.
p

4. Obliczamy warto$¢ anomalii Sredniej M dla epoki ¢, korzystajac z wzoru
M=n({t—-t,)=n(t—1ty) + Mp.

Dla orbity eliptycznej normalizujemy M do zakresu 0 < M < 2.
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5. Obliczamy warto$¢ anomalii mimosrodowej F lub zmiennej D rozwiazujac

e rownanie Keplera dla elipsy M = E —esin F,
e rownanie Keplera dla hiperboli M = esinh £ — FE,

e lub réwnanie Barkera dla paraboli M = § D%+ 1 D.
Metoda iteracji prostych dla elipsy:
Ejt1 =M +esinEj.
Metoda Newtona dla hiperboli:

M+ E; — esinh E;
ecosh By — 1

Ejpn=E;j+
Wzor §cisty dla paraboli:

1— 2
D="""" g¢dzic o= <\/1+9M2—3M> .
ag

ol

6. Wyliczamy anomalie prawdziwa f = 2arctg ®, gdzie

}fi tg 2, dla elipsy,
©=9 \/<Ltgh £, dla hiperboli,
D, dla paraboli.
7. Wyznaczamy odleglosé
_ p
" 1T ecos f’

oraz wartosci wspotrzednych £,n oraz predkosci 5,7'7 W perycentrycznym
uktadzie orbitalnym

& = rcosf,
n = rsinf,

é = _\/ﬁSinf7
p
\/g (cosf+e).

8. Transformujemy wektory polozenia rg,c = (¢,1,0)T i predkosci Vene =
(£,7,0)T do przyjetego uktadu wspohzednych wykorzystujac argument
perycentrum w, nachylenie I oraz dlugos¢ wezta wstepujacego :

.
|

rpy: = NTepe,  Voye = Nvgye,
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gdzie
N = Rg(—Q)Rl(—I)R3(—OJ).

W postaci jawnej

Ni1 = cosw cos§2 —cosl sinw sin €2,
Ny = —sinw cos€) —cosl cosw sin ),
No1 = cosw sin€) + cos [ sinw cos (),
Nos = —sinw sin§2 + cosI cosw cos 2,
N31 = sinl sinw,

N3y = sinl cosw.

Trzecia kolumna macierzy N jest nieistotna.

W ten sposéb otrzymujemy r i v w przyjetym uktadzie wspoétrzednych dla do-
wolnego momentu czasu t.
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Dodatek B

Elementy orbity z wektoréw
polozenia 1 predkosci

Jak z podanego wektora polozenia r i wektora predkosci v w danej epoce t
wyliczy¢ elementy keplerowskie orbity 7 Zakladamy przy tym, ze znane sa
masy obu cial, a wiec parametr grawitacyjny p przyjmujemy jako wiadomy.
Dla uproszczenia zapisu, wszystkie wektory utozsamiamy z ich wspoélrzednymi
w uktadzie Ozyz, wiec r oznacza ryy. itd.

1. Ze wspolrzednych wektoréow r i v wyliczamy odlegtosé r i predkosé catko-
witg v

r=vVr-r=va2+y2+22, v=+v -v=+22+792+ 32

2. Wyliczamy wartosci stalych ruchu h, G i e z definicji calek sity zywej

1 %
he = (3242432 F
5 (&% + 9 + 27) o
pol
G Yyi—zy
G=rxv= Go = 2L —x2
Gs TY—yxT
i Laplace’a
)G — 2G T
G €1 1 YyGs 2 1
e=22" T _ e | == 2Gi—2Gs | —=1| vy
K r €3 K i‘GQ—yGl " z

3. Jesli h # 0, wyliczmy po6tos wielka lub rzeczywista a

_
2|h|

a
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Jesli zag h = 0, to wyliczamy semilatus paraboli
p=(Gi+G3+G3)/p.
. Mimo$rod orbity znajdujemy jako dlugosé wektora Laplace’a

e=+Ve-e= /el +e3+ el

. Jesli G # 0, to nachylenie orbity I wyliczamy ze wspotrzednych wektora

G
/72 2
c:cosfz%, szsin[z%7

po czym stosujemy funkcje arccos lub arcsin. Mozna takze zastosowaé
wzoér dla tangensa polowy kata i wyliczaé

VG + G3 G—Gs
~——= =2arctg —————.
G+ Gs VGI+G3

Konkretna posta¢ wzoru wybieramy tak, aby uzyska¢ optymalna doktad-
no$¢ wyniku.

I = 2arctg

. Jesli otrzymalismy warto$¢ I # 0 oraz I # m, to mozemy wyznaczy¢
dhugosc wezta wstepujacego. Poniewaz
G1 G2
sinQ) = — cos) = ———
Gs’ Gs’
z wzoru na tangens polowy kata mozemy otrzymagd

G s+ G G
Q =2arctg ———— = 2arctg ———.
SeD $Gs— Gy
. Argument perycentrum mozna wyznaczy¢ jezeli s # 01 e # 0. Z definicji
e mamy wtedy
e3 = es sinw,

Cosinus argumentu perycentrum znajdziemy postugujac sie dodatkowym
wektorem G x e. Jego rzut na o§ Oz daje

Gies —Goep = Ges cosw.

A zatem
. e3 Giey —Gaer
sinw=—, cosw=—r—.
es Ges
Korzystajac z wzoru dla tangensa potowy kata otrzymujemy (podstawia-
jac za sinw i cosw prawe strony podanych wyzej rownan)

1 —cosw sinw
w = 2arctg —— = 2 arctg

sin w 14 cosw’
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8. Jesli e # 0, mozemy przystapi¢ do poszukiwania anomalii $redniej epoki
t. W tym celu zaczynamy od znalezienia anomalii prawdziwej

cosf:—e.r Sinf:7G-(e><r)7
er Ger

a nastepnie
l—cosf  sinf
sinf  1+cosf’
wybierajac wariant o lepszej dokladnos$ci numerycznej. Dla orbit hiper-
bolicznych lub eliptycznych

D=

f=2arctg D.

9. W zaleznosci od typu orbity wyliczamy anomalie Sredniag M danej epoki
t nastepujaco:

e Ruch eliptyczny: Znajdujemy anomalie mimosrodowa

1—
E:2arctg< 1+6D>,
e

po czym korzystamy z rownania Keplera M = E — esin F.

e Ruch hiperboliczny: Anomalie mimosrodowg otrzymujemy z wzoru

-1 1 Dve? —1
E =2Artgh £ op)l=m tet ¢ .
e 14+e—Dve2—1

+1
Nastepnie korzystamy z réwnania Keplera M = esinh E — F.

e Ruch paraboliczny: Rownanie Barkera dostarcza nam bezposred-

nio D2 D
M=% +1) =
(53

10. Jezeli chcemy znalezé moment przejScia przez perycentrum tak, aby szo-
stym elementem byta anomalia $rednia epoki ¢, réwna 0, to wyliczamy
ruch sredni n = \/pu/a3 dla elipsy i hiperboli lub n = /u/p3 dla paraboli
i stosujemy wzOr

M

tp:t—;

Jezeli za$ chcemy wyliczy¢ anomalie §rednia My dla epoki ¢g # ¢, to

M0:M+n(t0—t).

W ten sposéb skompletowalismy sze$¢ elementéw kelperowskich orbity. W przy-
padkach szczegoblnych, gdy e = 0 lub s = 0, algorytm mozna tatwo zmodyfikowaé
aby postuzyl do wyliczenia elementéw nieosobliwych.
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