
WYK�AD 24
Metody analityczne: rachunek zaburze« dla równa« algebraicznych i

przest¦pnych.

Poszukiwa¢ b¦dziemy pierwiastka y równania

f(y; ε) = 0. (5.24)

Bez utraty ogólno±ci mo»na przyj¡¢, »e równanie ma posta¢

f(y; ε) =
∞∑

k=0

εkfk(y) = 0. (5.25)

Aby mo»na byªo zastosowa¢ rachunek zaburze«, podstawienie ε = 0 do (5.24)
powinno prowadzi¢ do rozwi¡zywalnego równania niezaburzonego

f0(y) ≡ f(y; 0) = 0. (5.26)

Rozwi¡zanie (5.26) oznaczamy przez x.

Kolejne kroki rachunku zaburze«:
Niech �stara� zmienna y b¦dzie funkcj¡ x i maªego parametru ε.

1. Zakªadamy dla transformacji y(x; ε) → x posta¢ obci¦tego szeregu

y(x; ε) = x + εΦ1(x) + ε2 Φ2(x) + . . . + εN ΦN (x), (5.27)

co oznacza, »e prowadzimy rachunek zaburze« N -tego rz¦du, czyli poszu-
kujemy rozwi¡zania (5.24) z bª¦dem O(εN+1).

2. Wykonujemy �zªo»enie sko±ne�, czyli podstawiamy zaªo»on¡ posta¢ trans-
formacji (5.27) do równania (5.25)

f(x +
∑

k≥1

εkΦk(x); ε) = 0

i rozwijamy lew¡ stron¦ do postaci szeregu pot¦gowego

g0 + ε g1 + ε2 g2 + . . . + εN gN = 0 (5.28)

z dokªadno±ci¡ tak¡ jak (5.27) a wi¦c a» do O(εN ) wª¡cznie.

3. Celem rachunku zaburze« jest znalezienie takiej transformacji y → x, aby
w wyniku zªo»enia sko±nego otrzyma¢ wszystkie funkcje gk = 0, gdy»
wtedy równanie (5.28) zostanie sprowadzone do rowi¡zywalnej postaci
g0(x) = 0. W tym celu musimy rozwi¡za¢ ukªad równa«

gk(x, Φ1, . . . , Φk) = 0, (5.30)



wyznaczaj¡c funkcje Φk(x). Dzi¦ki specy�ce ukªadu (5.30) zadanie jest
proste, gdy» je±li zaczniemy od k = 1 i wyznaczymy Φ1(x) a nast¦pnie
przejdziemy do k = 2 by wyznaczy¢ Φ2(x) i tak dalej, to ka»de nast¦pne
równanie gk = 0 b¦dzie zawieraªo jedn¡ tylko funkcj¦ niewiadom¡ Φk i
k − 1 funkcji znanych z poprzednich kroków.

4. Gdy ju» dojdziemy do ΦN (x), wstawiamy wszystkie funkcje do wzoru
(5.27) który staje si¦ rozwi¡zaniem zaburzonym naszego problemu z bª¦-
dem O(εN+1).

Rachunek zaburze« dla równa« algebraicznych wymaga drobnej mody�kacji
je»eli x jest pierwiastkiem wielokrotnym równania f0(x) = 0. Przypomnijmy,
»e x nazywamy pierwiastkiem n-krotnym je±li

f0(x) = f ′0(x) = . . . = f
(n−1)
0 (x) = 0.

W takim przypadku nale»y zamiast (5.27) posªu»y¢ si¦ transformacj¡

y(x; ε) = x + ε1/n Φ1(x) + ε2/n Φ2(x) + . . . (5.31)

�WICZENIA

Zadanie 23.1 Zaprogramuj w pakiecie MuPad rozwi¡zywanie równania Ke-
plera metod¡ rachunku zaburze« dowolnie ustalonego rz¦du. Sprowad¹ wynik
do postaci wielomianu trygonometrycznego.

Zadanie 23.2 Korzystaj¡c z pakietu MuPad, wyprowad¹ podane na wykªa-
dzie szeregi dla poªo»enia punktów Lagrange'a L1 (3.24), L2 (3.26) i L3 (3.28).
W tym celu rozwi¡» metod¡ rachunku zaburze« równania

L1 : x− 1− µ

(x + µ)2
+

µ

(x− 1 + µ)2
= 0,

L2 : x− 1− µ

(x + µ)2
− µ

(x− 1 + µ)2
= 0,

L3 : x +
1− µ

(x + µ)2
+

µ

(x− 1 + µ)2
= 0.

W obydwu zadaniach warto wykorzysta¢ p¦tl¦ for oraz funkcj¦ assign.


