WYKLEAD 24
Metody analityczne: rachunek zaburzen dla ré6wnan algebraicznych i
przestepnych.

Poszukiwaé bedziemy pierwiastka y rownania

fly; €) =0. (5.24)

Bez utraty ogélnosci mozna przyjaé, ze rownanie ma postac
o0
Flyse) = e fuly) = 0. (5.25)
k=0

Aby mozna bylo zastosowaé¢ rachunek zaburzen, podstawienie € = 0 do (5.24)
powinno prowadzi¢ do rozwiazywalnego réwnania niezaburzonego

foly) = f(y; 0) = 0. (5.26)

Rozwiazanie (5.26) oznaczamy przez x.

Kolejne kroki rachunku zaburzen:
Niech ,stara” zmienna y bedzie funkcja x i maltego parametru €.

1. Zakladamy dla transformacji y(x;e) — x posta¢ obcietego szeregu
y(x;e) = x4 e @y (x) 4+ &% O (x) + ... + N D (), (5.27)

co oznacza, ze prowadzimy rachunek zaburzen N-tego rzedu, czyli poszu-
kujemy rozwiazania (5.24) z btedem O(eV+1).

2. Wykonujemy ,ztozenie skosne”, czyli podstawiamy zalozona postaé trans-
formacji (5.27) do réwnania (5.25)

flz+ Z&kq)k(x); e)=0

k>1
i rozwijamy lewa strone do postaci szeregu potegowego
go+egr+etgr+...+eVgy =0 (5.28)
z dokladnoscia taka jak (5.27) a wiec az do O(e"V) wlacznie.

3. Celem rachunku zaburzen jest znalezienie takiej transformacji y — x, aby
w wyniku zlozenia skos$nego otrzymaé wszystkie funkcje gr = 0, gdyz
wtedy rownanie (5.28) zostanie sprowadzone do rowiazywalnej postaci
go(z) = 0. W tym celu musimy rozwigza¢ uktad réwnan

gk(l’,q)l,...,q)k) :0, (530)



wyznaczajac funkcje @ (z). Dzieki specyfice uktadu (5.30) zadanie jest
proste, gdyz jedli zaczniemy od k = 1 i wyznaczymy ®;(x) a nastepnie
przejdziemy do k = 2 by wyznaczy¢ ®2(x) 1 tak dalej, to kazde nastepne
rownanie gr = 0 bedzie zawierato jedna tylko funkcje niewiadoma @ i
k — 1 funkcji znanych z poprzednich krokéw.

4. Gdy juz dojdziemy do ®y(z), wstawiamy wszystkie funkcje do wzoru
(5.27) ktory staje sie rozwigzaniem zaburzonym naszego problemu z ble-
dem O(eV+1).

Rachunek zaburzeri dla rownan algebraicznych wymaga drobnej modyfikacji
jezeli x jest pierwiastkiem wielokrotnym rownania fo(z) = 0. Przypomnijmy,
ze x nazywamy pierwiastkiem n-krotnym jesli

folz) = fo(z) = ... = f{" V(z) = 0.
W takim przypadku nalezy zamiast (5.27) postuzyé¢ sie transformacja

y(z;e) =x + e/ ®y(x) + ¥ Dy(x) + ... (5.31)

CWICZENIA

Zadanie 23.1 Zaprogramuj w pakiecie MuPad rozwiazywanie réwnania Ke-
plera metoda rachunku zaburzenn dowolnie ustalonego rzedu. Sprowadz wynik
do postaci wielomianu trygonometrycznego.

Zadanie 23.2 Korzystajac z pakietu MuPad, wyprowadZ podane na wykta-
dzie szeregi dla polozenia punktow Lagrange’a L; (3.24), Ly (3.26) i L (3.28).
W tym celu rozwiaz metoda rachunku zaburzeil réwnania

L—p P

Li: x-— + = 0,
' (@+p)?  (r—1+np)?

L—p I
Lo: x— — = 0,
? (@+p)?  (z—1+p)?

1—
Ls: T+ K + K =

@+n?  @—1tpp?

W obydwu zadaniach warto wykorzystaé petle for oraz funkcje assign.



