WYKEAD 19
Metody numeryczne: aproksymacja, metoda Eulera

4.1 Aproksymacja Hermite’a, Lagrange’a i Tay-
lora

Niech a <z <b. W przedziale tym wybieramy m + 1 punktéw
x; € {xo, T1, ... Tm },
ktore nazywacé bedziemy weztami. Wprowadzmy teraz dowolng funkcje
f:xz—f(x) :[a,b] = R.
W kazdym wezle posiadamy pewna informacje na temat wartosci funkcji
fla) = fi = 1,

oraz jej pochodnych az do rzedu n:

ﬁ o d"f )
R = I

Ogodlnym zagadnieniem aproksymacji Hermite’a nazywaé¢ bedziemy kon-
struowanie wielomianu W (z), zwanego dalej wielomianem aproksymacyjnym,
ktory spetni (m + 1) x (n + 1) réwnan warunkowych

WD) =f9, i=o0,...,m; j=0,...,n (4.1)

Ogolna postaé¢ wielomianu stopnia N to

N
Wy (z) = Z ay z". (4.2)
k=0

Posiada on N + 1 wspoéltczynnikéw ayr. Na podstawie liczby réwnan warunko-
wych (4.1) stwierdzamy, ze wielomian aproksymacyjny W (x) bedzie wielomia-
nem stopnia

N=(m+1)x(n+1) -1,

posiadajacym N+1 wspotczynnikéw ag otrzymywanych jako rozwigzanie uktadu
N + 1 réwnan liniowych (4.1).

Skostruowany na podstawie rownan warunkowych (4.1) wielomian Wy (x)
moze postuzyé do obliczenia przyblizonych wartosci funkcji f(z) i jej pochod-
nych poza wezlami. Oznaczamy to symbolicznie jako

f(z) ~ Wn(x). (4.3)



Bledem aproksymacji nazywamy roznice
o3 (@) = F(2) — Wi (2)dx (2) ~ Wi (). (4.4)

Jesli funkcje f(x) aproksymujemy pomiedzy weztami, tzn. na przedziale
[0, T ], mOWimy o zagadnieniu interpolacji a wielomian aproksymacyjny Wy ()
nazywamy wielomianem interpolacyjnym. Gdy aproksymujemy poza przedzia-
tem wezlow, tzn. dla z € [a,20) U (Zm,b], méwimy o zagadnieniu ekstrapolacji
i wielomian Wy (z) nazywamy ekstrapolacyjnym.

4.1.1 Ekstrapolacja Taylora

Wielomian ekstrapolacyjny Taylora, konstruowany na podstawie informacji o
funkcji f(z) w wezle xg, to suma czesciowa szeregu Taylora

N x—x0)k [dF f(x N pk) hk
k=0 T=mo

k=0

gdzie h = x — 9. Blad ekstrapolacji szacujemy na podstawie wzoru dla reszty

wielomianu Taylora

JOIEE) v
(N+1)! ’

gdzie {(x) jest nieznang liczba z zakresu 29 < £ < x gdy h >0, lub 2 < ¢ < xg

gdy h < 0.

on(z) = (4.6)

4.1.2 Aproksymacja Lagrange’a

Aproksymacja Lagrange’a wykorzystuje jedynie informacje o warto$ciach funkcji
fi = f(z;), a wiec dla m + 1 weztéw x; konstruujemy wielomian interpolacyjny
W, (x) stopnia m na podstawie rownan warunkowych (4.1) zredukowanych do

Wielomian interpolacyjny Lagrange’a w postaci Lagrange’a

m m

Wale) =Y fi [ =—2. (4.8)

=0 =0zt T
Btad aproksymacji Lagrange’a

f(m+1

om(z) = H T — ;). (4.12)

m—|—1

Jesli mamy mozliwoéé wyboru wezléw dla aproksymacji Lagrange’a, to mo-
zemy przyjaé¢ wezty réwnoodlegte lub wezty specjalne.



Wezty rownoodlegte prowadza do uproszczenia postaci wzoréw, gdyz zada-
jemy je poprzez wezet poczatkowy g i krok h

xj=x0+jh, j=0,...,m. (4.13)

Dla dostatecznie matego kroku mozemy wtedy, na podstawie rownania (4.12)
oszacowacl
O o< BT (4.14)

4.2 Klasyczne metody catkowania numerycznego

Pojecie catkowania numerycznego jest cokolwiek dwuznaczne. Pod ta nazwa
spotykamy

1. Rozwiazywanie zagadnienia Cauchy dla uktadu réwnan rézniczkowych
zwyczajnych rzedu N ( gdzie y, f € RY)

W~ fya),

y(ro) = Yo-

(4.15)

na interwale = € [xg, 21| zwanym przedzialem calkowania.

2. Kwadratury numeryczne czyli obliczanie wartosci calki oznaczonej funkcji
jednej zmiennej

z1
Y= / f(z) da. (4.16)
Zo
Warto zauwazy¢, ze kwadratury numeryczne (4.16) sa w istocie szczegdlnym
przypadkiem zagadnienia Cauchy’ego (4.15), gdzie N =11

dy

%:f(x), yo = 0.

4.2.1 Metoda Eulera

Metoda Eulera to przyblizanie rzeczywistego rozwiazania y(z) wzorem

Y1 = Yo +h F(Yo, z0)- (4.17)
Wzoér ten jest obarczony podwdjnym bledem lokalnym
ly —will =01+ A,
w ktorego sklad wchodza

1. blad obciecia
(51 X h2,

wynikajacy z uzycia wielomianu aproksymacyjnego Wi (z) posiadajacego
blad rzedu h*+1,



2. blad zaokraglenia
A x e,

wynikajacy z prowadzenia obliczen przy uzyciu skoniczonej ilosci cyfr zna-
czacych. Wielko§é € oznacza tu rzad wielkosci odpowiadajacy ostatniej
dokladnej cyfrze znaczacej obliczeri (typowo 107! dla o$miobajtowych
zmiennych komputera).

Metode Eulera nazywamy metoda pierwszego rzedu, gdyz jej lokalny btad
obciecia jest proporcjonalny do kwadratu dtugosci kroku catkowania h. Kazda
metode numeryczng nazywamy metoda k-tego rzedu jesli jej lokalny btad ob-
ciecia jest proporcjonalny do h**1,

Wzor (4.17) definiuje nam integrator Eulera. Termin jintegrator” pojawia
sie w dwoch znaczeniach. Moze on oznaczaé odwzorowanie

(I)h Yy — yl(yOa h)v (418)

gdzie y, jest zdefiniowane okreslonym wzorem calkowania numerycznego (np.
wzorem (4.17) dla integratora Eulera). Integratorem mozemy réwniez nazywaé
program komputerowy relizujacy catkowanie numeryczne przy uzyciu okreslonej
metody.

Interwal catkowania H jest zazwyczaj na tyle duzy, ze wymaga rozbicia na
m podprzedzialéow o mniejszej dtugosci kroku catkowania. W praktyce, kazdy
integrator ®;, stosowany jest rekurencyjnie. Zalézmy dla uproszczenia, ze prze-
dzial catkowania H zostal podzielony na m réwnych czesci, tzn. H = mh.
W takiej sytuacji przyblizenie dla y,, ~ y(xg + H) otrzymujemy jako wynik
m-krotnego zlozenia integratora FEulera

Ym = P4 (Yo) = Pn(- . Pn(Pnlyo)) - - )-

Innymi stowy, tworzymy ciag wartosci

Y = y0+hf(y0,$0),
Yo = y1+hf(y1,$0+h),
Ym = Yp1 Tt h f(ym—h o + (m - 1) h’)

Kazdy krok integratora produkuje wartosci y, obarczone bledem lokalnym.
Przyjmijmy jako oszacowanie, ze bledy lokalne ulegaja linowej akumulacji pod-
czas catkowania. W takim razie, blad globalny F,,, = ||y(zo+H)—y,,|| powinien
by¢ (ale nie zawsze jest ...) réwny sumie m bledéw lokalnych

En =m (6 +A).

Niech §; = a1 h?, A = ay ¢; wtedy, po podstawieniu m = H/h, otrzymamy

En=H (a1h+0%€). (4.19)



btad catkowity

D h

Rysunek 4.4: Blad globalny metody Eulera jako suma bledu obciecia i btedu
zaokraglenia.

Wzor ten przedstawia oszacowanie bledu globalnego pochodzacego z dwdch zro-
det. Btlad obciecia jest tym mniejszy, im mniejszy jest krok catkowania h. Nie
mozna jednak skraca¢ kroku catkowania bezkarnie, gdyz po przekroczeniu pew-
nej granicy zwanej krokiem optymalnym, dochodzi do glosu btad zaokraglenia
(Rys. 4.4).

Zauwazmy takze, ze globalny blad obciecia jest proporcjonalny do pierwszej
potegi h a nie do potegi drugiej. W ogélnosci, dla integratora k-tego rzedu btad
globalny bedzie mial postaé

En =H (a1 h* +aze/h).

CWICZENIA
Zadanie 19.1 Rozpatrz funkcje f(z) = sinx na przedziale 0 < = < 7.

1. Skonstruuj wielomiany interpolacyjne Lagrange’a dla 2,4,8 i 10 wezlow
rownoodleglych na zadanym przedziale (zg = 0, z,, = 7). Uzyj wzoru
(4.8) i porownaj wynik z otrzymanym przy uzyciu funkcji interpolate
pakietu MuPad. Wykresl bledy interpolacji na przedziale 0 < z < 7 i
sformutuj wnioski na temat ich zachowania.



2. Dla dwoch weztow (zg = 0, 1 = m) skonstruuj wielomiany aproksyma-
cyjne Hermite’a tych samych stopni, co w punkcie 1, wykorzystujac odpo-
wiednig liczbe pochodnych w obu weztach. W tym celu rozwiaz réwnania
warunkowe (4.1) korzystajac z funkcji linsolve. Por6éwnaj zachowanie
bledu z poprzednim przypadkiem.

3. Skonstruuj wielomiany ekstrapolacyjne Taylora tych samych stopni, co w
punktach 1 i 2 wykorzystujac wezet o = 5. Mozna skorzystac z funkcji
taylor. Poréwnaj zachowanie btedu z poprzednimi przypadkami.

Zadanie 19.2 Wyprowadz wzory réznicowe dla pierwszej i drugiej pochodnej
dowolnej funkeji f(z) rozniczkujac wielomian interpolacyjny Lagrange’a:

1. Dla dwoch weztow xg i 1 = x9 + h podaj wzory przyblizajace f} i fi,
zwane odpowiednio ilorazem réznicowym przednim i wstecznym. Od kté-
rej potegi h zalezy blad tych wzoréw ?

2. Dla trzech weztéw xg, x1 = xo+h, 9 = 29+ 2h podaj wzory przyblizajace
1o, 11, fhoraz f, f1, f4. Poréwnayj ich bledy i uzasadnij przewage wzorow
dla f] oraz f{' (ilorazéw symetrycznych) nad pozostatymi.

3. Dla przyktadowej funkcji f(z) = sinz i wezla 2o = 0 o znanej pochodnej
i = 1 sporzad?z wykres bledu aproksymacji tej pochodnej ilorazem réz-
nicowym przednim & w zaleznosci od przyrostu h. Na osi poziomej odl6z
log,, b a na pionowej logyq |9

4. Sporzadz podobny jak w punkcie 3 wykres dla pierwszej pochodnej wylicz-
nej ilorazem symetrycznym na wezle 1 = 0, gdy o = x1—h az2 = 21+h.

Zadanie 19.3 Zaprogramuj w pakiecie MuPad integrator Eulera, czyli funkcje
Eulint(h,y0,f), ktora na podstawie warunkéw poczatkowych yg przestanych
w wektorze yO zwraca wektor y; wyliczony wzorem (4.17), gdzie £ jest funkcja
wyliczajaca wektor prawych stron rownan ruchu ¢y’ = f(y) niezaleznych jawnie
od czasu. Zastosuj go do przyblizonego rozwigzania réwnarn ruchu oscylatora

harmonicznego
!l Y2 . _ Yl
y—(_n), gdzie y—<Y2 ;

z warunkami poczatkowymi y, = (0,1)T. Zbadaj ruch na interwale H = 2,
stosujac rozne kroki catkowania h. (Uwaga: rozwiazaniem dokladnym jest Y7 =
sinz, Yy = cosx).



