
WYK�AD 19
Metody numeryczne: aproksymacja, metoda Eulera

4.1 Aproksymacja Hermite'a, Lagrange'a i Tay-
lora

Niech a ≤ x ≤ b. W przedziale tym wybieramy m + 1 punktów

xi ∈ {x0, x1, . . . xm} ,

które nazywa¢ b¦dziemy w¦zªami. Wprowad¹my teraz dowoln¡ funkcj¦

f : x → f(x) : [a, b] → R.

W ka»dym w¦¹le posiadamy pewn¡ informacj¦ na temat warto±ci funkcji

f(xi) = fi = f
(0)
i ,

oraz jej pochodnych a» do rz¦du n:
[

df

dx

]

x=xi

= f ′i , . . .

[
dnf

dxn

]

x=xi

= f
(n)
i .

Ogólnym zagadnieniem aproksymacji Hermite'a nazywa¢ b¦dziemy kon-
struowanie wielomianu W (x), zwanego dalej wielomianem aproksymacyjnym,
który speªni (m + 1)× (n + 1) równa« warunkowych

W (j)(xi) = f
(j)
i , i = 0, . . . , m; j = 0, . . . , n. (4.1)

Ogólna posta¢ wielomianu stopnia N to

WN (x) =
N∑

k=0

ak xk. (4.2)

Posiada on N + 1 wspóªczynników ak. Na podstawie liczby równa« warunko-
wych (4.1) stwierdzamy, »e wielomian aproksymacyjny W (x) b¦dzie wielomia-
nem stopnia

N = (m + 1)× (n + 1)− 1,

posiadaj¡cym N+1 wspóªczynników ak otrzymywanych jako rozwi¡zanie ukªadu
N + 1 równa« liniowych (4.1).

Skostruowany na podstawie równa« warunkowych (4.1) wielomian WN (x)
mo»e posªu»y¢ do obliczenia przybli»onych warto±ci funkcji f(x) i jej pochod-
nych poza w¦zªami. Oznaczamy to symbolicznie jako

f(x) ∼ WN (x). (4.3)



Bª¦dem aproksymacji nazywamy ró»nic¦

δN (x) = f(x)−WN (x)δN (x) ∼ WN+1(x). (4.4)

Je±li funkcj¦ f(x) aproksymujemy pomi¦dzy w¦zªami, tzn. na przedziale
[x0, xm], mówimy o zagadnieniu interpolacji a wielomian aproksymacyjny WN (x)
nazywamy wielomianem interpolacyjnym. Gdy aproksymujemy poza przedzia-
ªem w¦zªów, tzn. dla x ∈ [a, x0) ∪ (xm, b], mówimy o zagadnieniu ekstrapolacji
i wielomian WN (x) nazywamy ekstrapolacyjnym.

4.1.1 Ekstrapolacja Taylora
Wielomian ekstrapolacyjny Taylora, konstruowany na podstawie informacji o
funkcji f(x) w w¦¹le x0, to suma cz¦±ciowa szeregu Taylora

WN (x) =
N∑

k=0

(x− x0)k

k!

[
dkf(x)

dxk

]

x=x0

=
N∑

k=0

f
(k)
0 hk

k!
, (4.5)

gdzie h = x− x0. Bª¡d ekstrapolacji szacujemy na podstawie wzoru dla reszty
wielomianu Taylora

δN (x) =
f (N+1)(ξ(x))

(N + 1)!
hN+1, (4.6)

gdzie ξ(x) jest nieznan¡ liczb¡ z zakresu x0 ≤ ξ ≤ x gdy h > 0, lub x ≤ ξ ≤ x0

gdy h < 0.

4.1.2 Aproksymacja Lagrange'a
Aproksymacja Lagrange'a wykorzystuje jedynie informacje o warto±ciach funkcji
fi = f(xi), a wi¦c dla m + 1 w¦zªów xi konstruujemy wielomian interpolacyjny
Wm(x) stopnia m na podstawie równa« warunkowych (4.1) zredukowanych do

Wm(xi) = fi, i = 0, . . . , m. (4.7)

Wielomian interpolacyjny Lagrange'a w postaci Lagrange'a

Wm(x) =
m∑

i=0

fi

m∏

j=0, j 6=i

x− xj

xi − xj
. (4.8)

Bª¡d aproksymacji Lagrange'a

δm(x) =
f (m+1)(ξ(x))

(m + 1)!

m∏

j=0

(x− xj). (4.12)

Je±li mamy mo»liwo±¢ wyboru w¦zªów dla aproksymacji Lagrange'a, to mo-
»emy przyj¡¢ w¦zªy równoodlegªe lub w¦zªy specjalne.



W¦zªy równoodlegªe prowadz¡ do uproszczenia postaci wzorów, gdy» zada-
jemy je poprzez w¦zeª pocz¡tkowy x0 i krok h

xj = x0 + j h, j = 0, . . . , m. (4.13)

Dla dostatecznie maªego kroku mo»emy wtedy, na podstawie równania (4.12)
oszacowa¢

δm ∝ hm+1. (4.14)

4.2 Klasyczne metody caªkowania numerycznego
Poj¦cie caªkowania numerycznego jest cokolwiek dwuznaczne. Pod t¡ nazw¡
spotykamy

1. Rozwi¡zywanie zagadnienia Cauchy dla ukªadu równa« ró»niczkowych
zwyczajnych rz¦du N ( gdzie y,f ∈ RN )





dy
dx

= f(y, x),

y(x0) = y0.
(4.15)

na interwale x ∈ [x0, x1 ] zwanym przedziaªem caªkowania.

2. Kwadratury numeryczne czyli obliczanie warto±ci caªki oznaczonej funkcji
jednej zmiennej

y =
∫ x1

x0

f(x) dx. (4.16)

Warto zauwa»y¢, »e kwadratury numeryczne (4.16) s¡ w istocie szczególnym
przypadkiem zagadnienia Cauchy'ego (4.15), gdzie N = 1 i

dy

dx
= f(x), y0 = 0.

4.2.1 Metoda Eulera
Metoda Eulera to przybli»anie rzeczywistego rozwi¡zania y(x) wzorem

y1 = y0 + hf(y0, x0). (4.17)

Wzór ten jest obarczony podwójnym bª¦dem lokalnym

||y − y1|| = δ1 + ∆,

w którego skªad wchodz¡

1. bª¡d obci¦cia
δ1 ∝ h2,

wynikaj¡cy z u»ycia wielomianu aproksymacyjnego Wk(x) posiadaj¡cego
bª¡d rz¦du hk+1,



2. bª¡d zaokr¡glenia
∆ ∝ ε,

wynikaj¡cy z prowadzenia oblicze« przy u»yciu sko«czonej ilo±ci cyfr zna-
cz¡cych. Wielko±¢ ε oznacza tu rz¡d wielko±ci odpowiadaj¡cy ostatniej
dokªadnej cyfrze znacz¡cej oblicze« (typowo 10−14 dla o±miobajtowych
zmiennych komputera).

Metod¦ Eulera nazywamy metod¡ pierwszego rz¦du, gdy» jej lokalny bª¡d
obci¦cia jest proporcjonalny do kwadratu dªugo±ci kroku caªkowania h. Ka»d¡
metod¦ numeryczn¡ nazywamy metod¡ k-tego rz¦du je±li jej lokalny bª¡d ob-
ci¦cia jest proporcjonalny do hk+1.

Wzór (4.17) de�niuje nam integrator Eulera. Termin �integrator� pojawia
si¦ w dwóch znaczeniach. Mo»e on oznacza¢ odwzorowanie

Φh : y0 → y1(y0, h), (4.18)

gdzie y1 jest zde�niowane okre±lonym wzorem caªkowania numerycznego (np.
wzorem (4.17) dla integratora Eulera). Integratorem mo»emy równie» nazywa¢
program komputerowy relizuj¡cy caªkowanie numeryczne przy u»yciu okre±lonej
metody.

Interwaª caªkowania H jest zazwyczaj na tyle du»y, »e wymaga rozbicia na
m podprzedziaªów o mniejszej dªugo±ci kroku caªkowania. W praktyce, ka»dy
integrator Φh stosowany jest rekurencyjnie. Zaªó»my dla uproszczenia, »e prze-
dziaª caªkowania H zostaª podzielony na m równych cz¦±ci, tzn. H = mh.
W takiej sytuacji przybli»enie dla ym ∼ y(x0 + H) otrzymujemy jako wynik
m-krotnego zªo»enia integratora Eulera

ym = Φm
h (y0) = Φh(. . . Φh(Φh(y0)) . . .).

Innymi sªowy, tworzymy ci¡g warto±ci

y1 = y0 + h f(y0, x0),
y2 = y1 + h f(y1, x0 + h),

. . .

ym = ym−1 + hf(ym−1, x0 + (m− 1)h).

Ka»dy krok integratora produkuje warto±ci yk obarczone bª¦dem lokalnym.
Przyjmijmy jako oszacowanie, »e bª¦dy lokalne ulegaj¡ linowej akumulacji pod-
czas caªkowania. W takim razie, bª¡d globalny Em = ||y(x0+H)−ym|| powinien
by¢ (ale nie zawsze jest ...) równy sumie m bª¦dów lokalnych

Em = m (δ1 + ∆) .

Niech δ1 = α1 h2, ∆ = α2 ε; wtedy, po podstawieniu m = H/h, otrzymamy

Em = H
(
α1 h +

α2 ε

h

)
. (4.19)
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Rysunek 4.4: Bª¡d globalny metody Eulera jako suma bª¦du obci¦cia i bª¦du
zaokr¡glenia.

Wzór ten przedstawia oszacowanie bª¦du globalnego pochodz¡cego z dwóch ¹ró-
deª. Bª¡d obci¦cia jest tym mniejszy, im mniejszy jest krok caªkowania h. Nie
mo»na jednak skraca¢ kroku caªkowania bezkarnie, gdy» po przekroczeniu pew-
nej granicy zwanej krokiem optymalnym, dochodzi do gªosu bª¡d zaokr¡glenia
(Rys. 4.4).

Zauwa»my tak»e, »e globalny bª¡d obci¦cia jest proporcjonalny do pierwszej
pot¦gi h a nie do potegi drugiej. W ogólno±ci, dla integratora k-tego rz¦du bª¡d
globalny b¦dzie miaª posta¢

Em = H
(
α1 hk + α2 ε/h

)
.

�WICZENIA

Zadanie 19.1 Rozpatrz funkcj¦ f(x) = sin x na przedziale 0 ≤ x ≤ π.

1. Skonstruuj wielomiany interpolacyjne Lagrange'a dla 2,4,8 i 10 w¦zªów
równoodlegªych na zadanym przedziale (x0 = 0, xm = π). U»yj wzoru
(4.8) i porównaj wynik z otrzymanym przy u»yciu funkcji interpolate
pakietu MuPad. Wykre±l bª¦dy interpolacji na przedziale 0 ≤ x ≤ π i
sformuªuj wnioski na temat ich zachowania.



2. Dla dwóch w¦zªów (x0 = 0, x1 = π) skonstruuj wielomiany aproksyma-
cyjne Hermite'a tych samych stopni, co w punkcie 1, wykorzystuj¡c odpo-
wiedni¡ liczb¦ pochodnych w obu w¦zªach. W tym celu rozwi¡» równania
warunkowe (4.1) korzystaj¡c z funkcji linsolve. Porównaj zachowanie
bª¦du z poprzednim przypadkiem.

3. Skonstruuj wielomiany ekstrapolacyjne Taylora tych samych stopni, co w
punktach 1 i 2 wykorzystuj¡c w¦zeª x0 = π

2 . Mo»na skorzysta¢ z funkcji
taylor. Porównaj zachowanie bª¦du z poprzednimi przypadkami.

Zadanie 19.2 Wyprowad¹ wzory ró»nicowe dla pierwszej i drugiej pochodnej
dowolnej funkcji f(x) ró»niczkuj¡c wielomian interpolacyjny Lagrange'a:

1. Dla dwóch w¦zªów x0 i x1 = x0 + h podaj wzory przybli»aj¡ce f ′0 i f ′1,
zwane odpowiednio ilorazem ró»nicowym przednim i wstecznym. Od któ-
rej pot¦gi h zale»y bª¡d tych wzorów ?

2. Dla trzech w¦zªów x0, x1 = x0+h, x2 = x0+2h podaj wzory przybli»aj¡ce
f ′0, f ′1, f ′2 oraz f ′′0 , f ′′1 , f ′′2 . Porównaj ich bª¦dy i uzasadnij przewag¦ wzorów
dla f ′1 oraz f ′′1 (ilorazów symetrycznych) nad pozostaªymi.

3. Dla przykªadowej funkcji f(x) = sin x i w¦zªa x0 = 0 o znanej pochodnej
f ′0 = 1 sporz¡d¹ wykres bª¦du aproksymacji tej pochodnej ilorazem ró»-
nicowym przednim δ w zale»no±ci od przyrostu h. Na osi poziomej odªó»
log10 h a na pionowej log10 |δ|.

4. Sporz¡d¹ podobny jak w punkcie 3 wykres dla pierwszej pochodnej wylicz-
nej ilorazem symetrycznym na w¦¹le x1 = 0, gdy x0 = x1−h a x2 = x1+h.

Zadanie 19.3 Zaprogramuj w pakiecie MuPad integrator Eulera, czyli funkcj¦
Eulint(h,y0,f), która na podstawie warunków pocz¡tkowych y0 przesªanych
w wektorze y0 zwraca wektor y1 wyliczony wzorem (4.17), gdzie f jest funkcj¡
wyliczaj¡c¡ wektor prawych stron równa« ruchu y′ = f(y) niezale»nych jawnie
od czasu. Zastosuj go do przybli»onego rozwi¡zania równa« ruchu oscylatora
harmonicznego

y′ =
(

Y2

−Y1

)
, gdzie y =

(
Y1

Y2

)
,

z warunkami pocz¡tkowymi y0 = (0, 1)T . Zbadaj ruch na interwale H = 2 π,
stosuj¡c ró»ne kroki caªkowania h. (Uwaga: rozwi¡zaniem dokªadnym jest Y1 =
sin x, Y2 = cos x).


