
WYK�ADY 14-15
Koªowe ograniczone zagadnienie trzech ciaª

3.3 Koªowe ograniczone zagadnienie trzech ciaª
W sytuacji, gdy zagadnienie trzech ciaª jest niecaªkowalne warto rozpatrzy¢
skromniejszy przypadek, do±¢ cz¦sto spotykany w praktyce, gdy masa m3 jest na
tyle mniejsza od pozostaªych, »e praktycznie nie wpªywa na ich ruch. Skoro za-
niedbujemy mas¦ m3, to masy m1 i m2 poruszaj¡ si¦ po orbitach keplerowskich
wzgl¦dem ich barycentrum. Tak zde�niowane zagadnienie nazywamy ograni-
czonym zagadnieniem trzech ciaª. Wbrew nazwie jest to oczywi±cie zagad-
nienie ruchu jednego ciaªa w zadanym polu grawitacyjnym.

Ograniczone zagadnienie dwóch ciaª upraszcza si¦ na kilka sposobów:

1. Mo»na przyj¡¢, »e ciaªo m3 porusza si¦ w pªaszczy¹nie orbitalnej mas m1

i m2. Powstaje wtedy pªaskie ograniczone zagadnienie trzech ciaª.

2. Zakªadaj¡c, »e masy m1 i m2 poruszaj¡ si¦ po orbitach koªowych otrzy-
mujemy koªowe ograniczone zagadnienie trzech ciaª.

Oba uproszczenia mo»na poª¡czy¢, co prowadzi do pªaskiego koªowego ogra-
niczonego zagadnienia trzech ciaª o dwóch stopniach swobody.

Wprowad¹my ukªad wspóªrz¦dnych, którego ±rodek znajduje si¦ w barycen-
trum B mas m1 i m2 (por. Rysunek 3.2). O± Bx przechodzi przez masy m1 i
m2. Zakªadamy, »e

m1 ≥ m2

a wtedy o± Bx skierowana jest od B do m2. O± Bz uzgadniamy z momentem
p¦du mas m1 i m2, za± o± By dobieramy tak, aby powstaª prawoskr¦tny ukªad
kartezja«ski. Je±li masy m1 i m2 poruszaj¡ sie po orbitach koªowych wzgl¦dem
barycentrum to znaczy, »e znajduj¡ si¦ zawsze w staªej odlegªo±ci wzajemnej ∆
i ukªad wspóªrz¦dnych obraca si¦ jednostajnie wokóª osi Bz z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡

Ω = k

√
m1 + m2

∆3
, (3.4)

wynikaj¡c¡ z III prawa Keplera. W obracaj¡cym si¦ jednostajnie ukªadzie
wspóªrz¦dnych obie masy spoczywaj¡ a wi¦c wytwarzane przez nie pole gra-
witacyjne przestaje zale»e¢ jawnie od czasu.

3.3.1 Caªka Jacobiego
Rozpatrujemy ruch cz¡stki o zaniedbywalnej masie w potencjale

V = −k2m1

r1
− k2m2

r2
.
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Rysunek 3.2: Ukªad wspóªrz¦dnych i geometria ograniczonego zagadnienia
trzech ciaª.

Jest to energia potencjalna na jednostk¦ masy. Jak wiemy z Przykªadu 1.8, funk-
cja Hamiltona w ukªadzie obracaj¡cych si¦ osi z wy»ej wypisanym potencjaªem
ma posta¢ (1.162)

H =
1
2

(
X2 + Y 2 + Z2

)
+ Ω (y X − x Y )− k2m1

r1
− k2m2

r2
. (3.5)

Zauwa»my, »e odlegªo±ci masy m3 od obu pozostaªych mas

r1 = ||r − (x1, 0, 0)T|| =
√

(x− x1)2 + y2 + z2,

r2 = ||r − (x2, 0, 0)T|| =
√

(x− x2)2 + y2 + z2,

nie zale»¡ jawnie od czasu, gdy» poªo»enie obu mas jest staªe. W tej sytuacji,
skoro

∂H
∂t

= 0,

mamy w ±wietle Twierdzenia 1.2 caªk¦ ruchu H = const. czyli, oznaczaj¡c µi =
k2 mi,

1
2

(
X2 + Y 2 + Z2

)
+ Ω (y X − xY )− µ1

r1
− µ2

r2
= − 1

2 C. (3.6)

Staªa ruchu C nazywana jest staª¡ Jacobiego, za± równanie (3.6) mo»na nazwa¢
caªk¡ Jacobiego, cho¢ wªa±ciwie nazwa ta jest stosowana do przeksztaªconej
postaci, któr¡ podamy ni»ej.

W niektórych zastosowaniach wygodniej jest u»ywa¢ caªki Jacobiego (3.6) w
postaci jawnie zale»nej od pr¦dko±ci. Z równa« ruchu Hamiltona

ẋ =
∂H
∂X

= X + Ω y,



ẏ =
∂H
∂Y

= Y − Ωx,

ż =
∂H
∂Z

= Z,

czyli

X = ẋ− Ω y,

Y = ẏ + Ω x,

Z = ż.

Podstawiamy p¦dy do caªki (3.6) i otrzymujemy caªk¦ Jacobiego w tradycyjnej
postaci

ẋ2 + ẏ2 + ż2 − Ω2
(
x2 + y2

)− 2 µ1

r1
− 2 µ2

r2
+ C = 0. (3.7)

Caªka Jacobiego jest jedyn¡ caªk¡ ruchu ruchu w ograniczonym koªowym (tylko
koªowym !) zagadnieniu trzech ciaª. Oznacza to oczywi±cie niecaªkowalno±¢
tego zagadnienia i to nawet w przypadku pªaskim.

3.3.2 Powierzchnie i krzywe zerowej pr¦dko±ci
Zauwa»my, »e kwadrat pr¦dko±ci v2 = ẋ2 + ẏ2 + ż2 w obracaj¡cym si¦ ukªadzie
wspóªrz¦dnych nigdy nie mo»e by¢ liczb¡ ujemn¡. A zatem, je±li wstawimy
v2 = 0 w caªce Jacobiego (3.7), otrzymamy równanie granicznej powierzchni
oddzielaj¡cej dopuszczalne obszary ruchu od �zycznie niemo»liwych

Ω2 (x2 + y2) +
2 µ1

r1
+

2 µ2

r2
= C. (3.8)

Wprowadzamy nowe jednostki czasu, odlegªo±ci i masy. Jednostk¡ dªugo±ci
b¦dzie promie« orbity mas m1 i m2 czyli ∆. A wi¦c, w nowych jednostkach, ∆ =
1. Jako jednostk¦ masy przyjmiemy sum¦ mas m1 + m2, natomiast jednostk¦
czasu dobierzemy tak, aby staªa Gaussa k = 1. Z III prawa Keplera wynika,
»e pr¦dko±¢ obrotu ukªadu wspóªrz¦dnych (ruch ±redni mas m1 i m2) jest w
nowych jednostkach tak»e równa 1, gdy»

Ω =

√
k2(m1 + m2)

∆3
= 1.

Skoro ustalili±my marto±¢ sumy mas, to wystarczy teraz wprowadzi¢ jeden
bezwymiarowy parametr

µ =
m2

m1 + m2
. (3.9)

Poniewa» w my±l konwencji m1 ≥ m2, to 0 < µ ≤ 1
2 .

Równanie (3.8) przyjmuje w nowych (tzw. �bezwymiarowych�) jednostkach
prostsz¡ posta¢

x2 + y2 +
2 (1− µ)

r1
+

2 µ

r2
= C, (3.10)



gdzie

r1 =
√

(x + µ)2 + y2 + z2, r2 =
√

(x− 1 + µ)2 + y2 + z2,

poniewa» masa m1 ma teraz wspóªrz¦dn¡ x1 = −µ, za± masa m2 ma x2 = 1−µ.
Zale»y ono ju» tylko od dwóch parametrów: staªej Jacobiego C i stosunku mas
µ. Tak wi¦c odpowiedni dobór jednostek odlegªo±ci, masy i czasu pozwoliª na
wyrugowanie trzech parametrów z zagadnienia.

Rodzina powierzchni zerowej prz¦dko±ci w przestrzeni zwana jest czasami
powierzchniami Roche'a. Krzywe Hilla to odpowiednik powierzchni Roche'a w
zagadnieniu pªaskim z = ż = 0. Ich ksztaªt mo»emy wywnioskowa¢, przecinaj¡c
powierzchnie Roche'a pªaszczyzn¡ z = 0. Punkty Lagrange'a powstaj¡ w miej-
scach, gdzie dwie krzywe Hilla maj¡ punkt styczno±ci (L1 � mi¦dzy masami m1

i m2, L2 � na prawo od masy m2, L3 � na lewo od masy m1) lub w miejscach,
gdzie krzywa Hilla ulega ±ci¡gni¦ciu do punktu (L4, L5 � w wierzchoªkach trój-
k¡ta równobocznego o podstawie m1m2).

�WICZENIA
Zadanie 14.1 Sprawd¹ równowa»no±¢ caªek (3.6) i (3.7).

Zadanie 14.2 Jaka jest minimalna warto±¢ staªej Jacobiego w zagadnieniu
pªaskim i przestrzennym ? Jaka jest warto±¢ staªej Jacobiego w punktach La-
grange'a L4 i L5 ?

Zadanie 14.3 Przyjmuj¡c µ = 0.5 i µ = 0.1, u»yj funkcji plot::contour
do wykre±lenia staªej Jacobiego C jako funkcji zmiennych x, y w zagadnieniu
pªaskim z zerow¡ pr¦dko±ci¡. Jaki jest zwi¡zek mi¦dzy krzywymi Hilla a tym
wykresem ?

Zadanie 14.4 U»yj funkcji plot::implicit do wykre±lenia rodziny krzywych
Hilla dla µ = 0.5 i µ = 0.1.

Zadanie 14.5 Dla wzgl¦dnego zagadnienia dwóch ciaª z parametrem gra-
witacyjnym µ = 1 wyra»onego w zmiennych Hilla-Whittakera znajd¹ wzór dla
krzywych zerowej pr¦dko±ci radialnej R przy zadanej warto±ci momentu p¦du
Θ i energii E = H. Jak nale»y interpretowa¢ te krzywe ?

Zadanie 15.5Komety w Obªoku Oorta podlegaj¡ nie tylko przyci¡ganiu Sªo«ca,
lecz równie» pªywom dysku galaktycznego. Hamiltonian tego zagadnienia dla
µ = 1 ma posta¢

H =
1
2

(
X2 + Y 2 + Z2

)− 1
r

+
ε

2
z2, (22)

gdzie ε = 2.6 × 10−3. Sporz¡d¹ wykres dopuszczalnych obszarów ruchu na
pªaszczy¹nie (ρ, z) dla kilku przykªadowych warto±ci H (dodatnich i ujemnych).
Uwaga: ρ =

√
x2 + y2; jednostk¡ odlegªo±ci jest 104 AU.


