WYKLADY 14-15
Kolowe ograniczone zagadnienie trzech cial

3.3 Kolowe ograniczone zagadnienie trzech cial

W sytuacji, gdy zagadnienie trzech cial jest niecatkowalne warto rozpatrzyé
skromniejszy przypadek, do$¢ czesto spotykany w praktyce, gdy masa ms jest na
tyle mniejsza od pozostalych, ze praktycznie nie wptywa na ich ruch. Skoro za-
niedbujemy mase ms, to masy m; i mg poruszaja sie po orbitach keplerowskich
wzgledem ich barycentrum. Tak zdefiniowane zagadnienie nazywamy ograni-
czonym zagadnieniem trzech cial. Whbrew nazwie jest to oczywiscie zagad-
nienie ruchu jednego ciala w zadanym polu grawitacyjnym.
Ograniczone zagadnienie dwoch cial upraszeza sie na kilka sposobéw:

1. Mozna przyjaé, ze cialo mg porusza sie w plaszczyznie orbitalnej mas my
i mo. Powstaje wtedy plaskie ograniczone zagadnienie trzech cial.

2. Zakladajac, ze masy my i mgy poruszaja sie po orbitach kotowych otrzy-
mujemy kolowe ograniczone zagadnienie trzech cial.

Oba uproszczenia mozna potaczy¢, co prowadzi do plaskiego kolowego ogra-
niczonego zagadnienia trzech cial o dwoch stopniach swobody.
Wprowadzmy uklad wspétrzednych, ktorego srodek znajduje sie w barycen-
trum B mas mq i ma (por. Rysunek 3.2). O$ Bz przechodzi przez masy m; i
ms. Zaktadamy, ze
mi = Mo

a wtedy o§ Bz skierowana jest od B do mq. O$§ Bz uzgadniamy z momentem
pedu mas mq i me, za$ 0§ By dobieramy tak, aby powstal prawoskretny uktad
kartezjariski. Jesli masy m, i ma poruszaja sie po orbitach kotowych wzgledem
barycentrum to znaczy, ze znajdujg sie zawsze w stalej odlegtosci wzajemnej A
i uktad wspétrzednych obraca sie jednostajnie wokot osi Bz z predkoscia katowa

mi + Mo

wynikajaca z III prawa Keplera. W obracajacym sie jednostajnie ukladzie
wspoélrzednych obie masy spoczywaja a wiec wytwarzane przez nie pole gra-
witacyjne przestaje zaleze¢ jawnie od czasu.

3.3.1 Calka Jacobiego

Rozpatrujemy ruch czastki o zaniedbywalnej masie w potencjale

V= _k2m1 k2m2
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Rysunek 3.2: Uklad wspélrzednych i geometria ograniczonego zagadnienia
trzech cial.

Jest to energia potencjalna na jednostke masy. Jak wiemy z Przyktadu 1.8, funk-
cja Hamiltona w ukladzie obracajacych sie osi z wyzej wypisanym potencjalem
ma postaé (1.162)
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Zauwazmy, ze odlegloéci masy ms od obu pozostalych mas

== (21,0,0)"]| = V(2 —21)? +y? + 22,
ry = ||r — (22,0,0)"]| = V(2 —22)% +y? + 22,

nie zaleza jawnie od czasu, gdyz polozenie obu mas jest stale. W tej sytuacji,

skoro
oH

ot
mamy w Swietle Twierdzenia 1.2 catke ruchu ‘H = const. czyli, oznaczajac p; =
]4)2 m;,
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Stala ruchu C nazywana jest stala Jacobiego, zas rownanie (3.6) mozna nazwaé
catka Jacobiego, cho¢ wlasciwie nazwa ta jest stosowana do przeksztalconej
postaci, ktéra podamy nize;j.
W niektoérych zastosowaniach wygodniej jest uzywaé catki Jacobiego (3.6) w
postaci jawnie zaleznej od predkosci. Z réwnari ruchu Hamiltona
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Podstawiamy pedy do calki (3.6) i otrzymujemy caltke Jacobiego w tradycyjnej
postaci

. . . 2 2

i+ 7+ 22 - QP (x2+y2)—ﬂ—ﬂ+020‘ (3.7)

1 T2

Calka Jacobiego jest jedyna caltkg ruchu ruchu w ograniczonym kotowym (tylko
kotowym !) zagadnieniu trzech cial. Oznacza to oczywiscie niecatkowalnosé
tego zagadnienia i to nawet w przypadku plaskim.

3.3.2 Powierzchnie i krzywe zerowej predkosci

Zauwazmy, ze kwadrat predkosci v2 = 2% + 9% + 22 w obracajacym sie ukladzie

wspolrzednych nigdy nie moze by¢ liczba ujemna. A zatem, jesli wstawimy
v? = 0 w calce Jacobiego (3.7), otrzymamy réwnanie granicznej powierzchni
oddzielajacej dopuszcezalne obszary ruchu od fizycznie niemozliwych

Q% (2% + %) + 2 20 o (3.8)
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Wprowadzamy nowe jednostki czasu, odleglosci i masy. Jednostka dtugosci
bedzie promien orbity mas mq i mo czyli A. A wiec, w nowych jednostkach, A =
1. Jako jednostke masy przyjmiemy sume mas m; + mq, natomiast jednostke
czasu dobierzemy tak, aby stala Gaussa k& = 1. Z III prawa Keplera wynika,
ze predkosé obrotu ukladu wspolrzednych (ruch sredni mas mq i mo) jest w

nowych jednostkach takze réwna 1, gdyz

k2 (m1 + mg)

Q= AB

=1.
Skoro ustalili$my marto$¢ sumy mas, to wystarczy teraz wprowadzi¢ jeden
bezwymiarowy parametr
— M2 (3.9)
K mi +mo '
Poniewaz w my$l konwencji m; > mo, to 0 < p < %
Rownanie (3.8) przyjmuje w nowych (tzw. ,bezwymiarowych”) jednostkach
prostsza postac
2(1— 2
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gdzie

r=VE+p)?+y? 22 =V (- 1+ p)? 22

poniewaz masa m; ma teraz wspo6trzedng z; = —p, zas masa mo ma xo = 1—p.
Zalezy ono juz tylko od dwoch parametréw: stalej Jacobiego C' i stosunku mas
. Tak wiec odpowiedni dobér jednostek odleglo$ci, masy i czasu pozwolil na
wyrugowanie trzech parametréw z zagadnienia.

Rodzina powierzchni zerowej przedkosci w przestrzeni zwana jest czasami
powierzchniami Roche’a. Krzywe Hilla to odpowiednik powierzchni Roche’a w
zagadnieniu plaskim z = 2z = 0. Ich ksztalt mozemy wywnioskowaé, przecinajac
powierzchnie Roche’a plaszczyzng z = 0. Punkty Lagrange’a powstaja w miej-
scach, gdzie dwie krzywe Hilla maja punkt stycznosci (L1 — miedzy masami m,
i ma, Ly — na prawo od masy ms, L3 — na lewo od masy m4) lub w miejscach,
gdzie krzywa Hilla ulega $ciagnieciu do punktu (L4, Ls — w wierzchotkach troj-
kata rownobocznego o podstawie mims).

CWICZENIA

Zadanie 14.1 Sprawdz rownowaznosé calek (3.6) i (3.7).

Zadanie 14.2 Jaka jest minimalna warto$¢ stalej Jacobiego w zagadnieniu
plaskim i przestrzennym ? Jaka jest warto$¢ stalej Jacobiego w punktach La-
grange’a Ly i Ls ?

Zadanie 14.3 Przyjmujac p = 0.5 i g = 0.1, uzyj funkcji plot::contour
do wykreslenia statej Jacobiego C' jako funkcji zmiennych z,y w zagadnieniu
plaskim z zerowa predkoscia. Jaki jest zwigzek miedzy krzywymi Hilla a tym
wykresem 7

Zadanie 14.4 Uzyj funkcji plot: :implicit do wykreslenia rodziny krzywych
Hilla dla 4 =0.51 = 0.1.

Zadanie 14.5 Dla wzglednego zagadnienia dwoch cial z parametrem gra-
witacyjnym p = 1 wyrazonego w zmiennych Hilla-Whittakera znajdz wzér dla
krzywych zerowej predkosci radialnej R przy zadanej wartosci momentu pedu
O i energii F = H. Jak nalezy interpretowaé te krzywe 7

Zadanie 15.5 Komety w Obtoku Oorta podlegaja nie tylko przyciaganiu Storica,
lecz réwniez pltywom dysku galaktycznego. Hamiltonian tego zagadnienia dla
© =1 ma postac

1 1
M= (X 4724 2%) -~ 4 222 (22)

2 2
gdzie ¢ = 2.6 x 1073. Sporzadz wykres dopuszczalnych obszaréw ruchu na
plaszczyimie (p, z) dla kilku przyktadowych wartosci H (dodatnich i ujemnych).

Uwaga: p = \/22 + y?; jednostka odleglosci jest 10* AU.



