
WYK�AD 12
Kanoniczne równania ruchu wzgl¦dnego

2.4.3 Kanoniczne równania ruchu wzgl¦dnego
Wprowad¹my kanoniczne �zmienne heliocentryczne� Poincarego. Poªo»enia
wzgl¦dne odniesione s¡ do masy m0 z tym, »e wektor u0 nie b¦dzie równy 0,
lecz b¦dzie oznaczaª poªo»enie masy centralnej wzgl¦dem barycentrum. Je±li
wi¦c ri oznacza barycentryczne wektory poªo»enia, to

u0 = r0, ui = ri − r0, i = 1, . . . , N − 1. (2.18)

Nowe poªo»enia
u = col(u0,u1, . . . , uN−1),

mo»na powi¡za¢ ze starymi

r = col(r0, r1, . . . , rN−1),

wzorem macierzowym
u = A r, (2.19)

gdzie A jest macierz¡ blokow¡ 3N × 3N

A =




E3 03 · · · 03

−E3 E3 · · · 03

· · · · · · . . . · · ·
−E3 03 · · · E3


 . (2.20)

Transformacja odwrotna ma posta¢

r = A−1 u,

gdzie

A−1 =




E3 03 · · · 03

E3 E3 · · · 03

· · · · · · . . . · · ·
E3 03 · · · E3


 . (2.21)

Nowe p¦dy
U = col(U0,U1, . . . , UN−1),

s¡ liniowymi funkcjami barycentrycznych p¦dów

R = col(R0,R1, . . . , RN−1).

U = BR, (2.22)



gdzie
B =

(
A−1

)T
, (2.23)

czyli

B =




E3 E3 · · · E3

03 E3 · · · 03

· · · · · · . . . · · ·
03 03 · · · E3


 . (2.24)

A zatem, dla wszystkich ciaª oprócz zerowego

U i = Ri, i = 1, . . . , N − 1, (2.25)

natomiast dla U0 mamy, zgodnie z (2.13),

U0 =
N−1∑

i=0

Ri = 0. (2.26)

Jak wida¢, interpretacja zmiennych wzgl¦dnych (heliocentrycznych) Poincarégo
jest bardzo prosta: poªo»enia planet odniesione s¡ do masy gªównej (Sªo«ca) a
p¦dy do barycentrum.

Funkcja Hamiltona

K =
1
2

N−1∑

i=1

m0 + mi

m0 mi
U2

i +
1

m0

N−1∑

i=1

N−1∑

j=i+1

U i ·U j −

−
N−1∑

i=1

k2m0mi

ui
−

N−1∑

i=1

N−1∑

j=i+1

k2mimj

∆i,j
. (2.29)

Jest to funkcja Hamiltona ukªadu zredukowanego, gdy» wyeliminowali±my z niej
p¦d U0 przy pomocy caªki barycentrum. A zatem nie mo»na u»y¢ K do badania
ruchu zmiennych u0 i U0, ale znaj¡c wszystkie pozostaªe zmienne ªatwo mo»emy
wyliczy¢ ich warto±ci.

Równania ruchu
Dla 1 ≤ i ≤ N − 1

u̇i = {ui,K} =
U i

mi
+

1
m0

N−1∑

j=1

U j , (2.30)

U̇ i = {U i,K} = −k2m0mi

u3
i

ui −
N−1∑

j=1,j 6=i

k2mimj

∆3
i,j

(ui − uj) . (2.31)



Zmienne wzgl¦dne Poincarego nie naruszaj¡ de�nicji ani warto±ci momentu
p¦du ukªadu, to

G =
N−1∑

i=0

ri ×Ri =
N−1∑

i=1

ui ×U i. (2.34)

W ostatnim wyra»eniu opu±cili±my u0 ×U0, gdy» U0 = 0.

�WICZENIA

Zadanie 12.1 Sprawd¹, czy równania kanoniczne (2.30) i (2.31) s¡ zgodne z
równaniami klasycznymi (2.16) z Wykªadu 11.

Zadanie 12.2 Niech N = 2. Podaj funkcj¦ Hamiltona i kanoniczne równa-
nia ruchu dwóch ciaª w zmiennych wzgl¦dnych Poincarégo. Wyliczaj¡c drugie
pochodne ü1 sprawd¹, czy otrzymujemy klasyczne równania ruchu wzgl¦dnego
zagadnienia dwóch ciaª.

Zadanie 12.3 U»yj danych z plików helioc1.txt i masy.txt do sprawdze-
nia, czy funkcje Hamiltona (2.5) z Wykªadu 11 i (2.29) s¡ równe co do warto±ci.

Zadanie 12.4 U»yj danych z plików helioc1.txt i masy.txt do numerycz-
nego sprawdzenia wzoru (2.34).


