
WYK�AD 11
Zagadnienie N ciaª

2.1 Sformuªowanie zagadnienia w dowolnym ukªa-
dzie inercjalnym

Okre±li¢ ruch ukªadu N punktów materialnych pod wpªywem ich
wzajemnego przyci¡gania.

Potencjaª ukªadu N punktów materialnych
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∆i,j
, (2.1)

gdzie
∆i,j = ||rj − ri|| =

√
(xj − xi)2 + (yj − yi)2 + (zj − zi)2. (2.2)

Wprowadzaj¡c kartezja«skie wektory poªo»enia i-tego ciaªa ri = (xi, yi, zi)T

oraz jego p¦du Ri = (Xi, Yi, Zi)T, mo»emy opisa¢ ruch ukªadu N ciaª w 6N -
wymiarowej przestrzeni fazowej posªuguj¡c si¦ wektorem stanu

ζ = col(r, R),

gdzie
r = col (r1, r2, . . . , rN ) , R = col (R1, R2, . . . , RN ) .

A zatem, w dowolnym inercjalnym ukªadzie odniesienia mo»emy poda¢ dla
zagadnienia N ciaª funkcj¦ Hamiltona H, która nie zale»y jawnie od czasu i ma
posta¢

H(r, R) =
N∑

i=1

R2
i

2 mi
+ VN (r). (2.3)

Kanoniczne równania ruchu otrzymywane z (2.3) maj¡ posta¢




ṙ1
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2.2 Caªki ruchu zagadnienia N ciaª
2.2.1 Caªka siª »ywych (energii)
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−
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||rj − ri|| = const. (2.5)

2.2.2 Caªki barycentrum

N∑

i=1

Ri = a = const, (2.7)

N∑

i=1

mi ri = a t + b, (2.8)

Sze±¢ caªek ruchu (2.7) i (2.8) nazywamy caªkami barycentrum (±rodka masy).
Nazwa jest o tyle uzasadniona, »e poªo»enie ±rodka masy dane jest wektorem

rB =
∑N

i=1 mi ri∑N
i=1 mi

, (2.9)

a w takim razie mamy
rB =

a t + b∑N
i=1 mi

. (2.10)

Innymi sªowy, ukªad odniesienia zwi¡zany z barycentrum ukªadu N ciaª jest
ukªadem inercjalnym.

2.2.3 Caªki momentu p¦du (pól)

G =
N∑

i=1

ri ×Ri = const, (2.12)

2.3 Niecaªkowalno±¢ zagadnienia N ciaª
Je±li policzy¢ caªki znalezione w poprzednim rozdziale, to bez wzgl¦du na liczb¦
ciaª N otrzymali±my 10 niezale»nych caªek ruchu (1 energii + 6 barycentrum
+ 3 pól). Wi¦cej caªek ruchu dla dowolnego N nie da si¦ znale¹¢, co pod
koniec XIX wieku udowodnili najpierw Bruns i Poincaré dla N = 3 a nast¦pnie
Painlevé dla dowolnego N . (Twierdzenie Brunsa-Poincarégo przedstawione jest
w Dynamice analitycznej Whittakera). Je±li nie mo»na znale¹¢ innych caªek ni»
wy»ej wymieniona dziesi¡tka, to brakuje nam 6N − 11 caªek i musimy uzna¢,
»e dla N > 2 zagadnienie jest niecaªkowalne. Innymi sªowy, nie potra�my
rozwi¡za¢ zagadnienia N ciaª dla N > 2.



2.4 Wa»niejsze typy równa« ruchu stosowane w
zagadnieniu N ciaª

2.4.1 Pªaszczyzna Laplace'a i zmienne barycentryczne
Pªaszczyzna niezmiennicza Laplace'a dla ukªadu N ciaª przechodzi
przez jego barycentrum i jest zorientowana tak, aby wektor G byª
do niej normalny.

W ukªadzie barycentrycznym obowi¡zuje funkcja Hamiltona (2.3) i równania
ruchu (2.4), z dodatkowymi warunkami
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mi ri = 0,
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Ri = 0. (2.13)

2.4.2 Klasyczne równania ruchu wzgl¦dnego
W klasycznym uj¦ciu operujemy wzgl¦dnymi wektorami poªo»enia, pr¦dko±ci i
przyspieszenia

ui = ri − r0, u̇i = ṙi − ṙ0, üi = r̈i − r̈0, (2.14)

dla i = 1, . . . , N − 1. Oczywi±cie, u0 = 0, za±

rj − ri = uj − ui. (2.15)

Równania ruchu:

üi = −k2 (m0 + mi)
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, (2.16)

gdzie
∆i,j = ||uj − ui||.

�WICZENIA

We wszystkich zadaniach korzysta¢ b¦dziemy z plików helioc1.txt,
helioc2.txt i masy.txt. Pliki helioc1.txt i helioc2.txt zawieraj¡ helio-
centryczne poªo»enia i pr¦dko±ci planet w ukªadzie równikowym równonocnym
epoki J2000.0 dla dwóch ró»nych dat t1 i t2 odlegªych o 2000 dni. Pierwszy
wiersz to x, y, z Merkurego, drugi wiersz to ẋ, ẏ, ż Merkurego itd. a» do Plu-
tona. Jednostki to AU i d. Plik masy.txt zawiera stosunki M¯/Mp, gdzie Mp

to masy kolejnych planet od Merkurego do Plutona. We wszystkich plikach
Ziemia i Ksi¦»yc traktowane s¡ ª¡cznie jako jedna �planeta podwójna�.



Zadanie 11.1 Wylicz poªo»enie i pr¦dko±¢ ±rodka masy Ukªadu Sªonecznego
wzgl¦dem Sªo«ca dla dwóch dat t1 i t2.

Zadanie 11.2 Wyznacz barycentryczne poªo»enia i pr¦dko±ci planet i Sªo«ca.

Zadanie 11.3 Wylicz barycentryczne momenty p¦du planet i Sªo«ca dla epok
t1 i t2. Które z ciaª ma najwi¦kszy moment p¦du ?

Zadanie 11.4 Sprawd¹ caªki momentu p¦du i energii dla dat t1 i t2. Podaj
nachylenie pªaszczyzny Laplace'a do równika epoki J2000.0 w momentach t1 i
t2.


