
WYK�AD 10
Równania planetarne Lagrange'a

1.7 Równania planetarne Lagrange'a
Przez równania planetarne Lagrange'a rozumiemy wariant równa« Gaussa dla
uzmiennionych elementów keplerowskich, który mo»na stosowa¢ dla siª zaburza-
j¡cych posiadaj¡cych potencjaª.

Aby znale¹¢ równania ruchu dla uzmiennionych elementów keplerowskich,
dalej zwanych zmiennymi keplerowskimi, przyjmiemy funkcj¦ Hamiltona (1.196)
z dodatkowym potencjaªem zaburzaj¡cym V (r, t). Poniewa» poªo»enie r jest
funkcj¡ wszystkich sze±ciu zmiennych keplerowskich, mamy

H = − µ

2 a
+ V (a, e, I, M, ω,Ω, t). (1.200)

Dla ka»dej ze zmiennych keplerowskich α ∈ {a, e, I, M, ω, Ω}, mo»emy posªu»y¢
si¦ wzorem (1.136)

α̇ = {α , H}, (1.201)
gdzie nawias Poissona (1.133) b¦dziemy liczy¢ wzgl¦dem najbardziej wygod-
nego w tym kontek±cie zestawu zmiennych kanonicznych � zmiennych Delaunaya
(1.195), to znaczy
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1.7.1 Pochodne cz¡stkowe zmiennych keplerowskich wzgl¦-
dem zmiennych Delaunaya
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Póªo± wielka, mimo±ród, nachylenie
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1.7.2 Równania dla zmiennych keplerowskich
Oznaczmy c = cos I, s = sin I, n =

√
µ/a3 i η =

√
1− e2. Równania Lagrange'a
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Warto pami¦ta¢, »e w niektórych ¹ródªach rówania (1.206) wyst¦puj¡ z funkcj¡
siª U = −V zamiast potencjaªu i wtedy ró»ni¡ si¦ znakami od podanych tutaj.

�WICZENIA

Zadanie 10.1 Wyprowad¹ równania planetarne Lagrange'a dla zmiennych a, e,
I, E, ω, Ω w sytuacji, gdy potencjaª zaburzaj¡cy V jest funkcj¡ pi¦ciu elemen-
tów keplerowskich i anomalii mimo±rodowej E.

Zadanie 10.2 Podaj równania planetarne Lagrange'a dla zmiennych nieoso-
bliwych

q = sin I
2 cosΩ,

p = sin I
2 sinΩ,

k = e cos (ω + Ω),
h = e sin (ω + Ω),
λ = M + ω + Ω,

w sytuacji, gdy potencjaª zaburzaj¡cy V jest funkcj¡ zmiennych keplerowskich.
Przeksztaª¢ wszystkie wyra»enia tak, aby ich nieosobliwo±¢ dla e = 0 oraz I = 0
byªa bezpo±rednio widoczna.

Zadanie 10.3 Znajd¹ bª¡d w rozumowaniu:

Dla argumentu szeroko±ci w zmiennych Hilla-Whittakera ϑ̇ = {ϑ,H} =
∂H
∂Θ . Poniewa» w zagadnieniu dwóch ciaª H = − µ2

2L2 a Θ = G, to
∂H
∂Θ = ∂H

∂G = 0. A zatem ϑ̇ = 0 i ciaªo nie porusza si¦.


