
WYK�AD 9
Zmienne Delaunaya. Transformacje kanoniczne typu Liego.

Przykªad 1.12 � Zmienne Delaunaya
Zmienne Delaunaya s¡ blisko spokrewnione ze zmiennymi keplerowskimi:

` = M, L =
√

µa,

g = ω, G =
√

µ p = L
√

1− e2,
h = Ω, H = Gz = G cos I.

(1.195)

Je±li za± chodzi o funkcj¦ Hamiltona, to w ±wietle caªki energii K = −µ/(2 a) a
zatem

K = − µ2

2 L2
. (1.196)

Jest to najprostsza i ostateczna posta¢ funkcji Hamiltona dla wzgl¦dnego za-
gadnienia dwóch ciaª. Zmienne Delaunaya s¡ zmiennymi k¡t-dziaªanie dla tego
zagadnienia, a zatem ich znalezienie jest równoznaczne z rozwi¡zaniem problemu
ruchu dwóch ciaª. Wypisuj¡c równania kanoniczne

˙̀ = ∂K
∂L = µ2

L3 = n, L̇ = −∂K
∂` = 0,

ġ = ∂K
∂G = 0, Ġ = −∂K

∂g = 0,

ḣ = ∂K
∂H = 0, Ḣ = −∂K

∂h = 0,

(1.197)

stwierdzamy, »e istotnie wszystkie zmienne typu �dziaªanie� (L,G,H) s¡ staªe,
za± k¡t ` jest liniow¡ funkcj¡ czasu. Fakt, i» dodatkowo ġ = ḣ = 0 dla wszelkich
warto±ci p¦dów, oznacza, »e w zagadnieniu dwóch ciaª wyst¦puje tzw. degene-
racja wªa±ciwa (inaczej: degeneracja istotna).

1.6.3 Transformacje typu Liego
Niech ζ = col(q, Q) oznacza zmienne kanoniczne ukªadu z funkcj¡ HamiltonaH.
Niech τ oznacza parametr rzeczywisty. Zmienne η = col(p, P ) b¦d¡ powi¡zane
z ζ transformacj¡ kanoniczn¡, je»eli istnieje funkcja tworz¡ca typu Liego W(η),
dla której η(τ) s¡ rozwi¡zaniem równa« kanonicznych

dη

dτ
= {η,W }, (1.198)

z warunkami pocz¡tkowymi η(0) = ζ. Je±li funkcja W nie zale»y jawnie od
czasu t, to jak zwykle, nowy Hamiltonian

K(η) = H(ζ(η)).

Funkcja tworz¡ca typu Liego ró»ni si¦ w sposób istotny od klasycznych funk-
cji Fk zmiennych mieszanych. Przede wszystkim, zale»y ona od jednolitego



zestawu zmiennych η czyli W = W(p, P ). Po drugie, transformacja to»samo-
±ciowa ma albo W = 0 (a ogólniej zamiast zera mo»e wyst¡pi¢ dowolna staªa,
która znika przy ró»niczkowaniu), bo wtedy dW

dτ = 0 i η(τ) = η(0) = ζ, albo
te» dowoln¡ funkcj¦ tworz¡c¡ W a tylko parametr τ = 0. Zauwa»my, »e funkcja
tworz¡ca W w istocie peªni rol¦ hamiltonianu ze wzgl¦du na parametr τ jako
zmienn¡ niezale»n¡.

Przykªad 1.13 � Grupa obrotów
Aby uchwyci¢ istot¦ transformacji typu Liego przyjrzyjmy si¦ grupie obrotów o
k¡t α na pªaszczy¹nie fazowej. Zacznijmy od ustalenia elementarnych faktów:

1. Niech dany b¦dzie ukªad z dowoln¡ funkcj¡ Hamiltona H(ζ) zmiennych
kanonicznych ζ = (x,X)T. Ma on równania ruchu

ζ̇ = { ζ,H}.

2. Rozpatrzmy drugi zestaw zmiennych kanonicznych η, powi¡zanych z ζ
poprzez obrót o pewien staªy (tzn. nie zmieniaj¡cy si¦ w czasie) k¡t α:

[
y
Y

]
=

[
cos α, sin α

− sin α, cos α

] [
x
X

]
,

czy te» krócej η = M(α) ζ.

3. Przedstawiona wy»ej transformacja jest kanoniczna dla dowolnej warto-
±ci k¡ta α, gdy» jej macierz Jacobiego M(α) jest symplektyczna. �atwo
sprawdzi¢, »e faktycznie

MT JM = J.

Sprawdzimy teraz, »e funkcja tworz¡ca typu Liego

W(y, Y ) = 1
2

(
Y 2 + y2

)
, (1.199)

generuje obrót o k¡t α. Niech α peªni rol¦ parametru τ transformacji. Mamy
wtedy równania

dη

dα
= {η,W },

z warunkami pocz¡tkowymi η = ζ dla α = 0. Rozpisuj¡c jawnie na skªadowe,
oznacza to

dy

dα
=

∂W
∂Y

= Y,
dY

dα
= −∂W

∂y
= −y, y(0) = x, Y (0) = X.

Powy»sze równania to nic innego jak równania oscylacji harmonicznych, gdy»

d2y

dα2
=

dY

dα
= −y,



i maj¡ dobrze znane rozwi¡zanie

y(α) = x cosα + X sin α, Y (α) = −x sinα + X cosα.

Jak wida¢, funkcja W z równania (1.199) istotnie de�niuje obrót o k¡t α na
pªaszczy¹nie fazowej, który to obrót rzeczywi±cie jest transformacj¡ kanoniczn¡.

�WICZENIA

Zadanie 9.1 Rozpatrzmy zaburzony ruch keplerowski z hamiltonianem

K = − µ2

2 L2
+K1.

Jakie caªki ruchu pojawiaj¡ si¦ gdy:

1. K1 = K1(L, G,H, l,−, h).

2. K1 = A(L,G, H) cos (2g + 2h).

3. K1 = K1(L,G, H).

Zadanie 9.2 �Zmody�kowane zmienne Delaunaya� maj¡ p¦dy Φ1 = L, Φ2 =
L − G i Φ3 = G − H. Znajd¹ k¡ty ϕ1, ϕ2 i ϕ3 sprz¦»one kanonicznie z tymi
p¦dami. Kiedy k¡ty te s¡ geometrycznie nieokre±lone ? Sprawd¹, co si¦ wtedy
dzieje z odpowiednimi p¦dami.

Zadanie 9.3 Przez analogi¦ do wzorów (1.150) z Wykªadu 7 wprowad¹ �zmienne
nieosobliwe Poincarégo� x,X i y, Y zast¦puj¡ce zmody�kowane zmienne Delau-
naya ϕ2,Φ2 i ϕ3, Φ3. Sprawd¹ ich kanoniczno±¢.

Zadanie 9.4 Wypisz i rozwi¡» równania ruchu w zmiennych

ϕ1, x, y, Φ1, X, Y,

dla funkcji Hamiltona
K = − µ2

2 L2
− β H, (21)

gdzie β jest dowolnym parametrem. Czy potra�sz zgadn¡¢ jakie zagadnienie
opisuje ten hamiltonian ?

Zadanie 9.5 Niech ζ = (x, y, z, X, Y, Z)T i η = (x̂, ŷ, ẑ, X̂, Ŷ , Ẑ)T. Jak¡ rodzin¦
transformacji Liego de�niuje funkcja tworz¡caW = x̂Ŷ −ŷX̂ ? Czy przechodz¡c
do zmiennych Delaunaya ζ = (`, g, h, L, G, H)T i u»ywaj¡c W = x̂Ŷ − ŷX̂ = Ĥ
dochodzimy do tych samych wniosków ?


