WYKLAD 9
Zmienne Delaunaya. Transformacje kanoniczne typu Liego.

Przykltad 1.12 — Zmienne Delaunaya

Zmienne Delaunaya sa blisko spokrewnione ze zmiennymi keplerowskimi:

{ = M, L = /ua,
g = w, G = Jup = LV1-—¢€2, (1.195)

h = Q, H = G, = Gcosl.
Jesli zas chodzi o funkcje Hamiltona, to w $wietle catki energii K = —pu/(2a) a
zatem
12
K=—-——. 1.1
572 (1.196)

Jest to najprostsza i ostateczna postaé funkeji Hamiltona dla wzglednego za-
gadnienia dwoéch cial. Zmienne Delaunaya sa zmiennymi kat-dziatanie dla tego
zagadnienia, a zatem ich znalezienie jest rownoznaczne z rozwigzaniem problemu
ruchu dwéch cial. Wypisujac réwnania kanoniczne
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stwierdzamy, ze istotnie wszystkie zmienne typu ,dzialanie” (L, G, H) sa stale,
za$ kat £ jest liniowa funkcja czasu. Fakt, iz dodatkowo g = h = 0 dla wszelkich
wartosci pedéw, oznacza, ze w zagadnieniu dwoch cial wystepuje tzw. degene-
racja wlasciwa (inaczej: degeneracja istotna).

1.6.3 Transformacje typu Liego

Niech ¢ = col(q, Q) oznacza zmienne kanoniczne uktadu z funkcjg Hamiltona H.
Niech 7 oznacza parametr rzeczywisty. Zmienne n = col(p, P) beda powiazane
z ¢ transformacja kanoniczna, jezeli istnieje funkcja tworzaca typu Liego W(n),
dla ktorej n(7) sa rozwiazaniem réwnan kanonicznych

dn

Wy, 1.198

N (nw) (1.198)
z warunkami poczatkowymi 1(0) = ¢. Jesli funkcja W nie zalezy jawnie od
czasu t, to jak zwykle, nowy Hamiltonian

Funkcja tworzaca typu Liego rézni sie w sposob istotny od klasycznych funk-
cji Iy zmiennych mieszanych. Przede wszystkim, zalezy ona od jednolitego



zestawu zmiennych n czyli W = W(p, P). Po drugie, transformacja tozsamo-
sciowa ma albo W = 0 (a ogoélniej zamiast zera moze wystapi¢ dowolna stata,
ktora znika przy rézniczkowaniu), bo wtedy % =01in(r) =n(0) = ¢, albo
tez dowolna funkcje tworzaca W a tylko parametr 7 = 0. Zauwazmy, ze funkcja
tworzaca W w istocie pelni role hamiltonianu ze wzgledu na parametr 7 jako

zmienng niezalezng.

Przykltad 1.13 — Grupa obrotéw

Aby uchwycié istote transformacji typu Liego przyjrzyjmy sie grupie obrotéw o
kat o na plaszczyznie fazowej. Zacznijmy od ustalenia elementarnych faktow:

1. Niech dany bedzie uklad z dowolng funkcja Hamiltona H(¢) zmiennych
kanonicznych ¢ = (2, X)T. Ma on réwnania ruchu

(={C¢H}

2. Rozpatrzmy drugi zestaw zmiennych kanonicznych 1, powiazanych z ¢
poprzez obrot o pewien staly (tzn. nie zmieniajacy sie w czasie) kat a:

y | cosq, sina T
Y | | —sina, cosa X |
czy tez krocej n = M(«) €.

3. Przedstawiona wyzej transformacja jest kanoniczna dla dowolnej warto-
§ci kata a, gdyz jej macierz Jacobiego M(«) jest symplektyczna. Eatwo
sprawdzié¢, ze faktycznie

MTIM =1J.

Sprawdzimy teraz, ze funkcja tworzaca typu Liego
W(y,Y) =13 (Y?+¢°), (1.199)

generuje obrot o kat a. Niech « pelni role parametru 7 transformacji. Mamy
wtedy réwnania

dn
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do — Lm W}
z warunkami poczatkowymi 1 = ¢ dla @ = 0. Rozpisujac jawnie na skladowe,
oznacza to

dy oW . dY oW _ _
@_87_ ) da__ay_ Y, y(O)—JI, Y(O)_X

Powyzsze réwnania to nic innego jak réwnania oscylacji harmonicznych, gdyz
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i maja dobrze znane rozwiazanie
yla) =z cosa+ X sina, Y(a)=—-zsina+ X cosa.

Jak wida¢, funkcja W z réwnania (1.199) istotnie definiuje obrét o kat a na
plaszczyinie fazowej, ktory to obrot rzeczywidcie jest transformacja kanoniczna.

CWICZENIA

Zadanie 9.1 Rozpatrzmy zaburzony ruch keplerowski z hamiltonianem

12

K=—35+

K.

Jakie calki ruchu pojawiaja sie gdy:
1. K1 =K1(L,G,H,l,—,h).
2. K1 =A(L,G, H) cos(2g + 2h).
3. K1 =Ki(L,G, H).

Zadanie 9.2 ,Zmodyfikowane zmienne Delaunaya” maja pedy ®; = L, &2 =
L—-Gi®3 =G — H. Znajdz katy o1, 2 1 @3 sprzezone kanonicznie z tymi
pedami. Kiedy katy te sa geometrycznie nieokreslone 7 Sprawdz, co sie wtedy
dzieje z odpowiednimi pedami.

Zadanie 9.3 Przez analogie do wzorow (1.150) z Wyktadu 7 wprowadz ,zmienne
nieosobliwe Poincarégo” x, X i y,Y zastepujace zmodyfikowane zmienne Delau-
naya @z, P2 i @3, P3. Sprawdz ich kanonicznosé.

Zadanie 9.4 Wypisz i rozwiaz réwnania ruchu w zmiennych
Y1, T, y7q)1a Xa K

dla funkcji Hamiltona
2

=575~ OH, (21)

gdzie 8 jest dowolnym parametrem. Czy potrafisz zgadnaé jakie zagadnienie
opisuje ten hamiltonian ?

Zadanie 9.5 Niech ¢ = (v,y,2, X,Y, 2)Tin = (2,79, 2, XY, Z)T Jaka rodzine
transformacji Liego definiuje funkcja tworzaca W = JEY—QX ? Czy przechodzac
do zmiennych Delaunaya ¢ = (¢, g,h, L,G, H)T i uzywajac W = Y —gX =H
dochodzimy do tych samych wnioskéw ?



