WYKLAD 8
Zmienne Hilla-Whittakera. Funkcje tworzace transformacji
kanonicznych.

Przyklad 1.9 — Zmienne Hilla-Whittakera

Zmienne Hilla-Whittakera (znane takze jako ,biegunowo-wezlowe”) otrzymu-
jemy wychodzac od transformacji punktowej ze zmiennych biegunowych r lambda, ¢
do potozen
b= (7”, v, V)Ta

gdzie r oznacza promien wodzacy, v — dlugo$¢ wezta wstepujacego orbity, zas
¥ = f + w to argument szerokosci (suma anomalii prawdziwej i argumentu
perycentrum). Poprzez rozszerzenie kanoniczne tej transformacji otrzymujemy
pedy

P=(R,0,N)T",
ktore posiadaja prosta interpretacje fizyczna: R to predkosé radialna, © — cal-
kowity moment pedu, N — rzut momentu pedu na o$ Oz.

T, R = 7
9 = f+uw, 0 = G=./up, (1.173)
v = QO N = Gcosl.

Zagadnienie dwoch cial zaburzone potencjatem Vi (7, t) posiada w tych zmien-
nych Hamiltonian

1/ _, ©?2 I
’C: 5 (R +712> —;+V1(T,9,V,®,N,_7t). (1171)
Zmienne Hilla-Whittakera stanowia z jednej strony wazny krok do rozwia-

zania zagadnienia dwoch cial w ramach formalizmu kanonicznego, a z drugiej
strony sa bardzo wygodne w wielu zagadnieniach ruchu zaburzonego.

1.6.3 Transformacje zadane funkcja tworzaca

Niech ¢ = col(q, Q) i n = col(p, P). Transformacja ¢ < n jest kanoniczna, jesli
istnieje przynajmniej jeden z czterech rodzajow funkcji tworzgcej zmiennych
mieszanych F}, spelniajacy odpowiednio warunki:

Fi(q,p,t): Qi = g} H:—z} (1.175)
Fy(q, P,1): Qi = 21;27 pi = gij, (1.176)
F3(Q,p,t): %:—%% B:—Z? (1.177)
Fy(Q, Pt : Qi:_%v pi = %, (1.178)



gdzie indeks i przebiega stopnie swobody od 1 do M. Dla kazdego typu funkcji
tworzacej Fj, nowy Hamiltonian K jest dany réwnaniem

K(p, P,t) = H(¢(n,1), 1) + ——. (1.179)

Nazwa funkcja tworzaca zmiennych mieszanych” wynika z faktu, ze zawsze
mamy w niej polowe starych i polowe nowych zmiennych.

Przyklad 1.10 — Dwie transformacje trywialne

Rozpatrzymy transformacje tozsamos$ciowa, ktéra nie zmienia zmiennych, to
Znaczy

n=¢ p=gq, P=Q.

Transformacja tozsamosciowa ma funkcje tworzace typu Fy i F3. Sa to
Fy(q,P)=q"P=qP +...+quPu, (1.180)

oraz
F(Q.p) =-Q"p=—-Qip1 — ... — Qupwn, (1.181)

Zauwazmy, ze nie mozna podaé¢ funkcji typu F; lub Fj dla transformacji
tozsamosciowej. Gdyby jednak przez analogie wypisaé

Fi(g,p) =4q'p, (1.182)
to jaka transformacje generuje Fy ? W mysl wzoru (1.175)
8F1 aFl
i = =p;, Pi=- = —q;-. 1.183
Q 9q. P op ¢ (1.183)

Jakie jest znaczenie transformacji (1.183) ? W jej $wietle, pojecia zmien-
nych typu ,,polozenie” i zmiennych typu ,ped” okazuje sie do pewnego stopnia
wzgledne, gdyz formalna zamiana

¢ = col(q, Q) < n = col(Q, —q)

zachowuje postaé¢ rownan kanonicznych.

Przyklad 1.11 — Transformacja Poincarégo (c.d.)

W Przyktadzie 1.7 podali$my transformacje Poincarégo
¢(=(@X)" =n=(1L)",
w wyniku ktérej hamiltonian oscylatora harmonicznego (1.149)
H=1(X?4u?a?),

przyjmuje postac (1.151)
K=wlL.



Transformacje te mozna otrzymad biorac jako punkt wyjscia zamierzona, postaé
funkeji Hamiltona K i poszukujac funkcji tworzacej typu Fa
8F2(£ZZ,L) 0= 3Fg(x,L)

X=—"% '~ —ar

(1.184)

Podstawiajac (1.184) do ‘H, mozemy napisa¢

1 F 2 2,2
2<82) er * =wlL

ox
co prowadzi do

FQZ/\/QwL—wQ,er:B, (1.186)

i dalej, poprzez

OF, 0 [ s wda
=22 _ 9 Yl —lalde = | w4
=3 aL/ wl—wiatde V2wl -2 a2

do definicji kata ¢

¢ */ W = arcsin ( xL/w>

A zatem, zgodnie z rownaniami (1.150)

x = y/2L/wsin/,

(1.187)
X = Vo2wL—-w?222=+v2wL cost.

CWICZENIA

Zadanie 8.1 Rozszerzenie transformacji punktowej mozna wykorzystaé do zmiany
zmiennej niezaleznej z czasu ¢ na inng zmienna 7. Mamy wtedy

—Hdt+ Q" dq = —K dr + P dp. (19)

Wykorzystaj ten fakt w zagadnieniu wzglednym dwoch cial, wprowadzajac zmienng
7 jako uogoblniong anomalie mimosrodowa,

dr «

dt
gdzie « jest dowolna stala o wymiarze dlugodci. Znajdz nowy hamiltonian w
zmiennych Hilla-Whittakera i rownania ruchu. Pokaz, ze r(7) ma posta¢ oscy-
lacji harmonicznych.
2
Wskazoéwka: po sformutowaniu réwnan kanonicznych znajdz %-



Zadanie 8.2 Komety w Obtoku Oorta podlegaja nie tylko przycigganiu Storica,
lecz réwniez zaburzajacej ich ruch sile ptywowej dysku Galaktyki
'7":7%7'752,2, (20)
r
gdzie powyzsze réwnania ruchu wypisane sa dla heliocentycznego uktadu wspot-
rzednych z osig Oz skierowana do bieguna galaktycznego.
Podaj funkcje Hamiltona tego zagadnienia w zmiennych Hilla-Whittakera i
kanoniczne réwnania ruchu w tych zmiennych. Ktéra ze zmiennych nie pojawita

sie w hamiltonianie i z czego wynika jej nieobecnos¢ ? Ile calek ruchu posiada
to zagadnienie 7



