
WYK�AD 8
Zmienne Hilla-Whittakera. Funkcje tworz¡ce transformacji

kanonicznych.

Przykªad 1.9 � Zmienne Hilla-Whittakera
Zmienne Hilla-Whittakera (znane tak»e jako �biegunowo-w¦zªowe�) otrzymu-
jemy wychodz¡c od transformacji punktowej ze zmiennych biegunowych r lambda, ϕ
do poªo»e«

p = (r, ϑ, ν)T,

gdzie r oznacza promie« wodz¡cy, ν � dªugo±¢ w¦zªa wst¦puj¡cego orbity, za±
ϑ = f + ω to argument szeroko±ci (suma anomalii prawdziwej i argumentu
perycentrum). Poprzez rozszerzenie kanoniczne tej transformacji otrzymujemy
p¦dy

P = (R, Θ, N )T,

które posiadaj¡ prost¡ interpretacj¦ �zyczn¡: R to pr¦dko±¢ radialna, Θ � caª-
kowity moment p¦du, N � rzut momentu p¦du na o± Oz.





r, R = ṙ,
ϑ = f + ω, Θ = G =

√
µp,

ν = Ω, N = G cos I.
(1.173)

Zagadnienie dwóch ciaª zaburzone potencjaªem V1(r, t) posiada w tych zmien-
nych Hamiltonian

K =
1
2

(
R2 +

Θ2

r2

)
− µ

r
+ V1(r, θ, ν, Θ, N,−, t). (1.171)

Zmienne Hilla-Whittakera stanowi¡ z jednej strony wa»ny krok do rozwi¡-
zania zagadnienia dwóch ciaª w ramach formalizmu kanonicznego, a z drugiej
strony s¡ bardzo wygodne w wielu zagadnieniach ruchu zaburzonego.

1.6.3 Transformacje zadane funkcj¡ tworz¡c¡
Niech ζ = col(q,Q) i η = col(p,P ). Transformacja ζ ↔ η jest kanoniczna, je±li
istnieje przynajmniej jeden z czterech rodzajów funkcji tworz¡cej zmiennych
mieszanych Fk, speªniaj¡cy odpowiednio warunki:

F1(q,p, t) : Qi =
∂F1

∂qi
, Pi = −∂F1

∂pi
, (1.175)

F2(q,P , t) : Qi =
∂F2

∂qi
, pi =

∂F2

∂Pi
, (1.176)

F3(Q,p, t) : qi = −∂F3

∂Qi
, Pi = −∂F3

∂pi
, (1.177)

F4(Q,P , t) : qi = −∂F4

∂Qi
, pi =

∂F4

∂Pi
, (1.178)



gdzie indeks i przebiega stopnie swobody od 1 do M . Dla ka»dego typu funkcji
tworz¡cej Fk, nowy Hamiltonian K jest dany równaniem

K(p, P , t) = H(ζ(η, t), t) +
∂Fk

∂t
. (1.179)

Nazwa �funkcja tworz¡ca zmiennych mieszanych� wynika z faktu, »e zawsze
mamy w niej poªow¦ starych i poªow¦ nowych zmiennych.

Przykªad 1.10 � Dwie transformacje trywialne
Rozpatrzymy transformacj¦ to»samo±ciow¡, która nie zmienia zmiennych, to
znaczy

η = ζ, p = q, P = Q.

Transformacja to»samo±ciowa ma funkcje tworz¡ce typu F2 i F3. S¡ to

F2(q, P ) = qTP = q1P1 + . . . + qMPM , (1.180)

oraz
F3(Q, p) = −QTp = −Q1p1 − . . .−QMpM , (1.181)

Zauwa»my, »e nie mo»na poda¢ funkcji typu F1 lub F4 dla transformacji
to»samo±ciowej. Gdyby jednak przez analogi¦ wypisa¢

F1(q, p) = qTp, (1.182)

to jak¡ transformacj¦ generuje F1 ? W my±l wzoru (1.175)

Qi =
∂F1

∂qi
= pi, Pi = −∂F1

∂pi
= −qi. (1.183)

Jakie jest znaczenie transformacji (1.183) ? W jej ±wietle, poj¦cia zmien-
nych typu �poªo»enie� i zmiennych typu �p¦d� okazuje si¦ do pewnego stopnia
wzgl¦dne, gdy» formalna zamiana

ζ = col(q,Q) ↔ η = col(Q,−q)

zachowuje posta¢ równa« kanonicznych.

Przykªad 1.11 � Transformacja Poincarégo (c.d.)
W Przykªadzie 1.7 podali±my transformacj¦ Poincarégo

ζ = (x,X)T ↔ η = (`, L)T,

w wyniku której hamiltonian oscylatora harmonicznego (1.149)

H = 1
2

(
X2 + ω2 x2

)
,

przyjmuje posta¢ (1.151)
K = ω L.



Transformacj¦ t¦ mo»na otrzyma¢ bior¡c jako punkt wyj±cia zamierzon¡ posta¢
funkcji Hamiltona K i poszukuj¡c funkcji tworz¡cej typu F2

X =
∂F2(x, L)

∂x
, ` =

∂F2(x, L)
∂L

. (1.184)

Podstawiaj¡c (1.184) do H, mo»emy napisa¢

1
2

(
∂F2

∂x

)2

+
ω2 x2

2
= ωL,

co prowadzi do
F2 =

∫ √
2 ω L− ω2 x2 dx, (1.186)

i dalej, poprzez

` =
∂F2

∂L
=

∂

∂L

∫ √
2 ω L− ω2 x2 dx =

∫
ω dx√

2 ω L− ω2 x2
,

do de�nicji k¡ta `

` =
∫ x

0

dx√
2 L
ω − x2

= arcsin

(
x√

2 L/ω

)
.

A zatem, zgodnie z równaniami (1.150)

x =
√

2 L/ω sin `,

X =
√

2 ω L− ω2 x2 =
√

2 ω L cos `.
(1.187)

�WICZENIA

Zadanie 8.1 Rozszerzenie transformacji punktowej mo»na wykorzysta¢ do zmiany
zmiennej niezale»nej z czasu t na inn¡ zmienn¡ τ . Mamy wtedy

−H dt + QTdq = −K dτ + P Tdp. (19)

Wykorzystaj ten fakt w zagadnieniu wzgl¦dnym dwóch ciaª, wprowadzaj¡c zmienn¡
τ jako uogólnion¡ anomali¦ mimo±rodow¡

dτ

dt
=

α

r
,

gdzie α jest dowoln¡ staª¡ o wymiarze dªugo±ci. Znajd¹ nowy hamiltonian w
zmiennych Hilla-Whittakera i równania ruchu. Poka», »e r(τ) ma posta¢ oscy-
lacji harmonicznych.
Wskazówka: po sformuªowaniu równa« kanonicznych znajd¹ d2r

dτ2 .



Zadanie 8.2 Komety w Obªoku Oorta podlegaj¡ nie tylko przyci¡ganiu Sªo«ca,
lecz równie» zaburzaj¡cej ich ruch sile pªywowej dysku Galaktyki

r̈ = − µ

r3
r − ε2 z, (20)

gdzie powy»sze równania ruchu wypisane s¡ dla heliocentycznego ukªadu wspóª-
rz¦dnych z osi¡ Oz skierowan¡ do bieguna galaktycznego.

Podaj funkcj¦ Hamiltona tego zagadnienia w zmiennych Hilla-Whittakera i
kanoniczne równania ruchu w tych zmiennych. Która ze zmiennych nie pojawiªa
si¦ w hamiltonianie i z czego wynika jej nieobecno±¢ ? Ile caªek ruchu posiada
to zagadnienie ?


