WYKLAD 7
Zmienne dzialanie-kat. Rozszerzenie kanoniczne transformacji
punktowej. Ruch w obracajacym sie ukladzie wspoélrzednych.

Przyklad 1.7 — Zmienne dzialanie-kat dla oscylatora harmonicznego
(transformacja Poincaré)

Rozpatrzmy Hamiltonian oscylatora harmonicznego
H=1(X*+w’2?). (1.149)
Transformacja

T =14/ 2L sinf, X =+v2Lw cos/. (1.150)
w

jest kanoniczna i nowy hamiltonian
K=H(zL),X(¢L)=wL, (1.151)

nie zalezy od kata £ a tylko od pedu L. Zmienne, dla ktérych hamiltonian zalezy
jedynie od pedéw nazywamy zmiennymi typu dzialanie-kat. Znalezienie takich
zmiennych jest réwnoznaczne z rozwigzaniem réwnan ruchu.

1.6.2 Rozszerzenie kanoniczne transformacji punktowej

Przyjmijmy za punkt wyjscia zmienne kanoniczne ¢ = col(q, @) dla uktadu
z funkcja Hamiltona H. Transformacja punktowa polega na wprowadzeniu no-
wych wspotrzednych p, zaleznych jedynie od starych wspotrzednych g i od czasu

p=p(q,1). (1.154)

Rozszerzenie kanoniczne transformacji punktowej (1.154) to znalezienie pedow
P sprzezonych kanonicznie z nowymi wspoéhrzednymi oraz nowego hamiltonianu

K.

Rozszerzenie kanoniczne wykonujemy w oparciu o warunek

~Hdt +Qrdg = —K dt + P dp. (1.155)

Przyklad 1.8 — Ruch w ukladzie jednostajnie rotujach osi

Rozpatrzmy czesto spotykana w mechanice systuacje, gdy chcemy badaé ruch w
jednostajnie obracajacym sie ukladzie wspotrzednych. Punktem wyjécia beda
polozenia i pedy (na jednostke masy) w kartezjanskim ukladzie inercjalnym
Oxzoyo20

¢ = col(rg, Ry),

gdzie, jak zwykle,

ro = (20, Y0, 20)", Ro = (Xo,Y0,20)".



Funkcja Hamiltona w tym ukltadzie ma postaé

H = 3Ry Ry +V(ro,t), (1.156)
gdzie V oznacza dowolny potencjal (na jednostke masy).

Wprowadzmy teraz drugi uktad wspéhrzednych Ozyz o tym samym §rodku
O, ktory obraca sie jednostajnie wokot osi Ozg = Oz, z predkoscia katowa, €.
Chcemy, aby nowe zmienne potozenia opisywaly pozycje punktu materialnego
w ukladzie rotujacym, a wiec oznaczajac przez Ms(«) macierz obrotu o kat «
wokoét osi Oz, zadajemy transformacje w postaci

r = Mg(Qt) To, (1157)
czyli
x cos (2¢) sin(Qt) 0 Zo
y | = | —sin(Q¢) cos(Qt) 0 Yo
z 0 0 1 20

Warunek (1.155) przyjmuje w naszym zagadnieniu postaé
—Hdt + Ry dro = —K dt + R dr. (1.158)
Rozniczkujemy (1.157), otrzymujac
dr = M5(Qt) 7o Qdt + M3(Qt) dro, (1.159)
gdzie M oznacza pochodng macierzy obrotu wzgledem jej argumentu, to znaczy

—sina cosae 0
Mj(a) = | —cosa —sina 0 |. (1.160)
0 0 0

Podstawiajac (1.159) do warunku (1.158), otrzymujemy
R = M;(Qt) Ry, (1.161)

oraz
K=H+QR" M,(Qt)rg,

a wiec

K=H-Q(@Y —yX).
Zauwazmy, ze wyrazenie w nawiasie to nic innego jak sktadowa z wektora mo-
mentu pedu.
Konicowa postaé¢ funkcji Hamiltona w rotujacym uktadzie wspoltrzednych

K=1R"R—-Q(zY —yX)+ V(r,t). (1.162)
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CWICZENIA

Zadanie 7.1 Zaproponuj transformacje (z,y, X,Y) < (¢, g, L, G), wprowadza-
jaca zmienne dzialanie-kat dla dwuwymiarowego oscylatora

H=3 (X*+0%2%) + 5 (V2 +0?y%), (16)

tak, aby nowy hamiltonian miat postac¢
K=w(L+G). (17)
Sprawdz kanoniczno$é tej transformacji wyliczajac macierz nawiaséw Poissona.

Zadanie 7.2 Dla oscylatora z Zadania 7.1 wykonaj transformacje punktowsg
(¢,9,L,G) < (¢,4,®,¥), w wyniku ktorej nowe pedy maja postac

d=L+G, ¥v=L-G.
Wypisz nowy hamiltonian i réwnania ruchu w tych zmiennych.

Zadanie 7.3 Rozszerzajac kanonicznie transformacje punktowa znajdz hamil-
tonian z dowolnym potencjaltem V dla zmiennych kartezjanskich, opisujacy ruch
w uktadzie wspolrzednych, ktory obraca sie wokot osi Oz z dowolnie zmienna w
czasie predkoscig katowa Q(t)

Zadanie 7.4 Wykorzystujac wyniki zadan 5.2 i 5.3, podaj funkcje Hamiltona
opisujaca ruch w zmiennych biegunowych, gdy uklad obraca sie ze stala pred-
koscia katowsg 2 wokot osi Oz. Sformutuj warunki, dla ktorych punkt spoczywa
w tym ukladzie, jesli potencjal jest tylko funkcja zmiennych (r, A, ¢).



