
WYK�AD 6
Macierze symplektyczne. Nawiasy Poissona. Transformacja

kanoniczna.

1.5.2 Macierze symplektyczne
Niech ukªad ma M stopni swobody. Wprowadzamy wektor stanu ζ

ζ = (q1, . . . , qM , Q1, . . . , QM )T,
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(1.127)

Mo»emy wtedy zapisa¢ równania kanoniczne ruchu (1.120) w zwartej postaci

ζ̇ = J∇H. (1.128)

J oznacza standardow¡ macierz symplektyczn¡ 2M × 2M

J =
(

0M EM

−EM 0M

)
, (1.129)

gdzie EM oznacza jednostkow¡ macierz diagonaln¡ M ×M . Wªa±ciwo±ci:

J2 ≡ JJ = −E2M , JTJ = E2M , J−1 = JT = −J. (1.130)

Macierz¡ symplektyczn¡ nazywamy ka»d¡ macierz kwadratow¡ S dla której za-
chodzi

SJST = J. (1.131)
Warunek (1.131) mo»na te» zapisa¢ w równowa»nej postaci

ST JS = J.

Wyznacznik macierzy symplektycznej jest równy 1

detS = 1. (1.132)

Macierze symplektyczne tworz¡ grup¦: iloczyn dwóch macierzy symplektycz-
nych jest równie» macierz¡ symplektyczn¡, istnieje element neutralny w postaci
macierzy E oraz macierz odwrotna S−1 zawsze istnieje (wyznacznik S jest ró»ny
od zera) i równie» jest symplektyczna.

1.5.3 Nawiasy Poissona
Nawiasem Poissona dwóch funkcji F i G nazywamy operator ró»niczkowy {F, G}
zde�niowany jako

{F, G} = (∇F )TJ∇G =
M∑
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. (1.133)



Tam, gdzie b¦dzie to wa»ne, dodawa¢ b¦dziemy do nawiasu Poissona indeks
informuj¡cy o zmiennych kanonicznych wzgl¦dem których liczone s¡ pochodne
cz¡stkowe. Na przykªad we wzorze (1.133) mamy {F,G}ζ .

Wprowadzaj¡c nawias Poissona mo»emy zapisa¢ równania kanoniczne (1.128)
w jeszcze prostszej postaci

ζ̇ = {ζ,H}, (1.135)
a dla dowolnej funkcji F (ζ, t)

dF

dt
= {F,H}+

∂F

∂t
. (1.136)

Nawias Poissona posiada zarówno wªa±ciwo±ci typowe dla ka»dego liniowego
operatora ró»niczkowego (liniowo±¢ i dziaªanie na iloczyn) jak i wªasno±ci zbli-
»one do iloczynu wektorowego (antysymetria, to»samo±¢ Jacobiego).

1. Antysymetryczno±¢:
{F, G} = −{G,F}. (1.137)

2. Linowo±¢. Dla dowolnych funkcji F,G, H i staªych α,β zachodzi,

{αF + βG,H} = α{F, G}+ β{G,H}. (1.138)

3. Dziaªanie na iloczyn funkcji:

{FG,H} = F{G, H}+ G{F,H}. (1.139)

4. To»samo±¢ Jacobiego:

{F, {G,H}}+ {G, {H,F}}+ {H, {F, G}} = 0. (1.140)

Dla porównania, dowolne trzy wektory a, b, c ∈ R3 speªniaj¡

a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b) = 0.

1.6 Transformacje kanoniczne
Transformacj¦

Φ : (ζ,H(ζ, t)) → (η,K(η, t)) , (1.141)
nazywamy kanoniczn¡, je±li nowe zmienne η = col(p,P ) speªniaj¡ równania
ruchu Hamiltona z nowym hamiltonianem K

η̇ = J∇ηK = J
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 . (1.142)

Mówi¡c krótko: transformacja Φ jest kanoniczna je±li zachowuje posta¢ kano-
niczn¡ równa« ruchu.



1.6.1 Warunek dostateczny kanoniczno±ci transformacji
Warunek konieczny i dostateczny kanoniczno±ci transformacji mo»na sformuªo-
wa¢ nast¦puj¡co:

Transformacja ζ ↔ η jest kanoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy jej
macierz Jacobiego U = ∂η

∂ζ
jest macierz¡ symplektyczn¡.

Nowy hamiltonian K ró»ni sie od pierwotnego H o tak zwan¡ reszt¦ transfor-
macji F , tzn.

K(η, t) = H(ζ(η, t), t)−F(η, t), (1.143)
przy czym:

• Dla transformacji zachowawczej η = η(ζ) reszta transformacji F = 0.

• Dla transformacji jawnie zale»nej od czasu reszta transformacji musi speª-
nia¢ równania

∇ηF = J
∂η

∂t
. (1.144)

Nawiasy Poissona a transformacja kanoniczna
Je±li ζ ↔ η jest transformacj¡ kanoniczn¡ to dla dowolnych dwóch
funkcji F, G

{F, G}ζ = {F,G}η . (1.145)

Innymi sªowy, nawias Poissona jest niezmiennikiem transformacji
kanonicznej.

W szczególno±ci, je±li wyznaczymy nawiasy Poissona zmiennych ζ = col(q,Q)
wzgl¦dem η = col(p, P ), to

{qi, Qi}η = {qi, Qi}ζ = 1, (1.146)

za± wszystkie pozostaªe nawiasy b¦d¡ równe zero.

�WICZENIA

Zadanie 6.1 Udowodnij, »e warunki (1.131) i ST JS = J s¡ równowa»ne.

Zadanie 6.2 Udowodnij, »e odwrotno±¢ macierzy symplektycznej S dana jest
wzorem

S−1 = JT ST J, (15)
oraz, »e macierz S−1 jest tak»e macierz¡ symplektyczn¡.

Zadanie 6.3 Zde�niuj w programie MuPad funkcje generuj¡ce standardow¡



macierz symplektyczn¡ o zadanym rozmiarze i nawias Poissona wzgl¦dem do-
wolnego zestawu zmiennych kanonicznych. Sprawd¹, »e dla dowolonego ze-
stawu zmiennych kanonicznych ζ, macierz nawiasów Poissona M o elementach
Mij = { ζi, ζj } jest standardow¡ macierz¡ symplektyczn¡ (M = J).

Zadanie 6.4 Zaªó»my, »e wykonana zostaªa transfromacja zmiennych polega-
j¡ca na pomno»eniu poªo»e« przez staª¡ a, za± p¦dów przez staª¡ b. Sprawd¹
macierz Jacobiego tej transformacji i ustal zwi¡zek mi¦dzy a i b dzi¦ki któremu
transformacja b¦dzie kanoniczna.

Zadanie 6.5 Niech funkcje F i G b¦d¡ caªkami ruchu (Ḟ = Ġ = 0) ukªadu
z pewn¡ funkcj¡ Hamiltona H. Udowodnij, »e je±li {F, G} 6= 0, to E = {F, G}
jest tak»e caªk¡ ruchu.

Zadanie 6.6 Na podstawie wyniku Zadania 6.5 udowodnij, »e je±li dowolne
dwie skªadowe momentu p¦du s¡ caªkami ruchu, to trzecia musi tak»e by¢ staªa.
Wskazówka: wykorzystaj de�nicj¦ momentu p¦du w kanonicznych zmiennych
kartezja«skich G = r ×R, gdzie r = (x, y, z)T, R = (X, Y, Z)T.


