WYKLAD 6
Macierze symplektyczne. Nawiasy Poissona. Transformacja
kanoniczna.

1.5.2 Macierze symplektyczne
Niech uktad ma M stopni swobody. Wprowadzamy wektor stanu ¢
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Mozemy wtedy zapisa¢ réwnania kanoniczne ruchu (1.120) w zwartej postaci
¢=JVH. (1.128)

J oznacza standardowa macierz symplektyczng 2M x 2M
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gdzie Ejp; oznacza jednostkowa macierz diagonalng M x M. Wlasciwosci:
J2=3JJ=-Eoy, JI=Ey, J'1=3T=-J (1.130)

Macierza symplektyczna nazywamy kazda macierz kwadratowa S dla ktoérej za-
chodzi
SJst=1J. (1.131)

Warunek (1.131) mozna tez zapisa¢ w rownowaznej postaci
sTJIs=1J.
Wyznacznik macierzy symplektycznej jest rowny 1
detS =1. (1.132)

Macierze symplektyczne tworza grupe: iloczyn dwdch macierzy symplektycz-
nych jest réwniez macierza symplektyczna, istnieje element neutralny w postaci
macierzy E oraz macierz odwrotna S™! zawsze istnieje (wyznacznik S jest ré7ny
od zera) i rowniez jest symplektyczna.

1.5.3 Nawiasy Poissona

Nawiasem Poissona dwoch funkeji F' i G nazywamy operator rozniczkowy {F, G}
zdefiniowany jako

{F,.G}=(VF)TIVG =) 5 50, ~ 50 9a. (1.133)
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Tam, gdzie bedzie to wazne, dodawaé¢ bedziemy do nawiasu Poissona indeks
informujacy o zmiennych kanonicznych wzgledem ktérych liczone sg pochodne
czastkowe. Na przyktad we wzorze (1.133) mamy {F, G}C'

Wprowadzajac nawias Poissona mozemy zapisa¢ réwnania kanoniczne (1.128)
W jeszcze prostszej postaci

¢ ={¢ H} (1.135)
a dla dowolnej funkcji F(¢, )

dF OF
=B+ (1.136)

Nawias Poissona posiada zaréwno wlasciwosci typowe dla kazdego liniowego
operatora rozniczkowego (liniowo$¢ i dzialanie na iloczyn) jak i wlasnosci zbli-
zone do iloczynu wektorowego (antysymetria, tozsamosé Jacobiego).

1. Antysymetrycznoscé:
{F,G} = —{G, F}. (1.137)

2. Linowosé¢. Dla dowolnych funkcji F, G, H i stalych «,0 zachodzi,

(aF + BG, HY = o{F,G} + B{G, H). (1.138)

3. Drzialanie na iloczyn funkcji:

(FG,H} = F{G,H} + G{F, H}. (1.139)

4. Tozsamo$¢ Jacobiego:
(F,{G,H}} + {G,{H, F}} + {H,{F.G}} = 0. (1.140)
Dla poréwnania, dowolne trzy wektory a, b, c € R? spelniaja

ax((bxe)+bx(exa)+ex(axb)=0.

1.6 Transformacje kanoniczne

Transformacje

@ (GH(C ) = (n,K(n,1)), (1.141)

nazywamy kanoniczng, jes§li nowe zmienne n = col(p, P) spelniaja réwnania
ruchu Hamiltona z nowym hamiltonianem C
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H=JVpK=1J (1.142)

Moéwiac krotko: transformacja @ jest kanoniczna jesli zachowuje postaé¢ kano-
niczna réwnan ruchu.



1.6.1 Warunek dostateczny kanoniczno$ci transformacji

Warunek konieczny i dostateczny kanonicznosci transformacji mozna sformuto-
wad nastepujaco:

Transformacja ¢ < m jest kanoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy jej
macierz Jacobiego U = Z—Z jest macierza symplektyczna.

Nowy hamiltonian K rézni sie od pierwotnego H o tak zwang reszte transfor-
macji F, tzn.

przy czym:
e Dla transformacji zachowawczej 1 = 1(¢) reszta transformacji F = 0.

e Dla transformacji jawnie zaleznej od czasu reszta transformacji musi spel-
nia¢ réwnania
Ty — 301 (1.144)
n — 8t . .
Nawiasy Poissona a transformacja kanoniczna

Jesli ¢ < m jest transformacja kanoniczna to dla dowolnych dwoch
funkcji F,G

{F,G}¢ ={F,G}n. (1.145)

Innymi stowy, nawias Poissona jest niezmiennikiem transformacji
kanoniczne;j.

W szczegblnosci, jesli wyznaczymy nawiasy Poissona zmiennych ¢ = col(q, Q)
wzgledem 1 = col(p, P), to

{0, Qitn = {0 Qi}¢ = 1, (1.146)
za$ wszystkie pozostale nawiasy beda réwne zero.
CWICZENIA
Zadanie 6.1 Udowodnij, ze warunki (1.131) i STJS = J sa réwnowazne.
Zadanie 6.2 Udowodnij, ze odwrotno$é macierzy symplektycznej S dana jest

wzorem

St =JTsTy, (15)

oraz, ze macierz S~! jest takze macierza symplektyczna.

Zadanie 6.3 Zdefiniuj w programie MuPad funkcje generujace standardowa



macierz symplektyczna o zadanym rozmiarze i nawias Poissona wzgledem do-
wolnego zestawu zmiennych kanonicznych. Sprawdz, ze dla dowolonego ze-
stawu zmiennych kanonicznych ¢, macierz nawiaséw Poissona M o elementach
M;; ={¢, ¢} jest standardowa macierza symplektyczna (M = J).

Zadanie 6.4 Zalozmy, ze wykonana zostala transfromacja zmiennych polega-
jaca na pomnozeniu polozeni przez staly a, za§ peddéw przez staly b. Sprawdz
macierz Jacobiego tej transformacji i ustal zwiazek miedzy a i b dzieki ktéremu
transformacja bedzie kanoniczna.

Zadanie 6.5 Niech funkcje F i G beda catkami ruchu (F = G = 0) ukladu
z pewng funkcja Hamiltona H. Udowodunij, ze jesli {F,G} # 0, to E = {F,G}
jest takze calka ruchu.

Zadanie 6.6 Na podstawie wyniku Zadania 6.5 udowodnij, ze jesli dowolne
dwie sktadowe momentu pedu sa catkami ruchu, to trzecia musi takze by¢ stata.
Wskazowka: wykorzystaj definicje momentu pedu w kanonicznych zmiennych
kartezjanskich G = r x R, gdzie r = (z,9,2)T, R= (X,Y, Z)T.



