WYKELAD 5
Ruch w potencjale radialnym. Formalizm kanoniczny —
transformacja Legendre’a.

1.4.2 Ruch czastki w potencjale radialnym

Do opisu ruchu w potencjale posiadajacym symetrie sferyczna (potencjale ra-
dialnym) o ogolnej postaci V = V(r) wprowadzamy zmienne biegunowe
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Roéwnania transformacji maja postad
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a rézniczkujac je wzgledem czasu otrzymamy
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Funkcja Lagrange’a na jednostke masy ma dla dowolnego potencjatu postac
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i na jej podstawie mozemy wypisaé trzy réwnania ruchu (1.102).
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Jesli potencjal jest radialny, to %—K = % = 0 i ostatnie dwa réwnania uprasz-

czaja sie do
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Whioski:
1. Wszystkie orbity w tym zagadnieniu sa krzywymi plaskimi, gdyz istnieje

rozwiazanie trywialne ¢ = 0, ¢ = 0, osiagalne przez odpowiedni wybor
plaszczyzny odniesienia (symetria sferyczna zagadnienia !).



2. Kazde zagadnienie z potencjatem radialnym posiada catke pél

2\ =G = const. (1.114)

3. Kazde zagadnienie radialne jest calkowalne.

4. W kazdym zagadnieniu radialnym z przyciaganiem istnieja orbity kolowe.

1.5 Formalizm kanoniczny

Formalizm kanoniczny nazywany jest rowniez formalizmem Hamiltona a czasami
formalizmem symplektycznym. Podstawowe pojecia tego formalizmu to poto-
zenia i pedy uogo6lnione oraz funkcja Hamiltona. Ruch ukladu mechanicznego
zadany jest poprzez réwnania kanoniczne Hamiltona.

1.5.1 Transformacja Legendre’a i r6wnania Hamiltona

Rozpatrzmy uklad mechaniczny o M stopniach swobody, opisany poprzez M
wspolrzednych uogdlnionych ¢; i posiadajacy funkcje Lagrange’a £. Transfor-
macja Legendre’a to odwzorowanie

{qa "L ‘C} - {qa Q7 H}
ktore zestawowi wspotrzednych i predkosci uogélnionych przypisuje polozenia i
pedy uogolnione a funkcji Lagrange’a £(q, q,t) — nowa funkcje stanu H(q, Q, t),
zwang funkcja Hamiltona lub hamiltonianem.

e Pedy uogoélnione Q
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e Hamiltonian

e kanoniczne réwnania ruchu (réwnania Hamiltona)
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TWIERDZENIE 1.2 Jezeli hamiltonian ‘H pewnego uktadu nie
zalezy od czasu jawnie, to jest on calka ruchu

H(g,Q) = const. (1.122)

Hamiltonian uktadu jest jego energia caltkowita jesli spelnione sa dwa wa-
runki



e Transformacja z wektorow polozenia r w inercjalnym ukladzie odniesienia
do potlozen uogoélnionych g nie zalezy jawnie od czasu.

e Potencjal uktadu V(q) nie zalezy jawnie od czasu.

Jesli spelniony jest pierwszy z wyzej wymienionych warunkéw, to mozna kon-
struowaé¢ funkcje Hamiltona na podstawie wzoru

H(q.Q,t) =T(q,Q) +V(g,t). (1.124)
Przykltad 1.6 — Wahadlo matematyczne
Funkcja Hamiltona wahadla matematycznego
H(p, @) = 0% — wj cos . (1.125)

‘H = const. jest calka energii wahadla. Rownania ruchu Hamiltona (1.120)
przyjmuja dla wahadla matematycznego postac
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CWICZENIA

Zadanie 5.1 Znajdz funkcje Lagrange’a i réwnania ruchu wzglednego zagadnie-
nia dwéch cial we wspoétrzednych kartezjanskich x,y, z. Nastepnie przeprowadz
transformacje Legendre’a znajdujac pedy X,Y,Z, hamiltonian i réwnania ka-
noniczne ruchu.

Zadanie 5.2 Przeprowadz transformacje Legendre’a dla zmiennych bieguno-
wych q (1.104) i funkcji Lagrange’a (1.107). Znajdz pedy Q = (R, A, ®)T,
funkcje Hamiltona i wypisz kanoniczne réwnania ruchu.

Zadanie 5.3 Udowodnij, ze ped A, sprzezony kanonicznie z dlugoscia A, to
rzut momentu pedu na o§ Oz.

Zadanie 5.4 Stosujac Hamiltonian z Zadania 5.2 z potencjalem V = —pr=1,
znajdz zwiazek miedzy energia catkowita E = H a momentem pedu dla orbit
eliptycznych i dla orbity kotowej. Wskazoéwka: w perycentrum i apocentrum
R=0.



