WYKLAD 4
Elementy nieosobliwe. Zastosowania réwnan Gaussa. Formalizm
Lagrange’a

1.3.7 Elementy nieosobliwe

Jezeli e = 0, to nie wolno uzywaé¢ wzordéw dla é, Miw gdyz albo wystapi
dzielenie przez zero albo odwotamy sie do nieokreslonych katéw f 1 E. Natomiast
jesli I = 0 lub I = m, to nie wolno uzywaé¢ réwnan dla % lub Q, gdyz albo
wystapi dzielenie przez zero albo pojawi sie nieokreslony kat f + w. W takich
sytuacjach stosujemy tzw. elementy nieosobliwe, bedace funkcjami elementow

keplerowskich. Dla I bliskich 0 sg to

sin £ cosQ,

q 2
p = sinisingQ, (1.91)
w = w+Q,
a dla maltych mimosrodow
k = ecosw,
h = esinw, (1.92)
A= M+w.

Odpowiednia modyfikacja rownan Gaussa prowadzi wtedy do unikniecia osobli-
wodci. Na przyktad, dla matych mimosrodéw uzywamy

A=M + w,
oraz
k=¢écosw —ew sinw,

i analogiczny wzor dla h.

1.3.8 Niektére zastosowania rownan Gaussa
Przyklad 1.3 — Wplyw oporu oérodka na elementy oskulacyjne.

Rozpatrzmy wzgledne zagadnienie dwoch cial w ktérym na badang mase dziata
hamujgca sita P wywolana oporem nieruchomego osrodka. Sila tego rodzaju
skierowana jest stycznie do chwilowej orbity, w kierunku przeciwnym do wektora
predkosci. Mozemy wiec zauwazy¢, ze jej sktadowe w bazie n-s-b maja wartosci

S=8(r,v)<0, N=B=0,

gdzie bez wzgledu na postaé zaleznosci tarcia od polozenia ciala r i jego pred-
kosci v, poprzestajemy jedynie na stwierdzeniu, ze S < 0 a wiec opor nie zanika



ani (tym bardziej) nie zmienia znaku. Réwnania Gaussa (1.84-1.88) upraszczaja,
sie do

2
a = TUS<O,
n?a
2pS
e = P cos F,
v
dI .
— = Q=0 1.
i 7 (1.93)
2
w = —Ssinf.
ev

‘Whioski:

1. Pé6tos wielka orbity systematycznie maleje, gdyz a < 0. W konsekwencji
musi nastapi¢ kolizja obu mas zagadnienia dwoéch ciatl.

2. Trajektoria w tym zagadnieniu jest krzywa plaska (I = const i 2 = const).

3. Zmiany oskulacyjnego mimosrodu zaleza w sposéb istotny od polozenia
badanej masy na orbicie: w poblizu perycentrum (cos E > 0) opdr osrodka
zmniejsza mimosrod (é < 0) natomiast w poblizu apocentrum (cos E < 0)
mimoérod rosgnie (é > 0). W typowych sytuacjach fizycznych wplyw w
poblizu perycentrum jest silniejszy i mimosréd systematycznie maleje.

Whnioskéw co do mimosrodu nie nalezy ekstrapolowaé¢ i méwié, ze mimosrod
dazy do zera, poniewaz réwnania Gaussa dla é nie wolno stosowa¢ dla matych
mimosrodéw.

Przyklad 1.4 — Manewry orbitalne (zmiana nachylenia)

Manewr orbitalny to zmiana elementéw orbity dokonywana przy pomocy silni-
kow korekeyjnych sztucznego satelity lub sondy kosmicznej. Przyblizenie impul-
sowe natomiast zaktada, ze silniki dzialaja stalg sita P (zwana ciagiem) przez
krotki czas At i zmiana w dowolnym elemencie orbity (na przyklad w polosi
wielkiej a) moze byé przedstawiona jako

Aa =~ aAt. (1.94)

W kazdym manewrze orbitalnym dazy sie do uzyskania zamierzonej orbity
przy minimalnym wydatku paliwa, co oznacza, ze staramy sie uzy¢ jak naj-
muniejszego impulsu (zwanego réowniez popedem)

W = |P|At. (1.95)

W $wietle rownania Gaussa (1.86) jedynie sktadowa binormalna powoduje
zmiane nachylenia orbity I, a zatem sita powodujaca manewr powinna by¢ skie-
rowana prostopadle do ptaszczyzny orbity i odpowiada jej impuls

W = B At.



Uzyskany przyrost nachylenia dany bedzie wzorem

rcos(f—l—w)W

JiD

Aby uzyskaé najwiekszy przyrost Al przy zadanym W, musimy znalez¢ maksi-
mum funkeji 7 cos (f + w) z warunku

Al = (1.96)

d(r cos(f +w))

=0.
df
Uwzgledniajac zaleznoéé r(f) otrzymamy
%esinfcos(f—&—w)—sin(f—i—w):0. (1.97)

Dla matych warto$ci mimosrodu orbity e réwnanie (1.97) prowadzi do wniosku,
ze manewr zmiany nachylenia nalezy przeprowadzié¢ w okolicach jednego z we-
ztow orbity, gdy (f+w) = 0 lub 7. Zauwazmy réwniez, ze przyrost I jest wprost
proporcjonalny do odleglosci r (ramie sily”) a zatem szczegélnie uprzywilejo-
wana, bedzie sytuacja, w ktorej linia apsyd i linia wezléw pokrywaja sie, aby
manewr mozna przeprowadzié¢ zarazem w wezle i w apocentrum.

1.4 Formalizm Lagrange’a

1.4.1 Podstawowe pojecia

Formalizm Lagrange’a to opis ukladéw mechanicznych w kategoriach trzech
podstawowych pojeé:

1. wspoélrzednych i predkosci uogélnionych,
2. funkcji Lagrange’a,
3. réwnan ruchu Lagrange’a drugiego rodzaju.

Rozpatrzmy uktad, ktéry ma N stopni swobody W miejsce dotychczasowych
zmiennych kartezjanskich r w uktadzie inercjalnym wprowadzimy wspoétrzedne
uogolnione g, ktore moga by¢ dowolnymi funkcjami » (ale nie 7 !) i dodatkowo
zaleze¢ jawnie od czasu. Rozniczkujac wspolrzedne uogoélnione wzgledem czasu,
uzyskujemy predkosci uogélnione g a wiec

% = q(r.t),
. . . : 1.98
{ G = W=4. Vg + %, (1.98)

gdzie ¢ = 1,..., N. Funkcja Lagrange’a

'C(Qv (.L t) = T(Qa Qv t) - V(qv t)a (1'100)



zwang jest takze lagranzjanem lub potencjalem kinetycznym. Znajac poten-
cjal kinetyczny £ ukladu o N stopniach swobody mozemy otrzymaé réwnania
Lagrange’a drugiego rodzaju

d (0L oL .
dt<8qi>_fm_0’ i=1,...,N. (1.102)

Tworza one uktad réwnaii ruchu rzedu 2V, sktadajacy sie z N réwnan drugiego
rzedu.

Zauwazmy, ze rownania Lagrange’a (1.102) nie ulegaja zmianie jesli funkcje
L podzielimy przez dowolna stata — na przyklad mase badanego ciala.

Przyklad 1.5 — Wahadlo matematyczne

Jak wiemy juz z Przyktadu 1.1, najbardziej dogodna zmienna do opisu ruchu
wahadla o masie m zawieszonego na precie od dtugosci [ jest kat g1 = . Energia
kinetyczna wahadla przyjmuje postaé

mv?  mil?

T = — = s
2 2 7
gdzie skorzystalismy z faktu, ze predkosé linowa w niejednostajnym ruchu po
okregu v = l¢. W jednorodnym polu grawitacyjnym potencjal sity F =
(mg,0)T ma postaé
V =—mgx = —mglcosp.

Funkcje Lagrange’a £ =T — V ukladu mozemy podzieli¢ przez dowolng stala —
niech bedzie nig iloczyn ml?. Otrzymujemy

¢2
L=+ wi cos p, (1.103)

gdzie wo = +/g/l. Latwo sprawdzié, ze réwnanie ruchu Lagrange’a drugiego

rodzaju otrzymywane z tej funkcji £ jest identyczne z (1.9).

CWICZENIA

Zadanie 4.1 Wyprowadz réwnania Gaussa dla elementow nieosobliwych wzgle-
dem matlych nachyler

( q ) _ r B < 1-¢> —pgq ) ( cos v > (10)
D 2 ipVI—-F—p2 \ —Pe 1-p° sing )

oraz

w=V g sind — p cosv), (11)

rB
+ 2 2(
VPN 1 =¢%=p
gdzie ¥ = f + w, oraz ¥ = w + e jest nieosobliwym przy I = 0 sktadnikiem
réwnania dla w.



Zadanie 4.2 Wyprowadz rownanie Gaussa dla dtugosci §redniej A = M +w

: 2TR 62 . 27T
)\:n—na2+1+\/mw+2\/l—62sm 5 . (12)

Sprawdz, czy po wstawieniu wzorow na w i {2 jest ono rzeczywiscie nieosobliwe
dlae=il=0.

Zadanie 4.3 Przyjrzyj sie rownaniom dla zmiennych h, k i uzasadnij ich nie-
osobliwosé

) )
k = viZk - R sin?d
na
47 (cosd+k+ ——o (1 = k?) cost — hk sin )
a(l—k2—h?)
hrB
- (g sind — p cos ), (13)
2/pp\1—q*—p?

; V1—Fk2—h?
h = —— | —Rcosd

na

+T (sinﬁ +h+
a

m (1= h2) sind — hk cosﬁ))]

- krB (
2yEp\1—q¢* —p?

Czy dla e = 0 lub I = 0 pojawia sie dzielenie przez zero 7 Czy uzywa sie zle
okreslonych katéw 7 Czy istnieje mozliwosé otrzymania ujemnego mimosrodu
jako rozwigzania tych réwnan 7 Czy ta ostatnia mozliwosé istnieje w przypadku
osobliwego rownania (1.85).

g sind — p cos V). (14)

Zadanie 4.4 Zalozmy, ze w zagadnieniu plaskim (I = 0) zaburzenie posiada
jedynie radialng sktadowa R # 0. Czy mozliwy jest w tym zagadnieniu ruch po
orbicie ze stalym mimosrodem e = 0 7 Poréwnaj odpowiedZ z punktu widzenia
réwnan (1.85) oraz (13) i (14).

Zadanie 4.5 W zagadnieniu z Zadania 4.4 ruch po orbicie ze stalym mimosro-
dem jest mozliwy tylko wtedy, gdy ciato znajduje sie caly czas w perycentrum
lub apocentrum. Zweryfikuj ten fakt badajac warunek

dvVE? +h?
dt N

0,

w polaczeniu z réwnaniami (13) 1 (14). Wyjasnij pozorny paradoks, ze dla
malych R okres obiegu jest nadal bliski 27/n, chociaz cialo nie opuszcza linii
apsyd.



