WYKLAD 3
Roéwnania Gaussa dla e, I, w, M.

1.3.3 Od calki pél do ¢, Q, 4

W odréznieniu od skalarnej catki sit zywych, wektorowa catka pél moze nam
postuzy¢ do otrzymania az trzech kolejnych rownan Gaussa.

= % (rxv)=rxP. (1.53)
W bazie r-t-b . R X
G=rTb—rBt. (1.54)
Poza tym A
. d . - db
=—(Gb)=Gb —. .
G- (G ) Gb+G (1.55)

Przyréwnujac stronami (1.54) i (1.55) otrzymujemy wektorowe rownanie

o db . .
Gb+G o —rTh+rBt=0. (1.56)

Roéwnania dla G i é .
Infinitezymalny obrét wersora b podlega elementarnej tozsamosci

. db
b2

= =0. (1.57)

Dzieki tej wlasciwosci mozemy pomnozy¢ skalarnie obie strony (1.56) przez wer-
sor b i otrzymujemy

G=rT. (1.58)
Poniewaz G = /up = y/pa(l —e€?), a znamy juz rownania dla @, mozemy

wyznaczy¢
1 .
é=— (p a— /Lt G) .
ae \2a I
(koricowy wynik w rozdz. 1.3.6)

Roéwnania dla % iQ.

Po uwzglednieniu roéwnosci (1.58) pozostaje nam uproszczona postaé wzoru
(1.56)

db .
& Bt .
G r Bt (1.61)

Musimy teraz powigza¢ infinitezymalny obrot db wzgledem stalych osi Ozyz ze
zmianami nachylenia dI oraz dtugosci wezta wstepujacego dS) wzgledem uktadu



Ozxyz o stalych osiach.

Wazne twierdzenie o obrocie infinitezymalnym

. . AAn Al Al Al NTERNTENT
Niech katy ¢, ¥, 1 definiuja obrét z bazy (¢, j, k) poprzez (¢ ,3 ,k )do (¢ ,3 k)
tak, aby

V= X0)4, 5 =X5(0)7, k = 25(0)k, (1.62)
oraz

N Al Al N ~/

=W)X i, § o= )xa@0)], k =X)X@)k,  (1.63)

gdzie X;(a) sa macierzami obrotu o kat o wzgledem i-tej osi ukladu.

TWIERDZENIE 1.1 Niech wektor w = w W bedzie sztywno zwia-

zany z baza (%”73//7 l%//) (moze to byé na przyktad jeden z jej werso-

row). Wplyw infinitezymalnych przyrostow de, dd, di na sktadowe
w wzgledem bazy (7,7, k) dany jest wzorem

div = (kdo+i do+k dip) x 1. (1.64)

Dowdd tego twierdzenia znalezé mozna w podrecznikach mechaniki
klasycznej ( np. W. Rubinowicz i W. Kroélikowski Mechanika teore-
tyczna, PWN, 1980, Rozdz. IV, §2.).

Jak wiemy z Wstepu do mechaniki nieba, transformacje z bazy (i,j,fc)
ukladu Ozxyz do bazy r-t-b (%//,3”, lAcH) = (#,1,b) uzyskujemy przyjmujac katy
Eulera réwne

6=0, I=I, ¥=f+w

Mozemy wiec powiaza¢ zmiane wersora db ze zmianami katéw Eulera przywo-
tujac wzor (1.64)

db = (kdQ +i dI +bdy) x b= (k x b)dQ + (i x b)dI. (1.65)

Podstawiajac ten zwiazek do (1.61) otrzymujemy rownanie wektorowe

A o oo dl rB .
kxb)Q+ (2 xb) —=——1t. 1.
(e x b+ (i x B) S = =T (1.66)
Mnozac (1.66) przez ke lub i mozna otrzymaé¢ dwa réwnania skalarne
s oodl rB . .
E-(i xb)— = ——k-t 1.
@ x5 ke, (167)
A A A B o
ikxb)Q = 234 (1.68)

G



a z nich
dl rcos(f+w)

— = B 1.69
dt G ’ (1.69)
- rsin(f+w)
Q=—"—"8 1.
Gs ’ (1.70)
gdzie s = sin I oznacza sinus nachylenia.
1.3.4 Od wektora Laplace’a do w
Roézniczkujac definicje catki Laplace’a e dostaniemy
d [1 1 1 ., dr
- Lo xG-i|=coxGt+ioxG -,
dt | p I I dt
a zatem
pe = PxG+vxG=Px(rxv)+vx(rxP). (1.71)

Poprzez elementarne operacje wektorowe mozna réwnanie (1.71) sprowadzié do
postaci

pe = 2GT#—(GR+riT)t—r7Bb, (1.72)

w bazie r-t-b.

Musimy teraz zajaé sie lewa strona (1.72) aby powiazaé¢ € ze zmianami ele-
mentow oskulacyjnych. Zdefiniujmy pomocnicza ,baze perycentryczng” (€, b x
é, b) zwigzang z kierunkiem do perycentrum orbity. Transformacja z (4,7, k)
do bazy perycentrycznej oparta jest o katy Eulera 3-1-3

6=0Q, v=1I VY=w.

Korzystajac z Twierdzenia 1.1 mozemy przedstawi¢ é w postaci

. . de .. Se o dl .
e = ee—&-e(ﬁ—ee—&—e(Qk—i—dt'L —|—wb> X & (1.73)

Przyrownujac stronami (1.72) i (1.73) dochodzimy do wektorowego réwnania

. s odly o . R

pee+pue | Qk x e+ — i X et+wbxe)| = 2GT+—(GR+rrT)t
—r7 Bb. (1.74)

Aby wydoby¢ z uktadu (1.74) interesujacy nas sktadnik w pomnézmy obie strony
skalarnie przez wektor (b x €). Jest to wektor ortogonalny do & oraz do b dzieki
czemu dwa wyrazy (1.74) znikaja od razu i mamy
. A . ~ R dl ~! N » ~ .7 A 7 ~
Q(kxe)-(bxe)—i—a(z xe)(bxe)t+w(bxe)(bxe =
2GT - T
_ 26 rfo.(bxé)_Mt

e e (b xe). (1.75)




Pozostaje juz tylko wykonanie odpowiednich iloczynéw wersoréw, co prowa-
dzi do konicowej postaci

wzlf[—Rcosf+T(1+;) sinf}—cQ, (1.76)

e

SERS

w bazie r-t-b, lub

d):iePSsinf—N(e—i-%)}—cQ, (1.77)

w bazie n-s-b. W obu wzorach ¢ = cos I.
1.3.5 Rownania dla zmian anomalii

Punktem wyjscia bedzie Twierdzenie 1.1, ktore zastosujemy nie do calki ru-
chu a do wektora r = 7 w bazie r-t-b. Katy Eulera sa tu identyczne jak w
problemie G tzn. ¢ = Q, ¥ = I, ¢ = f + w. Zauwazmy, ze bez wzgledu na
obecno$é zaburzenia » = v, a wiec prawa strona réwnan bedzie prostsza niz w
poprzednich przypadkach. Istotnie,

d(rv)
a
prowadzi do
N dl ~ LA “
M~+7~<Qk+dti/+(w+f)b>><f° .
T

Jesli pomnozymy skalarnie obie strony przez wersor &, to otrzymamy

. q :
Aby znalez¢ zwigzek miedzy Fa f w przypadku zaburzonym, zrézniczkujmy
funkcje

1— 2
! 1 ecosE=——%
a 1+ ecosf
Uwzgledniajac mozliwo§é zmian mimosrodu dostaniemy
. r r er?sinf .
—cosEé+esinEE = —— [264— - cosf} e+ —f. (1.80)
p a ap

Po niezbyt wyrafinowanych przeksztalceniach uwzgledniajacych
r=a(l—ecosE), rsinf=ay1—e?>sinE, rcosf=a(cosE —e),
rownanie (1.80) przyjmuje postaé

r . sin B/

E= — 5.
a\/l—le 1—e2©

(1.81)



Zwiazek miedzy EiM mozemy latwo uzyska¢ rézniczkujac réwnanie Keplera
M=F—esinE.
Uwzgledniajac zmienno$é mimosrodu otrzymujemy
M = r E — ¢ sin E,
a
a po uwzglednieniu (1.81)

. r2 . r
M=——Ff—(1+-) sinFeé.
aQ\/l—le < p)

Wystarczy juz tylko podstawi¢ pochodna f dana wzorem (1.79) i wykonaé szereg
elementarnych przeksztalcen z wykorzystaniem wzoréw zagadnienia dwoch ciat
aby przekonac sie, ze

T2

. . r
M = n———(w+cQ)—(1+—-)sinEé
agx/l—eg( ) < p)

= an—TQRf\/lfez(d)Jch). (1.82)
na

Co prawda uzylismy zgodnego z I1I prawem Keplera podstawienia
n=4/—=, (1.83)
ale musimy pamietaé, ze w ruchu zaburzonym jest to juz tylko zwigzek definiu-

jacy umowny symbol n. Mozemy nazywaé n oskulacyjnym ruchem érednim ale
musimy pamietaé, ze w ogblnosci

1.3.6 Zestawienie wzoréw

Roéwnania dla pieciu elementéw oskulacyjnych orbity eliptycznej:

a = 25P~vzwf7€2{Resinf+Tf}:n22vaS, (1.84)
e = ﬁ[(rv)r—i—(ap—?g)v]-P

= # [R sin f + T (cos f + cos E)]

- % SipcosE+NmsinE], (1.85)
ar _ M(rxv).psz (1.86)

dt np VD ’



3

o o= —— [ (cosEJre)r(err)sinfv]-PcQ
ppe | v

= 1\/5 [—Rcosf—kT(l—!—r) sinf]—cQ
e\ u p
1

o™ [28 sin f — N (e + cos )] — ¢, (1.87)
a - rsin(f—}—w)(rxv)'P:rsin(f—l—w)

Spp /1P

Do tego dochodzi szoste réwnanie dla anomalii §redniej

B. (1.88)

M = n—${2P~T+\//Tp(w+CQ)}

nal2e [R(2re—pcosf)+T(rtp)sinf]
Vi—e?

ve

= n —

= n —

[N(cosf—e)—S (1+ 2;e2> sinf] . (1.89)

lub jeszcze prostsze — dla anomalii prawdziwe]

f= \/T‘?—w—cﬂ. (1.90)

Przypomnijmy, ze s =sinl, c =cosI, p=a (1l —e?), oraz n = \/pa=3.

CWICZENIA
Zadanie 3.1 Z rownan (1.67) i (1.68) otrzymaj (1.69) i (1.70) (nalezy zasto-
sowaé macierze obrotu, aby uzyska¢ wyrazenia wersoréw w dowolnej wspoélnej
bazie).
Zadanie 3.2 Przeprowadz pelne wyprowadzenie wzoru (1.76).

Zadanie 3.3 Z réwnania (1.79) otrzymaj (1.81).

Zadanie 3.4 7 réwnania (1.81) otrzymaj (1.82).
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