
WYK�AD 1
Formalizm newtonowski. Uzmiennianie staªych

formalizm: zespóª poj¦¢ i podstawowych równa« sªu»¡cych do opisu ruchu.
1.1 Formalizm newtonowski to opis ruchu wychodz¡cy od kartezja«skich
wektorów poªo»e« i pr¦dko±ci, ogólnego poj¦cia siªy oraz zasad dynamiki New-
tona. Jest on pierwotny i najogólniejszy, gdy» nie nakªadamy »adnych ograni-
cze« na posta¢ siªy.

• Równania ruchu N punktów materialnych to

mi r̈i = F i(r1, . . . , rN , ṙ1, . . . , ṙN , t), i = 1, . . . , N, (1.1)

lub
ρ̇ = G(ρ, t), (1.2)

gdzie wektor stanu ma skªadowe

ρ = col(r1, . . . , rN ,v1, . . . , vN ),

a prawe strony równa« ruchu to

G = col(v1, . . . , vN ,
F 1(ρ, t)

m1
, . . . ,

F N (ρ, t)
mN

).

• Jawn¡ zale»no±¢ od czasu usuwamy wprowadzaj¡c rozszerzony wektor
stanu ρ∗ = col(ρ, u) oraz G∗ = col(G, 1) = G∗(ρ∗). Uwaga: u̇ = 1 ⇒
u = t.

• Przykªad 1.1 � Wahadªo matematyczne
Wyprowadzenie równa« ruchu wahadªa. Sama druga zasada dynamiki nie
wystarcza, gdy» trzeba jeszcze uwzgl¦dni¢ równanie wi¦zów.
Wynik:

ϕ̈ = −ω2
0 sin ϕ, (1.9)

gdzie ω0 =
√

g/l, lub
ϕ̇ = Φ,

Φ̇ = −ω2
0 sin ϕ,

(1.10)

1.2 Metoda uzmienniania staªych
1.2.1 Podstawy metody
Ukªad o M stopniach swobody r, v ∈ RM ma równania ruchu

ṙ = v,
v̇ = F 0(r,v). (1.11)

Rozwi¡zanie tych równa«

r = r0(C, t), v = v0(C, t), (1.12)



zale»y od czasu t oraz od staªych dowolnych C ∈ R 2M . Staªe dowolne wyzna-
czamy rozwi¡zuj¡c (1.12) wzgl¦dem C

C = C(r, v, t) (1.16)

Metoda uzmienniania staªych (ang. variation of arbitrary constants) polega
na przyj¦ciu, »e równania (1.16) obowi¡zuj¡ tak»e dla rozwi¡zania równa« z
dodatkow¡ siª¡ F 1

ṙ = v,
v̇ = F 0(r,v) + F 1(r, v). (1.15)

W tej sytuacji jednak dotychczasowe staªe C przestaj¡ by¢ staªymi. Nowe
zmienne C(t) nazywamy zmiennymi oskulacyjnymi.

Równania ruchu dla zmiennych oskulacyjnych maj¡ posta¢

Ċ = A−1 B, (1.25)

gdzie

A =

[
∂r0
∂C1

, . . . , ∂r0
∂C2M

∂v0
∂C1

, . . . , ∂v0
∂C2M

]
, B =

[
0
F 1(r0(C, t), v0(C, t))

]
. (1.24)

A to macierz Jacobiego ∂ col(r0,v0)

∂C .

• Przykªad 1.2 � Uzmiennianie staªych dla maªych drga« wahadªa
matematycznego (w osobnym pliku)

�WICZENIA

Zadanie 1.1 Przyjmij ukªad de�niuj¡cy (1.11) o jednym stopniu swobody

ẋ = v, v̇ = 0. (1)

Podaj jego rozwi¡zanie zale»ne od dwóch staªych dowolnych C = (a, b)T. Sfor-
muªuj równania ruchu dla Ċ, je±li w ukªadzie pojawi si¦ dodatkowa siªa

ẋ = v, v̇ = α, (2)

gdzie parametr α = const. Rozwi¡» je, znajduj¡c C(t) i podaj wyra»enia dla
x(t) oraz v(t).
UWAGA: Odró»nia¢ parametry zgadnienia od staªych dowolnych !

Zadanie 1.2 Rozpatrz ruch jednostajnie przyspieszony z tarciem lepkim

ẋ = v, v̇ = α− β v, (3)

gdzie α i β s¡ staªymi parametrami. Podaj równania ruchu dla zmiennych
oskulacyjnych C = (a, b)T w dwóch przypadkach:



(a) Siªa (na jednostk¦ masy) F 0 = α, x0 = 1
2α t2 + a t + b, v0 = α t + a.

(b) Siªa (na jednostk¦ masy) F 0 = −β v, x0 = a exp(−β t)+b, v0 = −a β exp(−β t).

Znajd¹ rozwi¡zanie C(t) i otrzymaj x(t), v(t) w dowolnie wybranym przypadku
( (a) lub (b) ).

Zadanie 1.3 Niech ukªadem de�niuj¡cym b¦d¡ równania ruchu oscylatora har-
monicznego

ẋ = v, v̇ = −ω2
0 x. (4)

Podaj równania dla uzmiennionych staªych C = (A,χ)T rozwi¡zania

x = A sin (ω0t + χ), v = Aω0 cos (ω0t + χ), (5)

je±li wprowadzimy siª¦ tarcia

ẋ = v, v̇ = −ω2
0 x− β v. (6)

Zadanie 1.4 Powtórz zadanie 1.3, przyjmuj¡c zamiast (5) staªe C = (c, s)T

rozwi¡zania

x = c cos (ω0t) + s sin (ω0t), v = −c ω0 sin (ω0t) + s ω0 cos (ω0t). (7)


