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Rozdziat 1

Rownania ruchu w formalizmie
newtonowskim

Skoro mechanika nieba jest nauka o ruchu ciat niebieskich, to umiejetnosé
formutowania rownan ruchu ma znaczenie podstawowe. Zaczniemy od przy-
pomnienia klasycznego formalizmu Newtona, ktéry naktada najmniej ogra-
niczeri na postaé sit dziatajacych w rozpatrywanym uktadzie. Skupimy sie
na problemach dynamiki punktéw materialnych, pozostawiajac na uboczu
kwestie ruchu obrotowego bryty sztywnej.

1.1 Formalizm newtonowski

Najbardziej klasyczne podejécie do mechaniki korzysta z réwnan ruchu w po-
staci wprowadzonej przez Newtona w trzech zasadach dynamiki. Przez for-
malizm newtonowski rozumieé¢ bedziemy rozpatrywanie ruchu w kategoriach
takich poje¢ podstawowych jak uktad inercjalny (I zasada) oraz sita i przy-
spieszenie (I zasada) opisywane w ,naturalnych” zmiennych kartezjanskich.
Oczywidcie, mozna w ramach formalizmu newtonowskiego wprowadzaé inne
uktady zmiennych, ale przejscie do nich wymaga najpierw ich zdefiniowania
jako funkcji kartezjanskich potozen i predkosci.

Jedli wiec mamy uktad N punktéw materialnych, to — w swietle drugiej
zasady dynamiki — jego réwnania ruchu maja postaé

mi’f'i:Fi(’r’l,...,’I‘N,’l."l,...,’f"N,t), iZl,...,N, (1.1)

gdzie sita F'; moze zaleze¢ od potozen r; i predkosci ; wszystkich cial oraz
jawnie od czasu i — co najwazniejsze — nie musi spetniaé¢ zadnych dodat-
kowych zalozenn. W newtonowskiej mechanice klasycznej sita nie zalezy od



pochodnych 7; rzedu wyzszego niz pierwszy. Przykladem zastosowania for-
malizmu newtonowskiego moga by¢ znane z Wstepu do mechaniki nieba réw-
nania ruchu zagadnienia dwéch ciat i przeprowadzone nastepnie catkowanie
tego zagadnienia.

Stosujac pojecie pedu i-tej czastki p;, mozemy zapisa¢ rownania (1.1) w
postaci

'i“i = &7
m;
pi = Fi(rlw--,rNapl/ml?'"apN/mN7t)7 (12)

gdzie pierwsze rownanie posrednio definiuje ped jako iloczyn masy i predko-
sci p; = m;7;, zad drugie ustala rownosé miedzy predkoscia zmian pedu a
dziatajaca sita. Jedna z zalet uktadu (1.2) jest to, ze daje on przedsmak row-
nari kanonicznych. W ramach formalizmu Newtona wazniejsze jednak jest
to, ze w ten sposéb sprowadzamy réwnania ruchu do standardowej postaci z
teorii réwnar roézniczkowych, otrzymujac zamiast 3NV réwnari drugiego rzedu
— uktad 6N réwnari rzedu pierwszego

w = F(w,t), (1.3)
gdzie wektor stanu ma sktadowe

1

TN _
w = » =col(ry,...,”N,D1,-- -, PN) »
1

bN
a prawe strony réwnan ruchu to

F = col <pl,...pN,Fl(w,t),...,FN('w,t)>.
ma my

Czesto jednak wygodniej jest postugiwaé sie predkosciami v; zamiast
pedow. Uzywamy wtedy zamiast (1.3) uktadu

p==G(p.t), (1.4)

gdzie
p:COI(Tl,...,’I’N,Ul,...,UN),



oraz

F t F t
Gzcol(m,...vN, 1P, ),..., n(p, )>

my mn

Whrew utartym schematom, uktad z jawna zaleznoscia sity od czasu
jest tylko szczegllnym przypadkiem uktadow zachowawczych (bez jawnej
zaleznosci od czasu). Wystarczy wprowadzi¢ rozszerzony wektor stanu
0o 6N + 1 sktadowych w* = col(u, w), z dodatkows zmienna u oraz wektor
prawych stron F* = col(1, F') i mamy juz réwnania zachowawcze

w = F*(w"), (1.5)

z pierwsza sktadowa
u=1,

czyli u = t + const. W prawych stronach réwnain nie wystepuje juz czas t
(zmienna niezalezna uktadu), gdyz jego miejsce zajal ,sobowtor” u, bedacy
formalnie jedng ze zmiennych zaleznych p.

Jesli réwnania ruchu tworzg uktad réwnan rézniczkowych rzedu 2M bez
jawnej zaleznosci od czasu, to méwimy, ze uktad ma M stopni swobody.
Stopniem swobody nazwiemy kazda pare wspolrzednych potozenie-ped (lub
potozenie-predkoscé), wymagana do opisu ruchu. Jesli rzad uktadu jest niepa-
rzysty, a wiagze sie to z usuwaniem jawnej zaleznoéci od czasu, méwimy zar-
gonowo o potowie stopnia swobody (zmienna u nie ma stowarzyszonego pedu
jako niezaleznej zmiennej, gdyz jej predkosé jest z definicji stata i wynosi 1
niezaleznie od warunkoéw poczatkowych). T tak, uktad opisany rownaniami
(1.5) posiada ,3N i p6t” stopnia swobody. Takze w sytacjach, gdy utrzyma-
lismy jawna zaleznos¢ od czasu i formalnie postugujemy sie nadal uktadem
rzedu 2M, dorzucamy pol stopnia swobody, gdyz mozliwe jest rozszerzenie
wektora stanu do wymiaru 2M + 1, nawet jesli go nie wykonalidmy.

Wspomniana wyzej dowolnosé sity sprawia, ze formalizm newtonowski
jest najogélniejszym sposobem analizy ruchu, dajacym sie zastosowaé we
wszystkich zagadnieniach mechaniki klasycznej. Niestety, zaleta maksy-
malnej ogblnoéci oznacza, ze nie sposéb powiedzieé¢ niczego konkretnego o
rozwigzaniach dowolnych réwnan ruchu w postaci Newtona, gdyz niewiele
mozna powiedzie¢ o wszystkich mozliwych zagadnieniach. Inna wada jest
zmudno$¢ przejscia od kartezjariskich potozeri i predkosci do bardziej dogod-
nych zmiennych; zilustrujemy to przyktadem réwnan ruchu wahadla mate-



matycznego.

1.2 Wahadlo matematyczne, oscylator harmoniczny
i oscylator Duffinga

Rozpatrzmy réwnania ruchu Newtona dla ptaskiego wahadla matematycz-
nego o statej masie m, zawieszonego na niewazkim precie o dtugosci [ w polu
grawitacyjnym o przyspieszeniu g (Rys. 1.1). Co prawda tatwo jest napisac,

Ty

T

Rysunek 1.1: Wahadto matematyczne.

ze dla r = (z, y)T oraz F = (mg, O)T rownania ruchu przyjmuja postac
T o= g,
.. 1.
y = 0, (1.6)

ale rownania te sa tylko punktem wyjécia do dalszej analizy, wymagajacej
uwzglednienia réwnania wiezéw

? +y? =12 (1.7)

Dopiero rownanie (1.7) zawiera istotna wiadomosé¢, ze uklad ma nie dwa,
a tylko jeden stopien swobody. Poniewaz wahadlo, jako formalny model
matematyczny, pelni istotna role w mechanice nieba, poprowadzmy dalsze
wyprowadzenie wprowadzajac jako zmienng kat ¢, definiowany poprzez

x=1cosp, y=Isiny. (1.8)



Rozniczkujac réwnania (1.8) dochodzimy do

T=—lYsing, y=1¢cosp,
i dalej

i = —1p?cosp —1¢sing,
ij = —lgbZSing0+l¢COS§0.

Por6éwnanie ich z réownaniami (1.6) prowadzi do

—1p% cosp— 1@ sing =g, (1.9)
—1¢? sinp+1¢ cosp = 0. (1.10)

Nalezy teraz pomnozy¢ obie strony (1.9) przez —I~!sing za$ (1.10) przez
7' cos ¢ i dopiero teraz, dodajac stronami, uzyskamy

¢ = —w? sing, (1.11)

gdzie
wo = g

l
Rownanie rozniczkowe drugiego rzedu (1.11) mozna takze przedstawi¢ jako
uktad dwoéch réwnan pierwszego rzedu: jesli wprowadzimy predkosé katowa
®, to mamy

¢ = 9o,
b — 2

—w;j sin g, (1.12)

czyli p = G(p), gdzie

p=(p1,p2)" = (p,®)7,

oraz
2

G = (p2, —w} sinpy)” = (@, —w? sin )",

W przedstawionym tu przyktadzie sytuacje komplikowato pojawienie sie
wiezéw. Mozna wysunaé zastrzezenie, ze przeciez w zagadnieniach ruchu
cial niebieskich nie pojawia sie wiezy — trudno wyobrazi¢ sobie planete na
sznurku. A jednak wiezy moga sie zjawié nie tylko w postaci fizycznej. Kazda
catka ruchu

U(p,t) = const,

definiuje w istocie powierzchnie, na ktorej ruch musi sie odbywaé, pelniac
role ,matematycznego sznurka”. Wykorzystanie catek ruchu do obnizenia



liczby stopni swobody jest w formalizmie Newtona bardziej zawite niz w ra-
mach formalizmu Lagrange’a czy Hamiltona.

Zalozmy teraz, ze maksymalne wychylenie wahadta (w radianach) jest nie-
wielkie. Rozwijajac prawa strone rownania (1.11) w szereg potegowy wzorem

MacLaurina, mamy
3

. 0
sing = ¢ — 7=+ 0(¢").

Zaniedbujac wyrazy rzedu ¢® (lub mniejsze), sprowadzimy réwnania waha-
dta do postaci
o = 9,
- 1.1
d = —w%go—i-%wgcp?’, (1.13)
czyli
¢ =—whp+gui e’

Uktad ten nazywamy oscylatorem Duffinga.

Najdalej idace uproszczenie polega na przyjeciu sing =~ ¢, z bledem rzedu
O(¢%). Réwnania ruchu wahadta sprowadzaja sie wtedy do réwnan oscyla-
tora harmonicznego

¢ = 90

b = —wlo (1.14)
czyli
P = —wiep.
Uktad ten posiada proste rozwiazanie ogdlne
p(t) = Asin(wot+x), (1.15)
O(t) = Awgcos(wot+ x),

zalezne od dwoch statych dowolnych: amplitudy A i fazy poczatkowej x.
Jest to w istocie rodzina rozwigzani — elips na plaszczyznie fazowej (¢, D).
Rozwiazanie szczego6lne, czyli pojedyncza trajektorie na ptaszczyznie fazo-
wej, otrzymamy zadajac warunki poczatkowe w epoce tg

o = ¢(to), Py = D(to),

i wyliczajac z nich state dowolne A, x.

Zarowno wahadto jak i oscylator Duffinga takze posiadaja rozwiazania
Sciste, zalezne od dwoch statych dowolnych, ale wymagaja one wprowadzenia
tak zwanych funkcji eliptycznych.



WYKEAD 2

1.3 Metoda uzmienniania stalych

Pozostajac nadal na poziomie ogolnosci formalizmu newtonowskiego, wpro-
wadzimy teraz nowy, dos¢ szczegdlny rodzaj zmiennych.

7Z podstawowego kursu analizy matematycznej! mozna wyniesé¢ przekona-
nie, ze metoda uzmienniania stalych jest metoda rozwigzywania réwnan
rézniczkowych zwyczajnych. Jest to prawdziwe, jesli chodzi o réwnania linio-
we niejednorodne, lecz w ogélnym przypadku réwnan nieliniowych metoda
uzmienniania statych jest jedynie sposobem przeksztatcenia rownan réznicz-
kowych do postaci, ktéra czasem moze uproéci¢ dalsze kroki zmierzajace do
ich rozwiazania.

Aby nie wdawaé sie w zbedne uogdélnienia, skoncentrujmy sie na przy-
padku uktadu mechanicznego o M stopniach swobody. Oznaczajac przez
r,v € R™ potozenie i predkosé uktadu, mozemy podaé jego réwnania ruchu

r = v,
v = Fy(r,v). (1.16)
Zalozmy, ze uktad z sita (na jednostke masy) Fy jest catkowalny i potrafimy
znalezé¢ jego rozwiazanie

r=r(C,t), v=v(C,t), (1.17)

jawnie zalezne od czasu t oraz od stalych dowolnych C € R ¥ wyznaczanych
z warunkéw poczatkowych. Zauwazmy, ze po lewej stronie réwnosci mamy
wielkosci fizyczne: polozenie r i predko$é¢ v, natomiast po prawej — funkcje
r(C,t), v(C,t) czasu i stalych, ktore opisuja zmiany potozenia i predkosci.
Zagadnienie (1.16) mozemy nazwa¢ zagadnieniem definiujacym, a jego
rozwiazanie (1.17) — rozwigzaniem definiujacym.

Wprowadzmy teraz do uktadu (1.16) dodatkowsg site P

r = v,

v = Fo(r,v)+ P(r,v). (1.18)

Istota metody uzmienniania statych jest przyjecie, ze mimo pojawienia
si¢ ,zaburzenia” P, bedziemy nadal uzywaé wzoréw (1.17) wywodzacych sie
z zagadnienia definujacego. Poniewaz utrzymujemy postaé¢ rozwiazania jako

'np. A. Soltysiak Analiza matematyczna rozdz. 9.



funkcji statych dowolnych i czasu, musimy dopusci¢ mozliwosé, ze dotychcza-
sowe state dowolne C przestaja by¢ stalymi i przybieraja postaé nieznanych
funkcji czasu C'(t). W tej sytuacji, czeka nas wyprowadzenie réwnari roznicz-
kowych opisujacych ewolucje uzmiennionych staltych C(t), nazywanych
takze stalymi oskulacyjnymi (lub zmiennymi oskulacyjnymi).

Ogolna procedura zastapienia réwnan (1.18) uktadem 2M rownan dla
C wykorzystuje nawiasy Lagrange’a i mozna ja znalezé¢ w starszych pod-
recznikach mechaniki klasycznej lub mechaniki nieba. W praktyce jednak,
wygodniej jest analizowa¢ kazdy przypadek osobno i wykorzysta¢ w maksy-
malnym stopniu jego specyfike. Réwnania dla uzmiennionych statych mozna
wyprowadza¢ na dwa zasadnicze sposoby: wychodzac od rozwigzania defi-
niujacego (1.17) lub wykorzystujac catki uktadu. To drugie podejscie bywa
bardziej atrakcyjne, a nie narzuca nam zasadniczych ograniczeri, gdyz me-
toda uzmienniania statych wymaga, z zalozenia, catkowalnego zagadnienia
definiujacego. Zagadnienie catkowalne to takie, dla ktérego znamy wszystkie
catki ruchu — w naszym przypadku 2M niezaleznych catek

U, (r,v,t) = S; = const, 1=1,...,2M, (1.19)

co jest rownowazne z mozliwoscia podania $cistego rozwiazania (1.17). Cal-
kami ruchu nazywa sie réwnie czesto rownania (1.19) jak i same funkcje ;.

Catlkom ruchu zagadnienia definiujacego towarzysza state ruchu S;, ktore
albo sa wprost statymi dowolnymi z rozwiazania definiujacego, albo znamy
zwigzki miedzy S i C. Ze stalosci catki ruchu wynika

S; = U; = (DpU;) v + (Dy¥;) Fo + DU; = 0, (1.20)

gdzie skorzystalis$iy z regul rézniczkowania funkcji ztozonej oraz z réwnan
(1.16). Symbolem Dg oznacza¢ bedziemy transponowany gradient, tzn. jesli
x € RY jest wektorem kolumnowym, a F(x) dowolna funkcja, to

oF oF >

DpF = —,...,—
x (&rl’ " Ox N

(1.21)

W metodzie uzmienniania statych, calki zagadnienia definiujacego moga
przestaé by¢ state po wprowadzeniu dodatkowej sity P. Zauwazmy jednak,
ze jedynym zrédlem zmiennosci statych ruchu S staje sie ta czesé pochod-
nej wzgledem czasu, ktora zawiera P, co upowaznia nas do sformutowania
réwnan ruchu

S; = (Dy¥;) P, i=1,...,2M. (1.22)

Wzér ten mozna stosowaé ,na skroty” wedtug reguty: rézniczkujemy wzgle-
dem czasu tylko wystepujace w catkach v i zastepujemy v sita P.



Jesli § = C, to rownania (1.22) sa tymi, ktorych szukalismy. W prze-
ciwnym wypadku, musimy je uzupelni¢ znajomoscia zwiazkéw miedzy S i
C. ktore po zrozniczkowaniu prowadza do

Ci=(DgC;)) 8, i=1,...,2M, (1.23)

czyli .
C = (DgC) (Dy®) P.

Jedli znamy tylko S(C), to bedziemy musieli odwrocié macierz Jacobiego:
DgC = (DS)™ .

Jest to dos¢ prosty schemat, choé trzeba pamietaé, ze prawe strony réwnan
(1.22) musza zosta¢ wyrazone przy pomocy uzmiennionych statych C' za po-
srednictwem rozwiazania definujacego (1.17). Jak widaé¢, nawet zastosowanie
calek ruchu nie uwalnia nas od wymogu znajomosci jawnego rozwigzania.

Rozwiazanie uktadu (1.22) dostarczy nam 2M funkcji C;i(t,C’), ktore
musza zaleze¢ od nowych statych dowolnych C’. Te za$ najproéciej zdefinio-
waé jako warunki poczatkowe, to znaczy

C' = C(to).

Kiedy podstawimy wartosci C(t) na dany moment czasu do réwnan (1.17),
dostaniemy wartosci potozeri i predkosci na te epoke r(t) 1 v(t).

1.4 Uzmiennianie stalych dla oscylatora Duffinga

Oscylator Duffinga (1.13) jest uktadem o jednym stopniu swobody, a wiec
zamiast wektoréw r i v mamy po prostu r = ¢ i v = ¢ = ®. Ukladem
definujacym z prawa strong Fy = —w3 ¢ jest oscylator harmoniczny (1.14),
za§ zaburzeniem jest P = %wg 3. Rozwigzanie definujagce ma wiec postac
(1.15) zalezna od dwoch statych dowolnych

()

Oscylator harmoniczny posiada dwie catki ruchu. Pierwsza z nich to nieza-
lezna od czasu catka energii

Uy =3 (<I>2 + w(2)g02) = FE = counst, (1.24)



ze stalg ruchu E. Druga caltka ruchu musi zaleze¢ od czasu (jesli uktad o M
stopniach swobody ma 2M catek ruchu, to co najmniej jedna z nich musi
zaleze¢ od czasu); najprosciej wziaé¢ wprost z rozwigzania

%} —wpt = x = const, (1.25)

()

Zacznijmy od réwnan (1.22) dla uzmiennionych statych ruchu po wpro-
wadzeniu sity P. W przypadku, ktory rozpatrujemy (M = 1), pochodna
wektorowa Dy to zwykta skalarna pochodna Dg, czyli

Wy = arc tg[

ze stala ruchu x, a wiec

- 0V
EFE=—P=®P 1.2
oraz o 1
2 wo ¢ woyp
0P 1+ (w%ﬂ)? ( P2 ) 2F (1.27)

Potrzebujemy teraz zwigzkéw miedzy C i S, zeby otrzymacé réwnania
(1.23). Zwiazki te sg proste, gdyz Cy = Sy = ), natomiast po wstawieniu
(1.15) do calki energii (1.24) widzimy, ze

2
E= % A2, (1.28)
czyli
. E PP
“o wo

Ze zwiazku (1.28) mozemy skorzystaé takze w rownaniu (1.27) i ostatecznie
otrzymujemy réwnania dla uzmiennionych statych: najpierw

. o P

A = —,
Aw%

. pP

X - A2(J)O’

a potem, po wprowadzeniu rozwiazania definiujacego (1.15),

. P
A = — cos(wot+ ),
wo
¢ = L Gn(wot+y) (1.30)
X = g, s (@t x). :

10



Rownania (1.30) sa wazne dla oscylatora z dowolna sita zaburzajaca P. W
przypadku oscylatora Duffinga podstawimy do nich

Wystarczy juz tylko podstawi¢ (1.31) do prawych stron (1.30) a nastepnie
przejsé od iloczynéw i poteg sinusa i cosinusa do postaci wielomiandéw try-
gonometrycznych. Wykorzystamy przy tym

(3—4cos2y+cosdy),

o =

(siny)! =

oraz

1
cosy (siny)® = 3 (2sin2y —sindy).

W ten sposéb otrzymujemy koticowa postaé réwnari ruchu dla matych drgan
wahadta w zmiennych oskulacyjnych

A = Aw [2—14 sin 29 — ﬁ sin 4¢] )
(1.32)
x = A%w [—%—F%COSQ"L/J—%SCOSZHM,

gdzie symbol 1 oznacza
Y =wot+X.

Na pierwszy rzut oka, rownania (1.32) wygladaja o wiele bardziej nieli-
niowo niz pierwotne (1.13). Mozna si¢ nawet zastanawiaé, czy warto je prze-
ksztalca¢ do takiej postaci. Odpowiedz na to pytanie zalezy od sposobu w
jaki bedziemy prébowali je rozwiaza¢. Dopiero gdy zapoznamy sie z podsta-
wami metod analitycznych i numerycznych mechaniki nieba stanie sie jasne,
ktora z postaci réwnan ruchu wygodniej jest zastosowaé¢. Sprobujmy jed-
nak pokazaé, jak tatwo mozna teraz znalezé¢ przyblizone rozwigzanie rownan
(1.32).

W pierwszym przyblizeniu podstawiamy do prawych stron wartoéci sta-
lych zagadnienia definiujacego Ag = const oraz xp = const wyliczone w
epoce tg ze zmiennych ¢ i ®. Mamy wtedy do czynienia z prostymi réwna-
niami .

A= fi(Ao, x0, 1), X ~ fa(Ao, X0, 1),
ktore sprowadzaja sie do zwyktych catek oznaczonych

t t

A~Ao+ [ frde, X~ Xxo+ [ fdi.
to to

11



Catkowanie prowadzi do
2
A =~ A (1 - %’ [cos 240 (t) — cos 2100 (to)]
2
+1%32 [cos 41pp(t) — cos 41/)0(t0)]> ,
AQ
({éJO (t — to) + 28 [sin 2 (t) — sin 205 (to)]

— 25 [sin dapo(t) — sin 44k (to)]

X = Xo—

gdzie
Yo(t) = wot + Xo-

Mozna sprawdzié¢, ze w epoce oskulacji g mamy faktycznie xy =~ xo oraz
A ~ Ag. Jest to tylko pierwsze przyblizenie, ale zawiera cenne informacje:
oskulacyjna amplituda drgan oscyluje wokét pewnej dredniej wartosci, nato-
miast faza posiada réwniez wyraz wiekowy” ktory modyfikuje okres drgan
w zaleznodci od amplitudy wychylenia. Uzyskanie podobnych wynikéw na
podstawie oryginalnych réwnan Duffinga bytoby bardziej ztozone.

12



WYKEAD 3

1.5 Elementy oskulacyjne i réwnania Gaussa

Tam, gdzie ruch orbitalny masy punktowej opisany przez zagadnienie dwoch
cial przestaje by¢ modelem wystarczajaco doktadnym, mozna wprowadzié¢
jako zmienne oskulacyjne uzmiennione state orbity keplerowskiej czyli ele-
menty oskulacyjne orbity.

Jak wiemy z ,Wstepu do mechaniki nieba”, ruch kazdej z mas w zagad-
nieniu dwoch cial z sita i

FUZ—ﬁr,

jest opisany jednoznacznie przez 6 statych dowolnych, ktoére najczesciej wy-
stepuja w postaci elementéw keplerowskich &:

a, €, I, w, Q, MO = M(to).
Znamy juz wzory definiujace transformacje
(T, U)t <~ gtov

ktoéra z jednej strony pozwala wylicza¢ na dowolny moment czasu t potozenie
i predkosé ciata, dla ktorego podalismy elementy keplerowskie £ w momen-
cie tg, a z drugiej — pozwala wyliczy¢ z potozenia i predkosci w momencie ¢
elementy & dla epoki odniesienia ty. Poniewaz £ sa stalymi ruchu, to bio-
rac (r,v) w dowolnym momencie ¢ i wyliczajac z nich elementy otrzymamy
zawsze te same wartosci £.

Jedli pojawi sie dodatkowa sita i ruch ciala nie jest juz ruchem keple-
rowskim, to nadal mozemy wyliczaé elementy keplerowskie wedtug znanych
juz wzoréw, ale teraz w kazdej epoce t mozemy otrzymacé inne wartosci ele-
mentow &, dla epoki odniesienia ty. Zgodnie z zasada metody uzmienniania
statych zaczynamy traktowaé elementy orbity jako funkcje czasu i nazywamy
je elementami oskulacyjnymi.

Nalezy wyraznie odr6zni¢ dwa momenty czasu pojawiajace sie w tym
opisie. Epoka oskulacji t jest momentem czasu, w ktorym mamy dane
potozenie i predkosé stuzace do wyliczenia elementéw €. Jednym z tych
elementow jest anomalia Srednia epoki odniesienia My = M (tp), ktora
otrzymujemy ,cofajac” lub ,popychajac” warto$é¢ anomalii Sredniej M z epoki
t do epoki tp. Poniewaz uzmienniliémy state, to My moze by¢ zmienng i w
ogolnosci dla roznych epok oskulacji ¢ 1 t2 bedziemy mieli My(t1) # Mo(t2).
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Uzywamy wiec pojecia My(t) — anomalii éredniej epoki odniesienia ¢y dla
epoki oskulacji t. Czasami mozna uproscié sobie zycie przyjmujac, ze t = tg.
W przypadku pozostalych elementéw nie mamy tego problemu i wystarcza
uzywanie pojecia epoki oskulacji dla a(t),e(t), itd.

Moéwiac najkrécej, elementy oskulacyjne epoki ¢ to wartosci elementéw
keplerowskich wyliczone dla dowolnej trajektorii wzorami pochodzacymi z
zagadnienia dwoch cial. Jesli w poprzednim rozdziale traktowalismy waha-
dto jak oscylator o zmiennej w czasie amplitudzie i fazie, to teraz bedziemy
traktowaé¢ dowolna trajektorie jak orbite keplerowska o zmiennych w czasie
elementach.

Inna, bardziej pogladowa definicja brzmi: elementy oskulacyjne epoki ¢,
to elementy orbity, po ktorej poruszatoby sie ciato, gdyby w epoce t przestala
dziataé sita zaburzajaca.

Przystapimy teraz do sformutowania réwnan ewolucji elementéw oskula-
cyjnych dla dowolnej sity P zaburzajacej zagadnienie dwoch cial

r = v,
b = —Lrip (1.33)
3
Znaczenie stalej p zalezy od typu zagadnienia — wzglednego lub barycen-
trycznego. Wyprowadzenie rownan dla a, é, itd. przy dowolnej postaci sity
P — zwanych réwnaniami Gaussa — przeprowadzimy wykorzystujac znane
catki ruchu zagadnienia dwoch cial.

1.5.1 Uzmiennione calki ruchu

Przypomnijmy catki ruchu pojawiajace sie we wzglednym lub barycentrycz-
nym zagadnieniu dwoéch cial. Bez wzgledu na typ ruchu, mamy 7 catek
niezaleznych od czasu:

e Catke sity zywej vel energii

h=1vv-— . (1.34)

e Catki pol (momentu pedu)

G=rxw. (1.35)
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e (Catki Laplace’a
vxX G T

= - 1.36
e ST (1.36)
ktére mozna takze przedstawié¢ w postaci
(.2 M
e = (v ——)r—(r‘v)v. (1.37)
r

Tylko 5 spodrod nich jest wzajemnie niezaleznych, gdyz istnieja dwa zwiazki:
G -e =0, oraz ¢ = 1 4+ 2hG?u~2. Szésta calky ruchu jest, w zaleznosci
od typu orbity, réwnanie Keplera (eliptyczne lub hiperboliczne) albo réw-
nanie Barkera. Ograniczymy nasze rozwazania do orbit eliptycznych jako
rozwigzania definiujacego, wiec szostg catka ruchu bedzie

My=FE —esinE —n(t —tp), (1.38)

gdzie ruch gredni n (nadal definiowany poprzez III prawo Keplera n?a® = p)

i anomalia mimosrodowa E sa znanymi funkcjami potozen i predkosci.
Zastosujmy teraz do pierwszych siedmiu catek wzor (1.22), a otrzymamy

h = v-P, (1.39)

G = rxP, (1.40)

pwe = 2v-Pyr—(r-Pv—(r-v)P=
PxG+vx(rxP). (1.41)

Ze wzgledu na wyzszy poziom komplikacji, réwnanie Keplera zostawimy so-
bie ,na pdzniej”.

1.5.2 Roéwnanie dla poétosi wielkiej

Rownania (1.39-1.41) opisuja zmiany stalych ruchu, ktore nie sa elementami
Keplerowskimi. Sa przy tym na tyle ogdlne, ze nawet troche zal je psué
przejéciem do elementéw oskulacyjnych. Na przykitad réwnanie dla h jest
wazne dla wszystkich typoéw orbit, ale wydobycie z niego réwnania na zmiany
oskulacyjnej pétosi wielkiej a ograniczy jego stosowanie do orbit eliptycznych.

Mamy bowiem wzor
i

2a’
ktory wigze stala sity zywej h z poétosia wielka elipsy, ale dla orbit hiper-
bolicznych, gdzie mamy polos rzeczywista a, prawa strona ma inny znak,
natomiast dla orbit parabolicznych mamy z definicji h = 0 i dopuszczenie
zmian h jest samo w sobie problematyczne.

h= (1.42)
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Ograniczmy sie zatem do zaburzonego ruchu eliptycznego i wtedy

I

Przyrownujac stronami (1.39) oraz (1.43) otrzymujemy pierwsze z rownan
Gaussa )
2
0="2vy.P. (1.44)
1

1.5.3 Rownanie dla mimosrodu

Mimosrod orbity to dtugosé wektora Laplace’a e. A zatem réwnanie opisu-
jace zmiany oskulacyjnego mimosrodu mozemy uzyskac¢ z rownania (1.41) dla
é. Wystarczy w tym celu skorzystac¢ z pozytecznej tozsamodci: dla kazdego
wektora x obowiazuje

T-T =2
A jedli uzyjemy wersora & = x/||x|| = x/z, o jednostkowe]j dtugosci, to
T-x=q.

Pomnozmy wiec obie strony (1.41) skalarnie przez wersor €. Po lewej stronie
pojawi sie € - € = é i otrzymamy drugie z réwnan Gaussa

e = 2(r-é)(v-P)—(v-e)(r-P)—(r -v)(e-P). (1.45)

Ograniczenie w stosowaniu tego réwnania pojawilo sie w sposob nieco za-
kamuflowany: traci ono sens dla orbit kotowych z e = 0, gdyz wtedy nie
istnieje wersor e.

1.5.4 Katy Eulera a predkos$é katowa

Po znalezieniu wzoréw dla a i é stajemy wobec problemu powiazania zmian
wektorow G i e ze zmianami kolejnych elementéow keplerowskich: €, I, w,
ktore maja charakter katéw Eulera typu 3-1-3 orientujacych orbite w prze-
strzeni. Wykorzystamy do tego wazne twierdzenie dotyczace zwiazku pred-
kosci katowej z obrotami o katy Eulera typu 3-1-3.

Rozpatrzmy dwa prawoskretne uktady wspotrzednych: staty, o wersorach
osi (2,7, k) i obracajacy sie, o wersorach osi (%/,, j',/, lg://). W kazdym momencie
czasu mozemy powiazac te dwa uktady przez chwilowe wartosci katéw Eulera
¢, 9,1, zwigzane 7 trzema obrotami:
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e Wokol osi k podstawowego ukladu wspotrzednych (%,3,1%), o kat ¢.
Taki obrét przenosi wersor iw potlozenie i wyznaczajace linie przecie-
cia ptaszczyzn podstawowych obu uktadow.

e Obro6t wokét chwilowej osi i o kat . W wyniku tej operacji wersor
k, ktory nie ulegl zmianie przy pierwszym obrocie, przechodzi w nowy

~ 1

wersor k .

Lol , . ! A
e Obrot wokot osi ko kat ¢, ktory przenosi wersor ¢ w wersor ¢ .

Jedli katy Eulera zmieniaja sie w czasie w sposob ciagly, to punkt wyznaczony
AoAl AN
przez koniec radialnego wersora 7 sztywno zwigzanego z uktadem (¢ ,7 ,k )
N N/ N7

(takiego, ktorego rzuty 7-¢ , 7-J , 7 -k sa stale — w szczegolnosci jeden z
wersordéw osi) zyskuje predkosé katowa w, i mamy wzgledem osi stalych

a5
agzwrxﬁ (1.46)
TWIERDZENIE 1 Predkoé¢ katowa obrotu opisanego katami
Eulera 3-1-3 ¢, 1,19 wynosi

wr=¢k+9i +Pk . (1.47)

Dowdéd tego twierdzenia znalezé mozna w podrecznikach mecha-
niki klasycznej, ale — jak zauwazyl C. Leubner (1981, Am. J.
Phys. 49, 323) — proste” dowody wzoru (1.47), ktore trafity do
podrecznikéw, sa zazwyczaj niepoprawne.

Warto zapamietaé, ze podane twierdzenie jest wazne nie tylko w mecha-
nice. W astronomii sferycznej i astrometrii moze ono by¢ zastosowane do
opisu wptywu matych zmian katow Fulera na potozenie punktu na sferze
niebieskiej

Afz(A¢k+A0?+A¢€jxf.
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WYKEAD 4

1.5.5 Rownania dla oskulacyjnej dlugosci wezla wstepuja-
cego i nachylenia

Przypomnijmy, ze wektor momentu pedu G definiuje orientacje ptaszczyzny
orbity w przestrzeni. Jest on prostopadly do tej ptaszczyzny, wiec nachylenie
I definiujemy poprzez iloczyn skalarny z wersorem osi z uktadu

G-2=cosl, (1.48)
natomiast kierunek do wezta wstepujacego dany jest wersorem

2 x G
sin] ’

m =

(1.49)

Poniewaz kat miedzy miedzy wersorem osi z a wersorem m jest réwny dtugo-
§ci wezta wstepujacego €2, widzimy ze réwnania dla zmian I oraz {2 powinny
winika¢ z rownan (1.40) dla G.

Przypomnijmy teraz definicje uktadu orbitalnego perycentrycznego, kto-
rego trzy wersory to: &, Q = (G x &), oraz G. Jest on powigzany z uktadem
dowolnym o wersorach &, ¢, 2 obrotaml ) kqty o=, 9=1I oraz Y =w, a
kolejne osie obrotu to k= z, 'l/ =, k =G.

Przedstawmy moment pedu G jako iloczyn dtugosci i wersora GG. Row-
nanie (1.40) przybiera wtedy postac

., d ) 2 dG
G=2(G6)=GG+Gc T =rxP,
dt AT
Skad biora sie zmiany kierunku G? Mozemy uznaé, ze wersor G, jest to
wektor Z aktywnie obrocony o katy Eulera ¢ = Q19 = I (trzeci kat ¢ = w
jest nieiAstotny). Ciagta zmiany katow Eulera €, I wywotuja predkosé katowa
korica G i stosujac Twierdzenie 1 uzyskamy wektorows rownosé

GG+GsnIOm+GIimxG=rxP, (1.50)

ktéra nie posiada wyrazu zwigzanego z w, gdyz GG x G =0 W wyrazie
7z ) wykorzystalismy fakt, ze 2 x G = sin I'h, w my$l rownania (1.49).

Jak z uktadu trzech rownan (1.50) otrzymaé¢ dwa osobne réwnania ska-
larne dla Q oraz I ? Najgorsze, co by mozna wymy$li¢, to rozpisa¢ wszystkie
wektory na sktadowe w wybranej bazie i rozwigzywac¢ ukltad trzech réwnan z
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niewiadomymi G, ©, I. O wiele bardziej wydajne jest jednak podejscie wek-
torowe, polegajace na wykonaniu iloczynu skalarnego z umiejetnie dobranym
wektorem.

Jesli interesuje nas €2, to powinnismy pomnozy¢ obie strony (1.50) przez
wektor ktéry jest prostopadty zar6wno do G, jak ido m x G.Z tego punktu
widzenia, idealnym wyborem jest wersor m, ktory prowadzi do

Gm -G+ GsinIQm-m +Glm-(mxG)=m-(rxP).

Poniewaz m-G = 0, m-1m = 1, oraz w mysl reguty cyklicznego przestawiania
czynnikéw w mieszanym iloczynie wektorowym,

m-(mxG)=G-(mxm)=0,

zostaje nam _
GsinIQ=P-(mxr),

gdzie prawa strona powstata przez cykliczne przestawienie czynnikéw. Ponie-
waz m i T leza w plaszczyznie orbity i ich iloczyn wektorowy ma kierunek
G, a kat jaki tworzg to tzw. argument szerokoéci f + w (suma anomalii
prawdziwej f i argumentu perycentrum), dochodzimy do kolejnego z réwnar
Gaussa

GsinIQ =P -Grsin(f +w). (1.51)

W podobny sposéb otrzymamy réwnanie dla zmian nachylenia. Tym
razem optymalny wybér wektora do iloczynu skalarnego to wersor (1 x G’),
prostopadty zaréwno do linii weztéw, jak i do momentu pedu. Mnozac (1.50)
skalarnie przez ten wektor, otrzymujemy

Gf:(mxé)-(rxP):P-((mxé)xr>.
Zaleznie od stopnia posiadanej wyobrazni przestrzennej, albo stosujemy toz-
samosé ,,bac-cab”
(mxQ)xr=m-rG— (G r)ym=rcos(f+w,

albo analizujemy kierunki i katy miedzy poszczegdlnymi wektorami, otrzy-
mujac ten sam wynik

GI=P- -Greos(f +w). (1.52)

Obydwa rownania (1.51) oraz (1.52) nie maja sensu dla [ = 0 lub [ = T,
gdyz korzystaliémy w wyprowadzeniu z wersora m, ktory nie istnieje w tych
przypadkach. Roéwniez dla orbit prostoliniowych, gdy G = 0, réwnania te
traca sens, gdyz nie istnialtby wersor G.
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1.5.6 Rownanie dla oskulacyjnego argumentu perycentrum

Zmiany argumentu perycentrum, czyli kata miedzy m a e, otrzymamy z
uzmiennionych catek Laplace’a (1.41). Podobnie jak dla momentu pedu,
przedstawimy wektor Laplace’a jako iloczyn e = eé i uznamy é za wersor &
obrécony o katy €, I, w po czym skorzystamy z Twierdzenia 1

de . . .
é:éé+ed—(z:éé+e(92+[ﬁz+wG)><é. (1.53)

Niestety, nie mozemy liczy¢ na usuniecie wszystkich pochodnych oprocz w,
wiec stosujemy wariant skromniejszy: iloczyn skalarny 7z wersorem

Q=G xe,

ktory lezy w plaszczyznie orbity i jest odlegty od perycentrum o 90° w kie-
runku ruchu orbitalnego. Z definicji, Q - & = 0, wigc podstawiajac (1.53) do
(1.41) i mnozac obie strony przez Q mamy

Me(QQ.(zxé)HQ.(mxéHw):Q-R,

gdzie przez R oznaczylidmy jedna z dwoch postaci prawych stron réwnania
wektorowego (1.41). Latwo sprawdzié, ze

Q- (z2xée)=2-(exQ)=2-G=cosl,

oraz

Q- (mxée)=m-(exQ)=m-G=0,

wiec, wybierajac pierwsza postaé¢ prawych stron,
e <w +cosm) —2(r-Q)(v-P)— (v-Q)(r-P) — (r-v)(Q- P). (154)

Wyraz zawierajacy € zostawilismy chwilowo po lewej stronie dla podkre-
Slenia, ze przy I = 0 (gdy cosI = 1) prowadzi on do dobrze okreslonego
rownania dla dtugosci perycentrum ¢ = & + 2. Natomiast w przypadku
I = 7, e = 0 lub orbit prostoliniowych, rownanie Gaussa (1.54) traci sens.
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WYKEAD 5

1.5.7 Rownania dla zmian anomalii

Pozostato nam juz tylko réwnanie dla zmian oskulacyjnej anomalii éredniej
epoki odniesienia tg, czyli My w zagadnieniu zaburzonym. Trafiamy tutaj na
do$¢ nieprzyjemny problem. W pierwotnej postaci, rownanie Keplera (1.38)
mialo postac

M =F —esinE.

Anomalia Srednia jest w ruchu keplerowskim dana poprzez
M(t) =n [t*to] + M.

Tylko ze w zagadnieniu dwoch cial ruch sredni n = /pa=3 jest staly, podczas
gdy w ruchu zaburzonym zmiennoé¢ pétosi wielkiej uzmiennia n. Jak wiec
traktowa¢ M 7 Czy przyjaé

M(t) = n(t) [t — to] + Mo, (1.55)

czy moze
t

M(t) = / n(t) dt + My, (1.56)

to
jako definicje podstawowa ? Kazde z tych podejsé prowadzi do innej definicji
My w przypadku zaburzonym. Wariant (1.56) przyjmowany jest najczesciej,
gdyz prowadzi do wzglednie prostego

M = n(t) + My, (1.57)
podczas gdy (1.55) oznacza
M:n—l—h [t—tg]—i—Mg, (1.58)

co prowadzi do nieprzyjemnej sytuacji: jesli n ma charakter ograniczonych
oscylacji o czestotliwosci «, to pojawia sie bardzo niepozadane wyrazy typu
t cos at, zwane mieszanymi wyrazami wiekowymi.

Zeby uniknaé dylematéow zwigzanych z definicja My, obejdzmy problem
w ten sposob, ze wyprowadzimy réwnanie dla M , & wybor definicji My pozo-
stawimy otwarty. Co wiecej, w wielu sytuacjach mozna sie bez niego obejéé¢
i poprzesta¢ na M (t).

Roézniczkujac réwnanie Keplera w przypadku zaburzonym

M =E(1—ecosE) —ésinE, (1.59)
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widzimy, ze potrzebna bedzie pochodna anomalii mimosrodowej, gdyz wzor
na é zostal wyprowadzony wcze$niej. Informacje o E najlepiej otrzymacé
na podstawie predkosci katowej anomalii prawdziwej f , gdyz ta druga ma
prosta definicje geometryczna jako kat miedzy e i 7.
WyjdZzmy od oczywistego wzoru na predkosé
v=7 = d(rf) :7'“7“—&-7“ﬁ

dt dt
Zuwazmy teraz, ze wersor potozenia  mozemy otrzymac z wersora & poprzez
obrét o katy Eulera Q, I, w + f ze znajomymi wersorami obrotu z, m, G.
A wiec mozna zastosowaé Twierdzenie 1 i napisaé¢

M’+r(f22—|—fm+(cb+f)é> X =,
Pomnoézmy skalarnie obie strony przez wersor
t=(Gx#),

prostopadty do wektora potozenia, lezacy w ptaszczyznie orbity i skierowany
zgodnie z ruchem ciata. Po uwzglednieniu # -t = 0, oraz

t-(mx#)=m-(Fxt) G =

™
t-(zxi)=2%-(Fxt)=2%-G=cos

>

0,
I,
otrzymujemy
r(Q cosI+w+f> =v-t.
Ale to, co widzimy po prawej stronie, to nic innego jak predkos¢ transwer-
salna, ktoéra z defincji ma postaé
. G

Vg = U - t=—.

r

Wzér dla predkosci katowej anomalii prawdziwej w ruchu zaburzonym ma
zatem postac

f:%—w—cosIQ, (1.60)
taka jak w ruchu keplerowskim, tylko z poprawka na ruch linii apsyd od
ktorej mierzymy f.

Aby znalez¢ zwiazek miedzy E a f w przypadku zaburzonym, zréznicz-
kujmy funkcje

1— 2
le—ecosEzie,
a 1+ecosf
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ktora moze stuzyé jako zwigzek miedzy f i E. Uwzgledniajac mozliwosé
zmian mimosrodu, dostaniemy

er?sinf .

—cosEé+esnEE = —— [2e+icosf}é+ s (1.61)
p a ap

gdzie p = a(1 — €?), dla orbit eliptycznych. Po niezbyt wyrafinowanych
przeksztatceniach, uwzgledniajacych

r=a(l—ecosE), rsinf=ay1—e?sinE, rcosf=a(cosE —e),

réwnanie (1.61) przyjmuje postac

. T :  sink
E= — . 1.62
a\/l—e2f 1—e2® (1.62)
Podstawiajac (1.62) i (1.60) do (1.59) dostajemy
M L (oteosI€) <1+r> inE¢ (1.63)
=n— ———(w+cos - — | sinEeé. i
a?+/1 — e? D

Uznamy to réwnanie za szoste z rownan Gaussa, gdyz stosownie do wyboru
definicji My prowadzi ono bezposdrednio do My w polaczeniu z rownaniem
(1.58) lub (1.57).

1.5.8 Skladowe sily zaburzajacej

Przygladajac si¢ rownaniom (1.44, 1.45, 1.51, 1.52, 1.54) stwierdzamy, ze za-
wieraja one iloczyny skalarne sity zaburzajacej P z rozmaitymi wektorami:
r, v, e, Q i G. Pierwsze cztery z nich leza w plaszczyznie oskulacyjnej or-
bity, prostopadtej do chwilowego momentu pedu G. Staramy sie ograniczy¢
liczbe tych iloczynéw rozktadajac P na sktadowe w jednej z trzech podsta-
wowych baz: radialnej, stycznej lub perycentrycznej. Wszystkie trzy bazy
maja wspoélny wersor é, ktory dalej oznaczaé¢ bedziemy przez bi nazywad,
zgodnie z terminologia geometrii rézniczkowej, wersorem binormalnym.
Baza radialna zdefiniowana jest przez wersory

e radialny © — wzdtuz promienia wodzacego,

e transwersalny ¢ — prostopadly do radialnego, lezacy w ptlaszczyznie
orbity i skierowany zgodnie z ruchem ciala,

e binormalny (normalny do plaszczyzny orbity) b — wzdluz wektora mo-
mentu pedu.
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Rysunek 1.2: Bazy radialna i styczna. Wersor binormalny skierowany jest
,do goéry” — prostopadle do plaszczyzny rysunku.
Sktadowe sity P w tej bazie oznaczymy odpowiednio przez R, T'i B:

P = Ri + Tt + Bb.

Ich wartosci mozna zdefiniowaé¢ przy pomocy iloczynéw P z wektorami 7 i
G=rxv

R =P =P
py
A G r
T = P-t=P-|—x— 1.64
<G 7“) (1.64)
. G
B = -b= P
G

Baza styczna sktada sie z nastepujacych wersordw:

e normalnego n, ktory okresla kierunek normalnej zewnetrznej do krzy-
wej jaka jest orbita,

e stycznego 8, ktéry pokrywa sie z kierunkiem wektora predkosci,
e binormalnego IS, wspolnego dla obu baz.

Sita P ma w tej bazie sktadowe N, S i B:

P = Nn+ S5+ Bb.
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Wartodci tych sktadowych mozna wyliczyé z definicji

. v G
N—Pn—P<vXG>,

S = P s= P2, (1.65)
v
. G
B = P b= P .
b G

Poniewaz skladowa B jest jednakowa w obu bazach, pozostaje nam je-
dynie problem zwigzku miedzy sktadowymi R, T'i N, S.

Transformacja z r-t-b do n-s-b jest elementarna, gdyz wymaga jedynie
obrotu o kat § —4, gdzie § jest katem miedzy wektorami 7 i v (por. Rys. 1.2).

A zatem
(1)=( oD Y0y
T —sin (5§ =), cos(§ —0) S
czyli
R = Nsind + Scosd,
] (1.67)
T =—Ncosd+ Ssind,
oraz
N = Rsind — T cos?,
(1.68)

S = Rcosd + T sind.

Funkcje trygonometryczne kata d sa okreslone poprzez iloczyny wektoroéw r
1v

rov rr 7

cos) = — = — = —,

v rov v
. |r x v G rf
sind = = — = —,
o v v

Jesli siggniemy do wzoréw opisujacych predkos¢ radialng 7 i transwersalng
r f oraz przyjmiemy skrotowe oznaczenie

v=1+/1+2¢€cosf+e2

tak, aby v = v 1/u/p, to otrzymujemy

085 — esmf7
Y
1
sing — Ltecosf p (1.69)
gl Ty

Baza perycentryczna spotykana jest rzadziej. Tworza ja wersory:
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e perycentryczny €, czyli wersor wektora Laplace’a, skierowany do pery-
centrum,

e prostopadly do perycentrum Q= b x e, lezacy w plaszczyznie orbity
(zwany tez wersorem Hamiltona),

e binormalny b.

W odréznieniu od radialnej i stycznej, baza ta jest nieokres§lona w przypadku
orbit kotowych.

1.5.9 Ostateczna postaé¢ wzorow Gaussa

Po zdefiniowaniu baz, mozemy przej$¢ do ostatecznego uporzadkowania row-
nani Gaussa dla elementéw oskulacyjnych wypisujac kazde z nich w trzech
postaciach: najpierw w postaci wektorowej a nastepnie jako funkcje skta-
dowych R,T,B oraz N,S,B. Wyprowadzenie tych wzoréw na podstawie
rownan (1.44, 1.45, 1.51, 1.52, 1.54, 1.63) jest elementarne i pozostawimy
je jako samodzielne ¢wiczenie. Podamy tylko wersje dla zaburzonych orbit
eliptycznych.
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Uzyjemy oznaczen s =sinl, ¢ =cosI, p=a (1 —e?), oraz n = \/pna=>3.

Roéwnania dla pieciu elementéw oskulacyjnych to:

2a? 2 D 2v
a . v i [Resmf—l— 7“} 2@5’, (1.70)
1 2
= — P
é ac [(r-v)r+ (ap — %) v]
1—¢2 )
= - [R sin f + T (cos f + cos E)]
a
1 2
= [SrpcosE—i—N\/l—e2 sinE], (1.71)
joo resUre) oy porestite) g (1.79)
1p VHP
o o= —— ['Hp(cosE+e)r—(p+r)sinffv]~P—cQ
ppe | T
= 1\/?[—Rcosf—i—T<1+r> sinf]—cQ
e\ p p
1 .
= 5[2Ssinf—N(e+cosE)]—cQ, (1.73)
g = "mUEe) oy porsnlte) g (1.74)
Spp S /1P

Do tego dochodzi szbste rownanie dla anomalii §redniej

M = n—#PP-T—i—\/ﬁTp(dJ—Fcﬁ)}

= n —

na’e
V1 —e2
= n-— ¢ {N(cosf—e)—S(l—i—
ve
lub — jeszcze prostsze — dla anomalii prawdziwej
f = \/? —w—cf
r
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WYKEAD 6

1.5.10 Elementy nieosobliwe

Przygladajac sie réwnaniom Gaussa zauwazymy, ze jesli e = 0, to nie wolno
wzywac wzorow dla é, M i w, gdyz albo wystapi dzielenie przez zero, albo
odwolamy sie do nieokreslonych katéw f i E. Natomiast jesli I = 0 lub
I = 7, to nie wolno uzywaé réwnan dla I lub Q, gdyz albo wystapi dzielenie
przez zero, albo pojawi sie nieokreglony kat f+w. Oczywiscie, nie oznacza to,
ze nie potrafimy sie obchodzié¢ z takimi orbitami. Wystarczy wtedy stosowaé
tzw. elementy nieosobliwe, bedace funkcjami elementow keplerowskich. Sa

to np.
I

q = sing cos(,
p = sin% sin €2, (1.77)
w = w+,
dla matych nachylen lub
k = e cosw,
h = esinw, (1.78)
A= M+ w,

dla malych mimogrodéw. Niestety, te tradycyjne symbole kolidujg z réwnie
tradycyjnym p — parametr orbity, ¢ — odlegtosé perycentrum, h — stata sity
zywej, k — stata Gaussa...

Odpowiednia modyfikacja réwnan Gaussa prowadzi do réwnan pozba-
wionych osobliwosci. Na przyktad, dla matych mimos$rodéw uzywamy

A= DM+,
oraz
i ) .. ek b
= écosw—ewsinw = ——— — hw,
Vh? + k?
] .. ) éh
h = ésinw+ew cosw =

e 2—|—kzw
vh*+k

Zauwazmy, ze zmienne h, k sa poprawnie okreglone nie tylko dla orbit
kotowych, lecz i dla orbit z zerowym nachyleniem. To, ze kat w jako for-
malna suma w + 2 nie traci sensu geometrycznego przy zerowym nachyleniu,
jest oczywiste: przechodzi on gtadko w kat ptaski miedzy wersorami & i é.
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Pokazmy jednak, ze rownanie Gaussa dla w nie zawiera osobliwosci, jesli wy-
konamy w nim stosowne przeksztatcenie. Przypomnijmy wzor (1.54), ktory
przepiszemy w postaci

w:——COSIQ,
e

gdzie

~

F=2(r-Q)(v-P)—(v-Q)(r-P)—(r v)(Q-P)
Mamy wiec dla dlugosci perycentrum

. F )
w=w+Q=—+(1—cosI)S
pe
W sytacji zerowego nachylenia wyraz F/(pe) nie sprawia zadnych klopo-
tow, natomiast w €, ktore dane jest rownaniem (1.74), pojawia sie zrowno
dzielenie przez sin I = 0, jak i nieokreslony kat f + w:

rsin (f + w) .

0= P.b.
sinl G

Po wstawieniu (1.74), réwnanie dla @ przybiera postac

'Z.ﬂ_

£+ 1—cosI| rsin(f+w) .
= e .

P-b

sin [ G
Ale wyrazenie w nawiasie kwadratowym to nic innego jak tangens potowy
nachylenia, wiec mamy

F I rsi -

oo I IS +e) g

ue 2 G
Przy nachyleniu I = 0, caty drugi sktadnik znika i problem nieokrelonego
argumentu f + w przestaje by¢ istotny. Oczywiscie, bardziej eleganckim
rozwigzaniem jest wyrugowanie kata w, co latwo zrealizowaé przy pomocy
zmiennych p, q:

sin(f+w) = sin(f+w—Q)=sin(f+ w)cosQ —cos(f +w)sinQ) =
_ gsin(f+w@) —pcos(f+w)
B sin% ’

i tak otrzymujemy jawnie nieosobliwe

ol F o rasn(tw) pes(®) by

He G\/1—p?2—¢q?
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gdzie podstawilismy cos I/2 = /1 —sin®1/2 = /1 — (p? + ¢?).

Przeksztatcanie do postaci nieosobliwej ze wzgledu na mimogréd prze-
biega podobnie. Odpowiednikiem wykorzystania tangensa potowy nachyle-
nia jest wtedy przeksztalcenie

1—+1—¢2 e

e 1+vV1—e2
1.6 Przykladowe zastosowania roéwnan Gaussa

Sprobujemy teraz zilustrowaé zastosowania réwnan Gaussa zanim jeszcze
zajmiemy sie ogélnymi metodami rozwiazywania réwnan ruchu. Istnieja dwa
przypadki, w ktoérych zastosowanie rownan Gaussa staje sie uzasadnione: po
pierwsze — gdy mamy do czynienia z sitg dyssypatywna jak na przyktad opor
osrodka, po drugie — gdy stosujemy tzw. przyblizenie impulsowe, w ktérym
sita zmienia sie skokowo (fizycznie odpowiada to takim efektom jak odpale-
nie silnika statku kosmicznego, zaburzenie ruchu przez pojedyncze i krotko-
trwale zblizenie z trzecim ciatem itp.). W pierwszym przypadku nie mozna
wprowadzi¢ potencjalu, co uniemozliwia zastosowanie formalizmu bardziej
szczegdlowego niz newtonowski. W drugim — postugiwanie si¢ potencjalem
jest w zasadzie mozliwe, lecz zazwyczaj nieoplacalne (trzeba wprowadzi¢
funkcje Diraca). Przedstawmy przyktady obu zastosowari.

1.6.1 Wplyw oporu oérodka na elementy oskulacyjne.

Rozpatrzmny wzgledne zagadnienie dwoch cial, w ktérym na badana mase
dziata hamujgca sita P wywotana oporem nieruchomego oérodka. Sila tego
rodzaju skierowana jest stycznie do chwilowej orbity, w kierunku przeciw-
nym do wektora predkosci. Mozemy wiec zauwazy¢, ze jej sktadowe w bazie
stycznej maja wartosci

S=S8(r,v)<0, N=B=0,

gdzie bez wzgledu na posta¢ zaleznosci tarcia od potozenia ciata r i jego
predkosci v, poprzestajemy jedynie na stwierdzeniu, ze S < 0 a wiec opor
nie zanika ani (tym bardziej) nie zmienia znaku. Przyjrzyjmy si¢ rownaniom
Gaussa (1.70-1.74), w ktorych jedyng niezerowa sktadows bedzie S

2

Qi = —-5<0,
na
2pS

e = P cos I,
rv



I = Q =0, (1.80)
28
w = — sinf.
ev
Pomijajac rownanie dla anomalii §redniej (1.75) jako mniej istotne, zobaczmy
jak wiele waznych wnioskéw o ewolucji orbity mozna wysnué¢ z samych tylko
rownan Gaussa (bez ich rozwiazywania):

1. Potos wielka orbity systematycznie maleje, gdyz a < 0. W konsekwen-
¢ji moze nastapi¢ kolizja obu mas, ale pod warunkiem, ze spadek pétosi
do zera wymaga skoriczonego czasu.

2. Dziatajaca stycznie sita tarcia nie powoduje zmian w orientacji ptasz-
czyzny orbity, gdyz nachylenie I oraz dtugosé linii weztow 2 pozostaja
state. A zatem trajektoria w tym zagadnieniu jest krzywa plaska o
ksztalcie spiralnym (malejace a).

3. Zmiany oskulacyjnego mimogrodu zaleza w sposéb istotny od potozenia
badanej masy na orbicie: w poblizu perycentrum (cos £ > 0) opor
osrodka zmniejsza mimogrod (é < 0) natomiast w poblizu apocentrum
(cos E' < 0) mimosrod rosnie (€ > 0).

Powstaje w tym momencie interesujace pytanie: czy zmiany mimosrodu
majg charakter czysto okresowy 7 Innymi stowy, czy podczas kazdego obiegu
przyrost mimosrodu w poblizu apocentrum jest w pelni kompensowany przez
jego spadek w poblizu perycentrum 7 Taka pelna symetria efektu zapobie-
gataby systematycznym zmianom mimosrodu. Doktadna odpowiedZ na to
pytanie wymaga nie tylko znajomosci doktadnej postaci sity P lecz ré6wniez
zastosowania odpowiedniej metody rozwiazywania réwnan ruchu. Mozna
jednak pokusié¢ sie o pewne oszacowania: uwzgledniajac fizyke zagadnienia
mozna przyjac, ze S(r,v) jest proporcjonalna do dodatniej potegi v (najcze-
Sciej jest to vl, v3 lub v?) oraz do niedodatniej potegi odlegtosci 2, gdzie
B < 0 (tzn. gestos¢ osrodka jest albo stala albo maleje w miare oddalania
sie od masy centralnej).

Zatézmy, dla uproszczenia, ze w ciaggu jednego obiegu obowiazuje catka
pol, a wiec wartodci iloczynu rv w perycentrum i w apocentrum sa sobie
rowne (tzw. zasada dzwigni). W takim razie, oznaczajac o = 2p/(rv),
mamy w perycentrum

ép = aS(q,vp) <0,

a w apocentrum

éa=—aS(Q,va) > 0.
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Zauwazmy teraz, ze |S(q,vp)| > [S(Q,v4)l|, co sugeruja zaréwno predkosci
vp > v4 jak i odleglosci ¢ < Q. Jak widaé, opor osrodka powoduje sys-
tematyczny spadek mimos$rodu orbity, gdyz ép +é4 < 0.

Przedstawione tu rozumowanie wymaga dwoch istotnych zastrzezen: po
pierwsze, oparte jest na poréwnaniu dwoch punktoéw orbity i uzywa dogé gru-
bych przyblizen; po drugie — nie mozna twierdzié¢, jakoby mimosréd asymp-
totycznie dazyt do zera, gdyz réwnania Gaussa dla é nie wolno stosowad
w przypadku matych mimosrodéw. Malejacy systematycznie mimosrod jest
typowa cecha orbit eliptycznych poddanych oporowi o$rodka, ale wnioski o
charakterze asymptotycznym, typu lim;_, o, e = 0, czesto sa wyciggane zbyt
pochopnie.

1.6.2 Manewry orbitalne (zmiana nachylenia)

Jednym z prostszych zastosowan rownan Gaussa jest opis manewru orbital-
nego w przyblizeniu impulsowym. Manewr orbitalny to zmiana elementéw
orbity dokonywana przy pomocy silnikéw korekcyjnych sztucznego satelity
lub sondy kosmicznej. Przyblizenie impulsowe natomiast zaktada, ze sil-
niki dzialaja staly sita P (zwana ciagiem) przez krotki czas At i zmiana
w dowolnym elemencie orbity (na przyklad w polosi wielkiej a) moze by¢
przedstawiona jako

Aa = a At. (1.81)

W kazdym manewrze orbitalnym dazy sie do uzyskania zamierzonej or-
bity przy minimalnym wydatku paliwa, co oznacza, ze staramy sie uzy¢ jak
najmniejszego impulsu (zwanego réwniez popedem). W naszych rozwaza-
niach bedziemy zajmowac sie impulsem podzielonym przez mase, czyli

W = |P|At, (1.82)

gdyz P jest przyspieszeniem, a nie silg.
Dla zilustrowania problemu zajmiemy sie manewrem polegajacym na
zmianie nachylenia orbity.

W $wietle rownania Gaussa (1.72) jedynie sktadowa normalna do ptasz-
czyzny orbity powoduje zmiane nachylenia I, a zatem sita powodujaca ma-
newr powinna by¢ skierowana prostopadle do ptaszczyzny orbity i odpowiada
jej impuls

W = B At.

32



Uzyskany przyrost nachylenia dany bedzie wzorem

AT — rcos(f—l—w)W

Vip

Zastandwmy sie teraz, w ktérym punkcie orbity nalezy uruchomié silniki
aby uzyska¢ najwiekszy przyrost Al przy zadanym W. Jedyna wielkoscia
we wzorze (1.83) co do ktorej mamy jaki§ wybor jest anomalia prawdziwa f
a wiec musimy znalez¢ maksimum funkcji 7 cos (f + w) z warunku

(1.83)

d(r cos (f +w))
daf

Uwzgledniajac zaleznosé r(f) otrzymamy

=0.

sin (f +w) (1 +ecos f) —esin fcos (f +w)
(1—|—ecosf)2

=0,

a po odrzuceniu niezerowego czynnika p/(1+ e cos f)? i skorzystaniu z wzoru
dla sinusa réznicy katéw dochodzimy ostatecznie do warunku

sin (f +w) + esinw = 0. (1.84)

Dla matych wartosci mimosrodu orbity e rownanie (1.84) prowadzi do wnio-
sku, ze manewr zmiany nachylenia nalezy przeprowadzi¢ w okolicach jednego
z weztow orbity, gdy (f + w) =~ 0 lub #. Analizujac pozostale réwnania
Gaussa dochodzimy do wniosku, ze manewr impulsem normalnym do plasz-
czyzny orbity przeprowadzony doktadnie w wezle spowoduje jedynie zmiane
nachylenia nie wplywajac na pozostate elementy orbity.

Zauwazmy réwniez, ze przyrost I jest wprost proporcjonalny do odlegto-
Sci r (,ramie sity”), a zatem szczegolnie uprzywilejowana bedzie sytuacja, w
ktoérej linia apsyd i linia weztéw pokrywaja sie, aby manewr mozna przepro-
wadzié¢ zarazem w wezle i w apocentrum.
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Rozdziat 2

Formalizm kanoniczny

WYKEAD 7

Formalizm kanoniczny nazywany jest rowniez formalizmem symplektycz-
nym i stanowi on szczegdlny przypadek formalizmu Hamiltona. Podstawowe
pojecia tego formalizmu to potozenia i pedy uogélnione oraz funkcja Hamil-
tona. Ruch uktadu mechanicznego zadany jest poprzez réwnania kanoniczne
Hamiltona. W odréznieniu od formalizmu newtonowskiego, zakres stoso-
walnosci formalizmu kanonicznego jest ograniczony, co bierze sie z faktu, ze
cala dynamika uktadu jest ,zaszyfrowana” w jednej skalarnej funkcji stanu
(funkcji Hamiltona), ktora generuje prawe strony rownar ruchu poprzez swoj
gradient. Musimy wiec ograniczy¢ sie do zagadnieri z sitami potencjalnymi.
Za te cene nabywamy jednak mozliwo$é¢ wzglednie prostego formulowania
twierdzeri opisujacych cate klasy ruchéw.

7 wielu sposob6éw wprowadzania formalizmu kanonicznego wybierzmy
teorie form i réwnan Johanna Friedricha Pfaffa (1815). Najpierw jednak
wprowadzimy kilka poje¢ zwiazanych z grupa macierzy symplektycznych.

2.1 Macierze i formy symplektyczne

2.1.1 Standardowa macierz symplektyczna i forma symplek-
tyczna

Oznaczmy przez J standardowa macierz symplektyczna. Jest to anty-
symetryczna macierz kwadratowa stopnia parzystego 2M x2M, ktéra mozna
zapisa¢ w postaci blokowej jako jako

J:< O By > (2.1)

—Eyn Oy
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Poniewaz Ejs oznacza macierz jednostkowsg M x M, to — na przyktad — dla
dwoéch stopni swobody mamy

0 010
0 0 01
J= -1 0 0 0
0 -1 0 0

Czesto mozna sie spotkaé z definicja standardowej macierzy symplektycznej
ktora ma w poréwnaniu z (2.1) przestawione znaki, ale nie ma to wplywu
na wiekszo$¢ z dalszych wzoréw.

Standardowa macierz symplektyczna jest obiektem posiadajacym szereg
interesujacych wlasciwosci:

J2=J3=-Eyy, J'I=Eyy, J'1=J1=-J detJ=1 (22

7 dwoch wektorow x,y € R?M i macierzy J stopnia 2M mozna utworzy¢
algebraiczna forme dwuliniowa'

[z]y] = 2"y =z - (Jy), (2.3)
ktéra nosi nazwe formy symplektycznej. Jest ona antysymetryczna, gdyz
ylz] =y - (Jz) = (Ja) y = Jz) y =2 Ty = —z"Jy = —[z]y],

gdzie skorzystaliémy z przemiennodci iloczynu skalarnego i antysymetrycz-
nosci macierzy J. Jak zwykle, antysymetrycznosé oznacza [x|x| = 0.
Jesli w wektorach 2M-wymiarowych wydzielimy dwa M-wymiarowe bloki,
na przyktad
z = col(q,Q), y = col(p, P),

to forma symplektyczna jest r6znica iloczynéw skalarnych
[zly)=q¢-P-p-Q=¢"P-p'Q. (24)

2.1.2 Definicja macierzy symplektycznych

Pamietamy, ze przeksztalcenia ortogonalne

z+— ' = Mz, y— 1y =My,

!Forma dwuliniowa to funkcja, ktéra dwém wektorom przyporzadkowuje skalar i jest
liniowa wzgledem obu argumetéw. Najbardziej znany przyktad to iloczyn skalarny wek-
torow.
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zachowuja iloczyn skalarny, gdyz
z' -y = (Mz) (My) =zTM My =z -y.

W podobny sposéb mozemy zdefiniowaé liniowe przeksztatcenia symplek-
tyczne
x> x' = Sz, y— vy =Sy,

postulujac, aby dla kazdej pary & # y zachowywaly one wartos¢ formy
symplektycznej
[='|y] = [Sz[Sy] = [z |y]. (2.5)

To oznacza warunek

stis=17J, (2.6)

i kazda macierz S, ktora go spelnia, nazywamy macierza symplektyczna.
Korzystajac z whasnosci (2.2) tatwo mozna sprawdzi¢, ze macierz stan-
dardowa J jest macierza symplektyczna, gdyz

JTIJ=EJ =1

(od tego momentu opuszczamy indeks 2M macierzy jednostkowej dla skro-
cenia zapisu). Takze macierz jednostkowa E jest macierza symplektyczna:

ETJE=EJE=JE =J.

2.1.3 Grupa symplektyczna

Pokazemy teraz, ze macierze symplektyczne stopnia 2M z dziataniem mno-
zenia macierzy tworza grupe, nazywang grupa symplektyczna Sp(2M).

Najpierw musimy wykazaé, ze iloczyn dwéch macierzy symplektycznych
daje macierz symplektyczna, czyli ze mnozenie jest dziataniem wewnetrznym
w Sp(2M). Niech S1,Se € Sp(2M). Wtedy, wychodzac od macierzy J,
mozemy zastosowa¢ dwa razy definicje (2.6)

J =81JS, = S1(STJS1)Ss = (S3S87)J(S1S2) = (S182)TJ(8:S),

a to znaczy, ze S = S1S9 jest macierzg symplektyczng.

Pozostaty do sprawdzenia trzy warunki: tacznos$é mnozenia, istnienie ele-
mentu neutralnego w zbiorze macierzy symplektycznych oraz istnienie ele-
mentu odwrotnego dla kazdej macierzy symplektycznej. Pierwsze dwa sa
spelnione, gdyz tacznosé jest podstawowsa cecha iloczynu macierzy, za$ jego
element neutralny, macierz E, jest macierza symplektyczna, co pokazaliémy
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wyzej. Pozostaje wiec problem: czy kazda macierz symplektyczna S posiada
macierz odwrotna S™!, a jegli tak, to czy S™! jest macierza symplektyczna ?

O odwracalnosci macierzy decyduje warto$é wyznacznika, ktéra nie moze
by¢ réwna 0. Mozna to sprawdzi¢ w prosty sposéb. Wykorzystujemy defi-
nicje (2.6) oraz twierdzenie, w mysl ktorego wyznacznik iloczynu macierzy
jest réowny iloczynowi ich wyznacznikéw

det(STIS) =detJ = det ST detJ det'S = det J.
Poniewaz detJ =1 i det ST = det S, to
(det S)2 =1 # 0.
Co wiecej, mozna udowodnié, ze
detS = 1. (2.7)

Niestety — dowdd, ze det S # —1 nie nalezy do trywialnych i pominiemy go.
Skoro wyznacznik macierzy symplektycznej jest rézny od zera, to kazda
macierz symplektyczna posiada macierz odwrotng S, dla ktorej

S'S=8S"!'=E.
Czy S~! jest rowniez macierza symplektyczng ? Latwo to sprawdzic:
J=EYJE = (ss7H)TJy(ss™) = (s HT(sTis)(s™).
A poniewaz S jest symplektyczna, to srodkowy iloczyn wynosi J i
J=(s"Htys 1

co w éwietle definicji (2.6) oznacza, ze S™! jest macierza symplektyczna.
Okazuje sie przy tym, ze zwigzek miedzy S™! i S jest niemal réwnie

prosty, jak w wypadku macierzy ortogonalnych, gdzie M—! = M™,

SS™! = E, /STT x

(sTys)s—t = 817,
Js7t = sy, /3T«
JT187t = J's'y,

Korzystajac z (2.2) dochodzimy do

St =J7s"7. (2.8)
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W grupie symplektycznej mamy jeszcze jedna interesujaca wlasnosé: ST €
Sp(2M). Zacznijmy od
SS™'=E.

Podstawiamy (2.8), co daje
SJTS'J =E.
Mnozymy prawostronnie przez J
SITSTII=1.
i uwzgledniajac JJ = —E oraz JT = —J z wiasnosci (2.2), dochodzimy do
sJst =17. (2.9)
To za$ jest rownowazne stwierdzeniu, ze ST spelnia warunek (2.6), gdyz

sJsT = (sT)" 3 (sT) =J.
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WYKLAD 8

2.2 Pfaffian 1 r6wnania Pfaffa

Wprowadzmy wektor N + 1 zmiennych

w = (w0aw1>"'7wN>T € RN+1,

oraz wektor N 4 1 funkcji tych zmiennych
F(w) = (Fo(w), Fi(w), ..., Fy(w))T e RV+L

Z tych dwoch elementéw mozemy utworzyé liniowa forme rézniczkowa
Pfaffa (a scislej, tzw. jednoforme rozniczkowa), czyli pfaffian

N
=) Fidw = F-dw=F"dw, (2.10)
1=0

gdzie dw jest wektorem rézniczek zmiennych w;.

Forma Pfaffa sama w sobie jest tylko pewnym wyrazeniem matematycz-
nym i mozna ja wykorzysta¢ do réznych celéw. Nas interesowa¢ beda row-
nania zwiazane z ®, zwane stowarzyszonym ukladem réwnan Pfaffa
(pierwszego rodzaju)

[DwF - (DwF)T] dw = 0, (2.11)

gdzie transponowany gradient zastosowany do kolejnych elementéw wektora
kolumnowego F' daje macierz Jacobiego

OF;

DwF = A, Cll'j = %
J

Y

w ktoérej wiersze ¢ oraz kolumny j indeksujemy od 0 do N. Wyrazenie w
nawiasie kwadratowym jest macierza antysymetryczna o wymiarze (N +1) X
(N 4+ 1) (tensorowym uogoélnieniem operatora rotacji) zawierajaca pochodne
czastkowe funkcji F; z formy Pfaffa, wiec (2.11) jest rownaniem wektorowym,
ktoére mozna rozbi¢ na N 4 1 réwnari skalarnych

N
> <8Fi - aFj) dw; = 0, (2.12)

=0 aw 5 8wi

dla kolejnych ¢ =0,..., N.
Uktad réownan Pfaffa posiada wazna wiasnosé:
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TWIERDZENIE 2 Jedli @ = F(w) - dw jest forma Pfaffa,
¢ # 0 dowolng statg, zas S(w) dowolna skalarng funkcja roznicz-
kowalng, to forma ® oraz forma ® = ¢ (® + dS(w)) generuja
ten sam uktad réownan Pfaffa.

DOWOD: Réwnania generowane przez ® sa dane wzorem (2.12).
Musimy wykazaé, ze sa one identyczne, jesli uzyjemy formy

®' =c (®+dS(w)) =c(F dw+dS(w)).
Rozniczka zupela definiowana jest jako
Y. 98
ds = ;0 a—wjdwj = VwS - dw = DS dw,
wiec

' = cF(w) - dw + ¢(VS) - dw = F' - dw.

gdzie
F' =c(F+VwS).

Roéwnania Pfaffa otrzymane z ®' majg postaé

N /
OF,  OF]
L — dw; =0
Z <8wj 8w2> W=
=0
gdzie
oS a8
FZ-,:CF‘i—i—Cawi, F],:CF]—FCTUJJ,
czyli

N 4 2 , 2
Z(aﬂ S OF S )dwj:o.

c +c — —c
=0 awj 8wi8wj awi awjawi

Drugie pochodne S odejmujg sie, zas obie strony mozna podzieli¢
przez niezerowa stala ¢, co prowadzi do postaci (2.12).

Mozemy wiec przyjaé, ze z punktu widzenia rownan Pfaffa forma @ po-
siada tak zwana swobode cechowania (ang. gauge freedom), gdyz mozna do
niej doda¢ dowolna r6zniczke zupelng bez wplywu na generowane réwnania.
Takze swoboda pomnozenia pfaffianu przez dowolng stata jest zaleta nie do
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pogardzenia.

Jedli jedng ze zmiennych w wektorze w, na przykltad wg, wybierzemy
jako zmienng niezalezna, to dzielac réwnania Pfaffa przez dwg sprowadzimy
je do uktadu réwnaii rézniczkowych zwyczajnych

i 8Fj . 8FZ dwj —0
- 8wi 8wj dwo o
7=0

dla N zmiennych zaleznych wy (wp), . .., wn(wp). W ogdlnym przypadku jest
to postac¢ niezbyt atrakcyjna, daleka od standardowej postaci typu (1.3). Sa
jednak szczegdlne przypadki, w ktérych powstawaé beda stosunkowo proste
uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych — od razu w postaci standardo-
wej.

Ten pozornie prosty zabieg dzielenia powoduje jednak radykalng zmiane
perspektywy: pojawienie sie pochodnych % oznacza, ze zaczynamy rozu-
mie¢ w; nie jako niezalezne zmienne, ale jako funkcje zmiennej wg, ktérych
wartosciami w;(wp) sa punkty lezace na pewnej krzywej w N-wymiarowej
przestrzeni (w1, ..., WN).

2.3 Roéwnania kanoniczne jako przypadek szczegdlny
réwnan Pfaffa
Przyjmijmy, ze N = 2M i wezmy nastepujace wektory w, F € R?M+1
w = col(t,q,Q) = col(t,§),
F col <H(w), —%, g) = col (H(&,t) J£> , (2.13)

)

gdzie t, H € R, ¢,Q € RM oraz ¢ € R*M | co oznacza, ze uzywamy stan-
dardowej macierzy symplektycznej J stopnia 2M. Nadajmy teraz nazwy
poszczegbdlnym klockom, ktoérych uzylismy w (2.13):

o Wektor g = (q1, . ..,qu)" nazwiemy wspotrzednymi uogélnionymi.
Nalezy on do M-wymiarowej przestrzeni konfiguracyjnej.

e Wektor Q = (Q1,...,Qn)" nazwiemy pedami uogélnionymi. Na-
lezy on do M-wymiarowej przestrzeni pedéw.
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e O parze zmiennych ¢; oraz Q; (z tym samym indeksem) moéwimy, ze
sa kanonicznie sprzezone.

e Wektor €& = col(q, Q) nazwiemy wektorem stanu. Nalezy on do
2M-wymiarowe] przestrzeni fazowej.

e Funkcje skalarng H(w) = H(q, Q,t) nazwiemy funkcja Hamiltona
lub hamiltonianem.

Zmienna ¢t wybieramy jako zmienna niezalezna i tak tez bedziemy ja na razie
nazywac.
Wektory (2.13) definiuja forme Pfaffa
Q-dg  ¢-dQ

d=Hdt — 2.14
H ot (2.14)

w ktorej rozpoznajemy forme symplektyczna (2.4)

@:Hdt+[£|2dﬂ. (2.15)

Jak wygladaja réwnania generowane przez ten pfaffian 7 Postuzymy sie
postacia wektorowo-macierzowg (2.11), ale poniewaz w = col(t, &), rozbi-
jemy operator Dy na dwie czesci:

Dw = (Dt, D£> ,

w postaci blokowej, gdzie D; to zwyklta pochodna czastkowa %. A zatem,
dziatajac na wektor F' dany wzorem (2.13), mamy

Do B — DiH D{H
W=\ Di(-3¢/2) De(-3g/2) )

Przypomnijmy, ze D££ = E, wiec
Ds(—JS) =-J DSS =—J.

Ponadto, zmienne w traktujemy jako niezalezne, zatem D;£ = 0. Mozemy
wiec uprosci¢ macierz Jacobiego D F' do postaci

DwF — < DyH Dg’H )

0 -J/2
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a jej transpozycje do

OwF)' = (ge 32 )

gdzie skorzystaliémy z DE = Vg, oraz JT = —J.

Rownania Pfaffa (2.11) przybieraja wiec w obecnie rozpatrywanym przy-

padku postaé
0 DeH
¢ dt _o.
_VSH —J dg

Wypisujac osobno gorny i dolny blok, mamy

(DsH) dé = 0 (2.16)
—(VE”H) dt — Jd¢ = o. (2.17)

Przyjrzyjmy sie rownaniom (2.17). Dzielac stronami przez dt i mnozac
lewostronnie przez J otrzymujemy

e .
o =E=TVeH, (2.18)

uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu 2M ze zmienna niezalezna t
i zmiennymi zaleznymi &. Jesli wydzieli¢ w wektorze stanu bloki zawierajace
wspoélrzedne uogolnione q i pedy uogdélnione Q, to stwierdzamy, ze uktad

(2.18) '
(4)=( 8, 5B )(Som).

g=VoH, Q=-Vg¥H, (2.19)

mozna rozbié¢ na

albo, wypisujac osobno pary dla kazdego stopnia swobody ¢
dgg OH dQ;  O0H

dt — 0Q;,” dt g’

i=1,...,M. (2.20)

Te eleganckie w swej symetrii i prostocie rownania (2.18), (2.19) lub
(2.20) nazywamy réwnaniami kanonicznymi Hamiltona. Dla zadanej
funkcji ‘H, generujacej prawe strony, ich rozwiazaniem sg wspo6trzedne i pedy
uogoélnione q(t) i Q(t) jako funkcje zmiennej niezaleznej t.
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WYKEAD 9

Wrocémy teraz do rownania (2.16). Jakkolwiek nie wchodzi ono w sktad
rownan kanonicznych, zawiera bardzo istotna konsekwencje postaci tych row-
nari. Rownanie (2.16) zawiera iloczyn skalarny, ktory wchodzi w sktad roz-

niczki zupetnej dH. Rzeczywidcie,
dH = (DwH)dw = (DyH)dt + (Dg”H) dé.

A wiec réwnanie (2.16) oznacza, ze
dH = (D¢H)dt,
i dzielac przez dt otrzymujemy z niego wniosek
an _on
dt ot

W ten sposéb udowodniliSmy nastepujace wazne twierdzenie:

(2.21)

TWIERDZENIE 3 Jezeli hamiltonian H ukladu réwnan ka-
nonicznych nie zalezy od zmiennej niezaleznej ¢ w sposéb jawny,
to jest on calks pierwszg tego uktadu, czyli

H(g,Q) = const. (2.22)

dla kazdego rozwiazania q(t), Q(t) rownan kanonicznych.

7 samej postaci réwnan kanonicznych wynika kolejna wazna wtasnogé.

TWIERDZENIE 4 Jezeli hamiltonian ‘H pewnego uktadu nie
zalezy od jednej ze zmiennych kanonicznych, to sprzezona z nia
zmienna jest staty ruchu:

oH =0 = ;= const.
dq;

i =0 = ¢q; = const

8@1 - q’L - .

Widaé to wprost ze struktury rownan (2.20).

Zmienna, ktora nie wystepuje w funkcji Hamiltona nosi nazwe zmiennej cy-
klicznej.

Podsumujmy: forma Pfaffa (2.15) generuje rownania kanoniczne (2.18),
ktore posiadaja wlasnosci opisane twierdzeniami 3 i 4. Jedli jednak przywo-
tamy twierdzenie 2, to mozemy podsumowanie nieco uogélnié:

44



Kazdy pfaffian postaci

d
P =c (7—[ dt + [525] + dS) : (2.23)
gdzie ¢ jest dowolng staly, a S = S(£,t) dowolng funkcjg roz-
niczkowalng, generuje réwnania Pfaffa w postaci réwnari kano-

nicznych Hamiltona (2.18).

7 tego faktu mozna skorzystaé, zeby pozby¢ sie potowy rézniczek z pfaf-
fianu. W wiekszosci prac przyjmuje sie jako podstawowy pfaffian gene-
rujacy rownania kanoniczne forme, ktora powstaje z (2.23) dla ¢ = —1 1
S =—-q-Q/2, co prowadzi do

®' = —Hdt+Q-dg. (2.24)

Popularnoéé tej formy Pfaffa bierze sie z powiazan z optyka oraz faktem, ze
po wyrazeniu @ przy pomocy g, jest ona réwna funkcji Lagrange’a pomno-
zonej przez dt.

Mozna jednak wyeliminowaé z formy (2.15) roézniczki dg, podstawiajac
w (2.23) c=11 5 =q-Q/2, dzieki czemu otrzymamy

¢ =Hdt+q-dQ. (2.25)

Formy Pfaffa w postaci (2.24) lub (2.25) (zawierajace tylko potowe roz-
niczek) nazywaé¢ bedziemy jednoformami kanonicznymi.

2.4 Kanoniczne nawiasy Poissona

Niech & oznacza 2M-wymiarowy wektor stanu col(q, Q) w przestrzeni fazo-
wej, zas ' 1 G dowolne funkcje skalarne zmiennych £. Zalozmy takze, ze
ewolucja wektora stanu & zadana jest funkcja Hamiltona H.

Stawiamy teraz pytanie, jak wyglada pochodna dowolnej funkcji F'(€,t)
wzgledem zmiennej niezaleznej ¢ 7 Korzystajac z zasady rézniczkowania
funkcji ztozonej uzyskujemy prosty wzor

or
ot

OF

= DeFE+
gdzie V oznacza Vg. Siegajac do réownan Hamiltona zastepujemy 5 przez
prawa strone (2.18) i otrzymujemy

oF

: F
F=(VF)'IVH + oF _ [VF|VH] + o

o (2.26)
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W powyzszym wzorze pojawil sie wazny obiekt matematyczny zwany kano-
nicznym nawiasem Poissona.

Kanonicznym nawiasem Poissona dwoch funkcji F'i G nazywamy opera-
tor rozniczkowy {F, G} zdefiniowany jako

M
OF G OF 8G

— T = = - a.
{F.G} = (VF)"IVG = [VF|VG] =Y (8% 90, ~ 90, 9q,

=1

) . (2.27)

Tam, gdzie bedzie to wazne, dodawaé¢ bedziemy do nawiasu Poissona in-
deks informujacy o zmiennych kanonicznych wzgledem ktérych liczone sg
pochodne czastkowe. Na przyktad, we wzorze (2.27) mamy {F, G}g.

Wprowadzajac nawias Poissona mozemy zapisa¢ réwnania kanoniczne
(2.18) w jeszcze prostszej postaci

£ ={¢H}, (2.28)
a dla dowolnej funkcji F'(€,t), w Swietle rownania (2.26),

dF oF
= = {RH (2.29)

Nawias Poissona posiada zaréwno wtasciwosci typowe dla kazdego linio-
wego operatora rozniczkowego (liniowos¢ i dziatanie na iloczyn) jak i wlasno-
$ci zblizone do iloczynu wektorowego (antysymetria, tozsamosé Jacobiego).

1. Antysymetrycznosc:
{F,G} = —{G, F}. (2.30)

Oczywista konsekwencja antysymetrycznosci jest

(F,F}=0.

2. Linowos¢. Dla dowolnych funkcji F, G, H i statych a,8 zachodzi,
{aF + G, H} = o{F,H} + p{G,H}. (2.31)

W éwietle wlasnosci (2.30) oznacza to w istocie dwuliniowo$¢ nawiasu
Poissona (liniowos¢ ze wzgledu na oba argumenty).

3. Dziatanie na iloczyn funkcji:
{FG,H} = F{G,H} + G{F,H}. (2.32)

Takze 1 ta wlasnosé dotyczy réwniez drugiego argumentu.
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4. Tozsamos¢ Jacobiego:
{{rGLHY+{({G H} F} + {{H, F},G} =0. (2.33)
Dla poréwnania, dowolne trzy wektory a, b, ¢ € R? spelniaja

(axb)xc+(bxec)xa+(cxa)xb=0.

Wtadciwie nalezatoby stwierdzi¢, ze kazdy operator spetniajacy warunki
1-4 nazywamy nawiasem Poissona, natomiast szczegolny przypadek (2.27)
to kanoniczny nawias Poissona.

Warto tez wiedzie¢, ze dla funkcji ztozonej F'(G(€)) mamy
{F(G(€)), H(&} = F'(G) {G. H}, (2.34)

a wiec obowiagzuje standardowa reguta rézniczkowania funkcji ztozone;j.

2.5 Roéwnania kanoniczne dla uktadu mechanicznego

2.5.1 Uklad K cial

Roéwnania kanoniczne Hamiltona pojawiajg sie w réznych dziedzinach mate-
matyki powiazanych z teorig réwnar rézniczkowych zwyczajnych i czastko-
wych. Dla nas najwazniejsze jest to, ze moga one opisywaé ruch uktadu me-
chanicznego z czasem t jako zmienng niezalezng. Pojawia sie jednak istotne
ograniczenie: formalizm kanoniczny mozna stosowac tylko w uktadach, gdzie
wszystkie dziatajace sity sa potencjalne, a wiec tam, gdzie IT zasada dyna-
miki ma postaé
m; 1 =F;=—VpV,
Przez V =V (ry,...,rk,t) oznaczyliSmy potencjal — skalarna funkcje, ktora
generuje wszystkie sity w uktadzie K cial. Uzywajac wektora r € R3E w
przestrzeni konfiguracyjnej
r=col(ry,...,rg)"

)

mowimy, ze V(r,t) jest potencjalem zagadnienia, jezeli wektor sit w prze-
strzeni konfiguracyjnej jest dany gradientem

F =col(Fy,...,Fg)" = —VpV(r,t). (2.35)

Jesli mamy do czynienia z zagadnieniem ruchu pod wplywem sit po-
tencjalnych, to newtonowskie rownania ruchu (1.2) w uktadzie inercjalnym
mozna wyrazi¢ w postaci kanonicznej poprzez prosta identyfikacje:
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e wspolrzedne uogodlnione to wektor potozen w przestrzeni konfiguracyij-
nej q =,

rL=x1, Tre=Wy, T3=21, T4==T2, T5=1yY2, Tg==z2, itd.
e pedy uogolnione to pedy newtonowskie @ = R (iloczyn masy i pred-
kosci)
Ry =mix1, Ro=m191, Rs=mi21, R4=maxe, itd.
czyli
R1 == m17'“1, R2 = mgf”g, itd.

(Nie nalezy myli¢ wektora pedu j-ego ciata (R;) ze skladowa R; pel-
nego wektora pedu R.)

e funkcja Hamiltona réwna jest energii catkowitej uktadu, czyli sumie
energii kinetycznej T i potencjalnej V' (terminu potencjal i energia
potencjalna uzywac¢ bedziemy jako synonimow)

H(r,R,t) = T(R) + V(r,1). (2.36)

Dla uktadu K cial energia kinetyczna jest suma
K o Ko
_ 3T LR,
T_ZT_Z%RJ R;. (2.37)
7j=1 7j=1
Fatwo mozna sprawdzi¢, ze przy tych zalozeniach forma Pfaffa

K
1
@:%dt+2;(rj-de—Rj-drj)7

lub

K
O = —Hdt+ ) R;-dr;,
j=1

generuje rownania kanoniczne (2.19) w pelni rownowazne uktadowi (1.2).
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2.5.2 Zagadnienie dwoéch ciat

Uzywajac kartezjariskich zmiennych kanonicznych ¢ € RS i Q@ € RS (bo
K = 2) w uktadzie inercjalnym

_ (™ [ R
q—(m), Q—<R2>,

oraz funkcji Hamiltona

1Y — R% + R% _ k2m1m2
2m1 2m2 HTQ — 7"1H’

(2.38)

gdzie k oznacza stata Gaussa, otrzymujemy kanoniczne réwnania ruchu

czyli
R R
L —— (2.39)
mi ma
. kalmQ . k2m1m2
R = ———=(ra— Ry=————" (ry— 2.4
Y e =P (ra=m1), R EEEE (ro=ry),  (240)

ktére sg w pelni réwnowazne uktadowi znanemu z Wstepu do mechaniki
nieba.

2.5.3 Ruch pojedynczej czastki w polu sit

W szczegbdlnym przypadku, gdy analizujemy ruch jednego ciata, mozemy
opusci¢ indeks numerujacy ciala i dla zmiennych kanonicznych r, R € R3
mamy forme Pfaffa

¢ =— (M+V(r,t)> dt + R -dr,
2m

z roéwnaniami kanonicznymi
PF=—, R=—VyV(rt).
m
W tej sytuacji czesto korzystamy z Twierdzenia 2, w mysl ktérego mnozac
® przez dowolng statly otrzymamy réwnowazny uktad réwnan. Wybierajac

c=m"!, mozemy zamiast ® uzy¢ ® = ®/m, czyli

® = —H(r,R t)dt+ R -dr,
R = %, (2.41)
H R-R
H(r,R,t) = —=— + V'(r,t),
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gdzie V' = V/m to potencjal na jednostke masy. Z tej formy Pfaffa z wek-
torem stanu & = col(r, R') otrzymujemy réwnania kanoniczne typu (1.4)

=Vt =R, R = -VpH = -VyV'(r,1), (2.42)

z ktorych widaé¢, ze ped uogélniony R’ moze by¢ kartezjariskim wektorem
predkosci, gdy funkcja Hamiltona ma charakter energii na jednostke masy.
Jest to reguta skalowania, z ktérej chetnie korzystamy badajac ruch jednego
ciala, ale gdy cial jest wiecej, traci ona zalety, gdyz tylko jedna z mas moze
zostaé¢ uzyta jako czynnik skali.

7, tego newtonowsko-kartezjaniskiego puktu wyjdcia bedziemy przecho-
dzi¢ do coraz to ogolniejszych zmiennych (g, Q) i niekoniecznie inercjalnych
uktadéw spotrzednych stosujac transformacje kanoniczne, co jest typowym
postepowaniem w ramach tego formalizmu.
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Rozdzial 3

Transformacje kanoniczne

WYKLAD 10

3.1 Podstawy

Jesli w ramach formalizmu newtonowskiego chcemy zastapi¢ zmienne kar-
tezjariskie r jakimis ich funkcjami »'(r,t), to w drugiej zasadzie dynamiki
7 = F zmiane ulegnie wszystko: i posta¢ sil, i lewe strony. Wplyw prze-
ksztalcenia zmiennych na postaé¢ rownan ruchu jest trudny do przewidze-
nia z gory. Czy réwnania beds prostsze, czy bardziej ztozone 7 Tego nie
wiemy, poki ich nie wyprowadzimy. Formalizm kanoniczny oferuje nam tu o
wiele bardziej komfortowa sytuacje. Dopiero w jego ramach przeksztatcenia
zmiennych staja sie sprawnym narzedziem upraszczania réwnan ruchu.

3.1.1 Definicja transformacji kanonicznej

Pojecie transformacji kanonicznej odgrywa fundamentalna role w mechanice
hamiltonowskiej. Wiaze sie ono z nastepujacym problemem:

Mamy dany uktad mechaniczny zdefiniowany przez funkcje Ha-
miltona H, wektor stanu (zmienne) £ i kanoniczne réwnania ru-
chu. Chcemy do opisu ruchu tego uktadu uzy¢ innych zmiennych
1, ktére mozna wyrazi¢ przy pomocy £ jako wartosdci funkcji Y.
Dopuszczajac jawng zaleznosgé przeksztalcenia od czasu, mamy
n= Y(év t)'

Jakie warunki muszg spetni¢ funkcje Y, aby réwnania ruchu w
zmiennych 1 byly nadal kanoniczne 7
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Takie przeksztalcenie zmiennych (wektora stanu), ktore zachowuje kano-
niczna postaé¢ rownari ruchu nazywamy transformacja kanoniczna.

7 punktu widzenia réwnan Pfaffa, mozna powiedzieé, ze transformacja
jest kanoniczna, gdy wyrazajac pfaffian

1
@z?-[dt—i—i[é\dﬁ],
przy pomocy nowych zmiennych n, otrzymamy forme
1
P’ = Kdt + B [n|dn],

jak zwykle — z doktadnosciag do mnoznika i rézniczki zupetnej. Jest to de-
finicja w pelni rownowazna poprzedniej. Niestety, bez wejScia w teorie réz-
niczkowych form zewnetrznych trudno wydoby¢ z niej ogblny warunek kano-
nicznodei transformacji, cho¢ w prostszych wypadkach (np. przeksztalcenia
liniowe) bedzie ona poreczna.

7 tych powodéw, warunek dostateczny kanonicznodci transformacji otrzy-
mamy badajac réwnania ruchu.

3.1.2 Warunek dostateczny kanoniczno$ci transformacji

Niech & = col(q, Q) oznacza wektor stanu, ktory nazwiemy ,starymi zmien-
nymi” kanonicznymi. Ewolucja starych zmiennych opisana jest rownaniami
kanonicznymi (2.18)

dg

z funkcja Hamiltona H(&,1).

Wprowadzamy teraz nowy wektor stanu n = col(p, P) i potrafimy wy-
razi¢ go przy pomocy starych zmiennych, dopuszczajac jawna zaleznosé od
czasu (na przyklad, jesli nowe zmienne odniesione sa do uktadu nieinercjal-
nego)

n=Y(, t)'

W powyzszym wzorze staramy sie odrézni¢ zmienne 1) od funkcji Y, ktore
okreslajg ich zaleznosé od € i jawng od czasu t. Przeksztalcenie powinno by¢
odwracalne, to znaczy musi istnie¢ funkcja odwrotna Y 1, umozliwiajaca
powr6t z nowych zmiennych do starych

é - Y_l(n7 t)'
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Spytajmy teraz o pochodna 1 wzgledem czasu. Jesli wprowadzimy ma-
cierz Jacobiego

U= DY,
to d de
n
T _uUu=4+Dpy.
dt a T

Poniewaz ewolucja € opisana jest rownaniami (2.18), mamy
n=UJ V£H +DY.

W tym réwnaniu nadal wystepuja stare zmienne i to w trzech miejscach: w
operatorze gradientu, wewnatrz hamiltonianu H i w funkcjach Y. Z pierw-
szymi dwoma radzimy sobie prosto:

e zamiana zmiennych w gradiencie sprowadza sie do

Ve = u'vy. (3.1)

e Funkcje Hamiltona H (&, t) mozemy wyrazi¢ przy pomocy nowych zmien-
nych podstawiajac wzory transformacji odwrotnej

H(E ) =H(Y (0. 1).t) = H'(n,1). (3.2)

Daje to nam gwarancje, ze opisujemy w nowych zmiennych ruch tego
samego uktadu.

W ten sposéb sprowadziliémy réwnania dla 17 do postaci
7 =UJU" V' + D,Y.

Przywotujac rownanie (2.9) zauwazamy, ze jesli macierz Jacobiego U jest
macierzg symplektyczng to réwnania ruchu w nowych zmiennych przybieraja
postaé

n=JVyH + D,Y. (3.3)

Gdyby nie jawna zaleznosé transformacji od czasu, to z D;Y = 0 mielibydmy
rownania kanoniczne w nowych zmiennych z funkcja Hamiltona H'(n, t).

Zeby usunaé¢ wyraz D;Y, ktory nadal pozostaje funkcja starych zmien-
nych, wprowadzamy do funkcji Hamiltona tak zwang reszte transformacji
R(m,t). Przyjmujemy, ze nowa funkcja Hamiltona bedzie

K(n,t) = %/(ﬂ’t) +R(n, 1), (3.4)
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i podstawiamy H' = K — R do réwnania (3.3), otrzymujac
n=J3VpK - [JVyR - D;Y].

Wyraz w nawiasie kwadratowym mozna sprowadzi¢ do zera znajdujac
odpowiednia reszte R jako rozwigzanie rownania rézniczkowego czastkowego

VnR = —JY'(n,1). (3.5)

Przez Y'(n,t) oznaczyliémy wektor ktéry powstaje w nastepujacy sposob:
znajdujemy pochodna czastkowa Y = DY (€,t), a nastepnie zmienne & w
Y, wyrazamy przy pomocy nowych zmiennych 7, czyli

Yi(n.t) = DY (& Dlg_y -

Nie bedziemy rozpatrywaé blizej sposobu znajdowania reszty, gdyz dalej po-
znamy szczegblne rodzaje transformacji kanonicznych, dla ktérych istnieja
proste reguty otrzymywania R.

Przedstawione wyzej wyprowadzenie prowadzi do sformutowania naste-
pujacego warunku kanonicznosci transformacji:

Transformacja (&, 1) — (n, K) zachowuje kanoniczna posta¢ row-
nan ruchu gdy:

e macierz Jacobiego U = Dén (poprawniej: DgY(E,t)) jest
symplektyczna,

e hamiltonian KC powstaje przez podstawienie do H zwigzkow
miedzy zmiennymi i — dla trasformacji jawnie zaleznych od
czasu — dodanie reszty transformacji.

Przedstawione kryterium warunek ma charakter warunku dostatecznego,
ale nie koniecznego. Istnieje mozliwo$é otrzymania réwnan kanonicznych w
nowych zmiennych przez dodatkowe zabiegi na funkcji Hamiltona bez spet-
nienia warunku symplektycznosci U. Najprostszym przyktadem jest skalo-
wanie zmiennych z rozdziatu 2.5.3 (dodatkowym zabiegiem byto podzielenie
przez mase), ktore zachowuje posta¢ kanoniczna réwnan ruchu, choé¢ jego
macierz Jacobiego nie jest symplektyczna.

Symplektycznos¢é macierzy Jacobiego gwarantuje, ze transformacje ka-
noniczne tworza grupe, w ktorej dziataniem (nieprzemiennym) jest zlozenie
transformacji. W szczegolnosci, transformacja odwrotna do kanonicznej jest
kanoniczna.
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3.1.3 Nawiasy Poissona a transformacja kanoniczna

Warunek symplektycznodci macierzy Jacobiego U tatwo mozna powiazaé z
nawiasami Poissona. Zalézmy, ze mamy zmienne £ i n = Y (§) powiazane
transformacja kanoniczna. W rozwazaniach tego rozdzialu jawna zaleznosc
od czasu lub jej brak sa catkowicie bez znaczenia, wiec dla zwieztosci pomi-
jamy t.

Rozpatrzmy nawias Poissona dwoch funkcji nowych zmiennych F'(n),
G(m). Zgodnie z definicja (2.27), nawias Poissona tych funkcji to

{F,G}n = [VyF|VyGl.
Wyrazmy teraz F i G przy pomocy starych zmiennych &, otrzymujac
F/(§) = (FoY)(€) = F(Y(¢)),
G'(§) = (GoY)(§) = G(Y (§))

Zgodnie z reguty transformacji gradientu (3.1), pomnozona stronami przez
macierz odwrotng (UT)~!, mamy

{F.G}n = (UT)—lng’ | (UT)_1V$G’ .
Ale jesli U jest macierza symplektyczng, to zaréwno UT, jak i macierz od-
wrotna do niej sa symplektyczne, wiec nie zmieniaja wartosci formy sym-
plektycznej w mysl (2.5), zatem
{F.Gln=[VeF' | VG ={F,G'}¢.

I tak doszliémy do zasady niezmienniczosci nawiaséw Poissona przy trans-
formacji kanonicznej n =Y (€):

{F),Gm)}in ={(FcY)(§),(GoY)(E)}e- (3.6)
Mozna tez zapisa¢ ten warunek w skréconej postaci

pamietajac, ze pochodne czastkowe F' i G musza by¢ liczone albo po podsta-
wieniu réwnan transformacji, albo przy uzyciu wzoru na pochodng funkcji
ztozonej.
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Latwo sprawdzi¢, ze dla kanonicznych zmiennych 1 = col(p, P)
{pi; Pty = 0ij,  {pi-pity =1{P Pi}ty =0, (3.8)
gdzie d;; oznacza delte Kroneckera. Podobnie dla & = col(q, Q)
{9i,Qj}¢ = 0ij,

a pozostate nawiasy sg zerowe. W zwartej postaci formutujemy te wlasnosé
moéwiac, ze macierz nawiaséw Poissona zmiennych kanonicznych jest stan-
dardowa macierza symplektyczna

M = {n.n}n =1, (3.9)

gdzie Mij = {ni,nj}n.

Niezmienniczosc nawiaséw Poissona pozwala wiec zastapi¢ warunek sym-
plektycznosci macierzy Jacobiego transformacji n = Y (€,t), przez nastepu-
jace kryterium:

jesli
Y1), Y(Et)}e =, (3.10)

to transformacja jest kanoniczna.

Przyktad: Transformacja Poincarégo dla oscylatora harmonicz-
nego

Rozpatrzmy Hamiltonian oscylatora harmonicznego
H=1(X"+uw?2?). (3.11)
Rownania ruchu dla zmiennych € = (2, X)T maja znana postac
i={z,H} =X, X={X,H}=—-w

Mozna jednak wprowadzi¢ nowe zmienne kanoniczne n = (¢, L)T, dla kto-
rych nowy hamiltonian X bedzie miat prostsza posta¢. Sa to tzw. zmienne
Poincaré, zwigzane z x, X poprzez

2L
x = ”U sinf, X = +V2Lw cos/. (3.12)

Sprawdzmy kanonicznodé tych zmiennych badajac nawiasy Poissona:

ox 0X ox 0X
e Xdn=%,30 oL a0 = -
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za$ {x,x} = {X, X} = 0 z definicji nawiaséw (antysymetrycznosé !). Skoro
kryterium (3.10) zostalo spetnione, mozemy uzna¢ nowe zmienne za kano-
niczne i znalezé nowy hamiltonian. Transformacja nie zalezy jawnie od czasu,
wiec nie wprowadzamy reszty transformacji i

K =H(x((,L), X (¢, L)) = wL. (3.13)

Zauwazmy, ze nowy hamiltonian nie zalezy od zmiennej ¢; dla podkreslenia
tego faktu piszemy zwykle
K=K(—,L).

Nowe réwnania ruchu

l=w, L=0, (3.14)
sa na tyle proste, ze mozna je rozwigza¢ bez trudu
L=Ly= const, {=w(t—ty)+ L. (3.15)

Pojawity sie dwie state dowolne, Lg i fp, ktore wyznaczamy z warunkdéw
poczatkowych.

Przyktad ten dobrze ilustruje role transformacji kanonicznych w uprasz-
czaniu réwnari ruchu.
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WYKLAD 11

3.2 Transformacje Mathieu

3.2.1 Definicja

Najprostszy rodzaj transformacji kanonicznej to transformacje Mathieu. W
najbardziej ogdlnej postaci,

transformacja Mathieu to takie kanoniczne przeksztalcenie
zmiennych, ktére zachowuje wartoéé i postaé kanonicznej jedno-
formy (2.24) lub (2.25).

Oczywidcie, warunek zachowania wartodci formy wyklucza dodawanie réz-
niczki zupelnej oraz stosowanie mnoznika innego niz 1, mimo ze nie wplywa
to na réwnania kanoniczne ruchu. Ale takie ograniczenie znaczaco upraszcza
praktyczne wykonanie transformacji Mathieu.

Najczestszy wariant transformacji Mathieu polega na zadaniu nowych
wspoétrzednych jako funkcji wspotrzednych starych i czasu, a potem takim do-
borze nowych pedow, zeby zagwarantowa¢ kanonicznosé¢ (wariant ten znany
jest jako rozszerzenie kanoniczne transformacji punktowej). Ze wzgledu
na symetrie wspétrzednych i pedéw uogélnionych, mozna takze prowadzié¢
transformacje Mathieu zadajac nowe pedy jako funkcje starych (i czasu) a
potem dobiera¢ nowe wspdtrzedne.

Przyjmijmy za punkt wyjscia zmienne kanoniczne € = col(q, Q) dla
uktadu z funkcja Hamiltona H. W wariancie podstawowym wykonujemy
najpierw transformacje punktowa (nazwa mylaca — nie ma nic wspodlnego z
pojeciem grupy punktowej transformacji w algebrze), ktora polega na wpro-
wadzeniu nowych wspoélrzednych p, zaleznych jedynie od starych wspotrzed-
nych g i jawnie od czasu

p=p(q,1). (3.16)

Zauwazmy, ze jest to waska klasa przeksztatcen, zabraniajaca zaleznosci p
od starych pedow Q (przedstawiona wyzej transformacja Poincaré nie jest
transformacja punktowa). Rozszerzenie kanoniczne transformacji punktowe;j
(3.16) to znalezienie pedéw P sprzezonych kanonicznie z nowymi wspolrzed-
nymi oraz nowego hamiltonianu /.
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Rozszerzenie kanoniczne wykonujemy w oparciu o warunek zachowania
wartosci i postaci formy rézniczkowej Pfaffa (2.24)

~Hdt + QTdq = —K dt + P dp. (3.17)

Zauwazmy od razu, ze jesli transformacja (3.16) nie zalezy jawnie od czasu,
to nie pojawi sie rézniczka dt wynikajaca z dp i bedziemy mieli H = K a
wiec transformacje bez reszty R.

Wariant alternatywny (rzadszy) to wybor nowych wspotrzednych zacho-
wujacy wartosé jednoformy (2.25), czyli

Hdt +qTdQ = Kdt + pTdP. (3.18)

Zaleta transformacji Mathieu jest prostota ich realizacji oraz automa-
tyczne generowanie reszty transformacji.

3.2.2 Liniowa transformacja kanoniczna

Zatozmy, ze w uktadzie kanonicznym z funkcja Hamiltona H(q, Q, t) wprowa-
dzimy nowe wspoélrzedne uogélnione p poprzez liniows transformacje punk-
towa

p=Agq, (3.19)

gdzie nieosobliwa macierz kwadratowa nie zalezy od g ani Q, a jedynie od
czasu. Wtedy '
dp = Adg + Aq dt.

A zatem, warunek transformacji Mathieu (3.17) przybiera postac
—Hdt+QTdg = —K dt + PTAqdt + PTAdg. (3.20)
Przyréwnujac wyrazy mnozone przez dq stwierdzamy, ze
PTA=Q",
czyli, transponujac obie strony,
ATP=qQ,
co prowadzi do definicji nowych pedéw

P=ATQ. (3.21)
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Przez A~7T rozumiemy odwrotnosé¢ macierzy transponowanej albo transpo-
zycje macierzy odwrotnej, co na jedno wychodzi, gdyz

(A1) =(ah) A

Nowy hamiltonian K otrzymamy przyréwnujac wyrazy (3.20) mnozone

przez dt .
—H=-K+ PTAq,

czyli ‘
K=H+PTAq.

Oczywiscie, i stary hamiltonian H, i reszta transformacji musza by¢ wyra-
zone przy pomocy nowych zmiennych, wiec podstawiajac rozwiazania (3.19)
i (3.21) wzgledem starych wspotrzednych i pedow

g=A"'"p, Q=A"P,
otrzymamy
K(p, P,t) =H(A 'p,AT P, t) + PTAA !p, (3.22)

jako nowa funkcje Hamiltona.
Mozemy wiec sformutowaé nastepujece twierdzenie o liniowej transfor-
macji kanonicznej

TWIERDZENIE 5: Niech &,17 € R?M oznaczaja dwa wektory
stanu & = col(q,Q), n = col(p, P), zas A = A(t) nieosobliwa
macierz kwadratowg stopnia M. Transformacja liniowa

n = S¢,

S = ( ‘8 AQT ) (3.23)

jest transformacja kanoniczng a jej reszta wynosi

Z macierza

R =PTAA !p. (3.24)
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3.2.3 Ruch w ukladzie jednostajnie obracajacych sie osi

Rozpatrzmy czesto spotykana w mechanice sytuacje, gdy chcemy badaé ruch
w jednostajnie obracajacym sie ukltadzie wspétrzednych. Punktem wyjécia
beda potozenia i pedy (na jednostke masy) w kartezjanskim ukladzie iner-
cjalnym Ozoyozo

§ = col(ro, Ry),

gdzie,
ro = (20,90, 20)", Ro = (Xo,Y0,20)".

Funkcja Hamiltona w tym ukltadzie ma postaé
H(ro, Ro,t) = R Ry + V(ro, 1), (3.25)

gdzie V' oznacza dowolny potencjal (na jednostke masy).

Wprowadzmy teraz drugi uktad wspotrzednych Ozyz o tym samym srodku
O, ktory obraca sie jednostajnie wokot osi Oz = Oz, z predkoscig katows
Q). Chcemy, aby nowe zmienne polozenia opisywaly pozycje punktu ma-
terialnego w uktadzie rotujacym, a wiec oznaczajac przez Ms(a) macierz
obrotu pasywnego o kat a wokét osi Oz (pasywnego, gdyz nie obracamy
wektora 7, lecz jego wspolrzedne ulegaja zmianie z powodu obrotu uktadu
wspotrzednych), zadajemy transformacje w postaci

r = Mg(Qt) To, (3.26)
czyli
x cos (Q2t) sin(Qt) 0 xo
y | = | —sin(Qt) cos(Qt) 0 Yo
z 0 0 1 20

Jak wida¢, zwiazek (3.26) definiuje transformacje punktowa, gdyz nie poja-
wiaja sie w nim ,stare pedy” Ry a tylko wspotrzedne rg i czas t. Jest to w
istocie przypadek omawiany w rozdziale 3.2.2 i mozna do niego zastosowac
Twierdzenie 5. Role macierz A pelni tu M3(2t), wiec wedtug wzoru (3.23)

R=M;" R,

ale mamy do czynienia z macierza ortogonalna, odwrotnosé rowna jest trans-
pozycji, co oznacza

R = M;(Qt) Ro. (3.27)

Transformacja pedéw okazuje sie identyczna jak transformacja wspotrzed-
nych.
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Transformacja jest jawnie zalezna od czasu, wiec nowy Hamiltonian dany
jest jako
K(r,R,t) = H(M3(—Qt)r, M3(—Qt) R,t) + R, (3.28)

zas reszta transfromacji, zgodnie z rownaniem (3.24), ma postac
R = RTM;3(Qt)M3(—Qt)r.
Poniewaz dla macierzy obrotu

cost sinQt 0
M;z(Q2t) = | —sinQt cos2t 0
0 0 1

pochodna wynosi

—sin Ot cosit 0

Msz(Qt) =Q | —cosQt —sinQt 0 |, (3.29)
0 00
to
. 010
Ms(Qt)M3(-Qt)=Q | -1 0 0 |,
000
a wiec

R=-Q(zY —yX).

Zauwazmy, ze wyrazenie w nawiasie to nic innego jak sktadowa z wektora
momentu pedu (rzut momentu pedu na o$ obrotu).

Zwiazek (3.27) oznacza, ze dlugosci starego i nowego wektora pedu sa
jednakowe, a wiec uwzgledniajac R Ry = R'R, siegamy do (3.25) aby
otrzymaé konicows postaé¢ funkcji Hamiltona w obracajgcym sie uktadzie
wspoétrzednych

K=iR"R-Q(2Y —yX)+V'(r,t), (3.30)

gdzie V/(r,t) = V(Ms(—Qt)r,t).
Podsumujmy krétko wyniki tego waznego przyktadu:

e Transformacja (3.26) jest jawnie zalezna od czasu a wiec K # H.
Reszta transformacji ma posta¢ R = —Q (zY — yX).

62



e Pedy R w rotujacym uktadzie wspétrzednych nie sa tozsame z pred-
kosciami w tym uktadzie (oprocz Z = 2), gdyz

. oK
. oK
. oK
F Tz

Czastka obracajaca sie wraz z uktadem ma w nim zerowsg predkosé, ale
nie zerowy ped.

e Reszta transformacji powoduje pojawienie sie ,sit pozornych” oprécz
tych, wynikajacych z gradientu potencjatu:

. 15),¢ ov’
x = -2 _qy-
Ox oz’
. oK oV’
Yy = ———=-QX — .32
. oK oV’
SR S

e Nowe pedy sa w istocie pedami z uktadu inercjalnego, ktérych wektor
jest jedynie obracany o kat ¢ (czyli rzutowany na chwilowe osie).
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WYKLAD 12

3.2.4 Zagadnienie wzgledne dwobch ciat

Wychodzac od pelnego zagadnienia dwdéch cial z rozdziatu 2.5.2; przejdziemy
do kanonicznego sformutowania zagadnienia wzglednego, czyli ruchu masy
meo wzgledem masy mi. Zobaczymy, ze i tu mozna zastosowaé transformacje
Mathieu oraz Twierdzenie 5.

Niech pierwotne zmienne kanoniczne £ dane sg przez

r1

_ q _ T2
£ - < Q ) - 1%1 )
Ry

gdzie R; = m;7;, za$ funkcja Hamiltona H ma postac (2.38). Poszukujemy
teraz takich zmiennych kanonicznych n, w ktérych zamiast re pojawi sie
polozenie wzgledne r = r9 — r1. Drugim wektorem potozenia niech bedzie
wektor srodka masy 7o = (m1r1 +maors)/(my +ms2). A zatem, nowe wspol-
rzedne uogdlnione zadane sg poprzez niezalezng od czasu, liniowa transfor-
macje punktowa. Niech

m=—21_  j_p=_"2 (3.33)
mi1 + ma mi 4+ ma
Mamy wtedy
B T . —r1+ 72 B
p_<r0>_<mr1+(1—m)r2>_Aq’ (334)
gdzie

AZ(%E (1—Em)E)’

za$ E jest macierza jednostkows trzeciego stopnia.

Nowe pedy P = col(R, Ry) znajdziemy zgodnie z Twierdzeniem 5 jako
P=ATQ.

Odwrdcenie A najtatwiej zrealizowaé¢ posrednio, rozwigzujac prosty uktad
réwnan (3.34), co prowadzi do

rr = (m—1)7r+mr,

o = mr-+ry, (3.35)
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a wiec

A-T ( (m;}l)E mEE)

i nowe pedy to
R = (m—1)R; +mRy,
Ry = R;+ Ro.
Interpretacja nowych pedéw jest prosta: Ry to mechaniczny ped catko-
wity uktadu dwoéch cial, bedacy zarazem pedem ich érodka masy. Natomiast

(3.36)

mims . .
R = 7m1+m2 (ro —71),
jest — z doktadnoscia do mnoznika zaleznego od mas — predkodciag ciata mo
wzgledem m;.

Wobec braku reszty R, nowa funkcja Hamiltona K powstaje przez zwykte
podstawienie do H. Bedziemy do tego potrzebowaé zaleznogci starych pedéw
od nowych. W tym celu albo rozwigzujemy uktad (3.36), albo korzystamy z
Q = AT P, co prowadzi do

R1 = —R+ mRo,
Podstawiajac do starej funkcji Hamiltona (2.38)
1 — R% + R% _ kalmQ
2m1 2m2 H’I“Q —T1H7
rownania (3.34) i (3.37) otrzymamy nowy hamiltonian
1 Ry \* 1 Ry \* &

IC:(R+ m1°>+ <R+ m2°> LA

2m, my + mo 2mea mi + ma [|7]]

_ R Mt My gy Krmams (3.38)
2 (my1 + mg) 2mima r

Zauwazmy, ze nastapita separacja zagadnienia: hamiltonian K jest suma
dwoch wyrazow

’C(To,’r’, Ry, R) = /Co(’l‘o, R()) + ICl(T', R),

z ktorych kazdy jest petnoprawna funkcja Hamiltona dla swojego podzbioru
zmiennych, gdyz rownania ruchu $rodka masy

’I"‘o - VROIC == VROIC(), R(] = —VrOK: = —V'rO’CQ,
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oraz réwnania ruchu wzglednego

r=VRpK=VgrKi, R=-VyK=-VyKky,

maja postaé¢ kanoniczna.

To oznacza, przy okazji, ze oba wyrazy sa catkami ruchu na mocy Twier-
dzenia 3: Ko(Rp) = const, oraz K;(r, R) = const.

Widzimy, ze ruch wzgledny, opisany wektorami wspotrzednych = i pedu
R, mozna rozpatrywaé¢ niezaleznie od rg i Ry. Powstaje uktad kanoniczny
o 3 stopniach swobody z funkcja Hamiltona

m1+me o kalmQ

Ki(r,R) = R” — , 3.39
1(r ) 2mims T ( )
1 z rébwnaniami ruchu
) k2
Pt Mg o MTUMZ,
mime T

ktéry mozna sprowadzi¢ do znanej postaci

. k2(my + ma) v
Natomiast hamiltonian Ko(—, Ryp), jako niezalezny od polozenia érodka
masy, generuje sze$¢ calek barycentrum. Trzy z nich, to Ry = const (z
Twierdzenia 4), a nastepne 3 powstaja z catkowania roéwnan
Ry

y = v ,C = = t.
To Ro 0 M1+ ™o cons

Idac dalej, mozemy dla zagadnienia wzglednego (ruch jednej czastki o
masie mg) przeprowadzi¢ skalowanie opisane w rozdziale 2.5.3. Tym razem,
zamiast przez mase, podzielimy ped i hamiltonian przez

mimsa

)
my + ma
co doprowadzi do r6wnowaznych, kanonicznych réwnari ruchu. Nowy ped

R .
R,:EZTQ_TD
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jest po prostu predkoscia wzgledna. Skalujac Hamiltonian, otrzymamy

/. / k2
= O RCR Rt m) (3.41)
« 2 T
z roéwnaniami kanonicznymi
. k2
i =VpKi =R, R=-VpK= —Wr, (3.42)

ktore jeszcze tatwiej przeksztalcié do postaci (3.40).

W ten sposéb przeprowadzilisSmy redukcje zagadnienia dwéch ciat o 6
stopniach swobody do zagadnienia wzglednego o 3 stopniach swobody, ge-
nerujac przy okazji 6 catek barycentrum wynikajacych z osobnego podu-
ktadu. W dalszej czesci wyktadu przeprowadzimy kolejne redukcje zagadnie-
nia wzglednego metoda transformacji kanonicznych, generujac kolejne catki
ruchu tego zagadnienia. Ostatnim etapem bedzie dojécie do funkcji Hamil-
tona zaleznej tylko od jednej zmiennej.

3.2.5 Zmienne Hilla-Whittakera

Wprowadzimy teraz zmienne kanoniczne, ktoére znaczaco upraszczaja funkcje
Hamiltona zagadnienia dwdéch ciat. Sa to tak zwane zmienne ,biegunowo-
weztowe” lub zmienne Hilla-Whittakera. Przy okazji pokazemy, ze idee trans-
formacji Mathieu (zachowanie wartosci formy Pfaffa) mozna stosowa¢ nawet
w bardziej ztozonej sytuacji niz transformacja punktowa.

Punktem wyjscia bedzie wgledne zagadnienie dwoch cial (3.41), gdzie
1 = k?(mq + mg), z dodatkowym potencjatem V;

_R’~R' I

H(T7 R/, t) = B — W + ‘/1(7’, t), (343)

opisane przy pomocy kartezjanskiego wektora potozenia r = (z,vy,2)T, oraz
sprzezonego z nim pedu (na jednostke masy) R’ = (X,Y, Z)T. Tym zmien-

nym odpowiada kanoniczna jednoforma Pfaffa
b =-—-Hdt+ R -dr.

Rozbijmy wektor polozenia r na dlugosé i wersor r = r#. Bedziemy
wtedy mieli
dr =rdr + (dr) 7.

Roézniczke wersora dr mozemy powiazaé z rozniczkami katow Fulera, ktore
zadaja orientacje bazy radialnej. Jest to zabieg znany juz z Rozdziatu 1.5.7.
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Zastosujemy Twierdzenie 1 dla katéw Eulera 3-1-3: v — dlugo$é¢ wezta wste-
pujacego (odstepujemy od zwyczajowego symbolu 2), I — nachylenie or-
bity, oraz ¥ — argument szerokosci (suma argumentu perycentrum i anomalii
prawdziwej). Zamiast predkosci bedziemy uzywac rézniczek (mnozymy obie
strony przez dt), co prowadzi do

dr =7 (fzdy +1ndl + G’dq?) X 7+ (dr) 7. (3.44)

Wersory 2z, m, i G skierowane sg odpowiednio wzdluz osi Oz przyjetego
uktadu, do wezta wstepujacego orbity (1.49) i wzdluz wektora momentu

pedu
G=rxR. (3.45)

W przytoczonej wyzej formie Pfaffa mozemy wiec wykonaé podstawienie
R.dr = R (2dv+mdl+Gdy) xr+ R -idr =
= R .-rdr+R - (2xr)dv
YR -(mxr) dl +R - (er) 49 =
= R -#dr+2-Gdv+ G- Gdv, (3.46)

gdzie po skorzystaniu z cyklicznej zamiany czynnikéw w iloczynie miesza-
nym podstawiliémy (3.45). Rozniczka dI znikla, gdyz moment pedu jest
prostopadty do linii weztow; w tej sytuacji zostaly nam w formie Pfaffa trzy
rozniczki, zwigzane ze zmiennymi r, v 119, Transformacja (z,y, z) — (r,9,v),
nie jest transformacja punktowa, ale dopdoki w formie Pfaffa nie pojawity sie
rozniczki pedow, warunek (3.17) pozostaje w mocy.

Poniewaz transformacja nie jest jawnie zalezna od czasu, mozemy przy-
jac¢, ze trzy nowe wspoélrzedne uogoélnione

p= (Tu 197 V)Tu

i sprzezone z nimi pedy
P=(R,0,N)T,

oraz hamiltonian K sg zdefiniowane warunkiem (3.17)

—Hdt + Xdz + Ydy + Zdz = —Kdt + Rdr + ©dY + Ndv,

co, po uwzglednieniu (3.46), prowadzi do K = H, oraz

T, R = R -?=7,
v = f+w, © = G-G=G=./up, (3.47)
v = €, N = z-G=Gcosl.
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Uzylismy do zdefiniowania wspotrzednych (r, 9, v) i sprzezonych z nimi pe-
dow (R, ©, N) symboli znanych z zagadnienia dwoch cial: anomalii prawdzi-
wej f, argumentu perycentrum w, parametru (semilatus) orbity p, dtugosci
wezta wstepujacego €2 i nachylenia I. Zauwazmy, ze ped © to nic innego jak
dtugod¢ wektora momentu pedu (stata pol), zag§ N to rzut wektora momentu
pedu na o$ biegunowa Oz kartezjariskiego uktadu wspotrzednych.

Wyrazajac funkcje Hamiltona przy uzyciu nowych zmiennych, mozemy
zauwazy¢, ze predkosé catkowita jest zawsze suma predkosci radialnej i trans-
wersalnej, wiec

R R =X*4+Y?+7%=R*+ (0/r)
Jesli we wspoélrzednych kartezjariskich potencjal jest suma keplerowskiego

-k
N

idowolnego Vi(z,y, z,t), to funkcja Hamiltona w zmiennych Hilla-Whittakera
ma postaé

Vb:_

2 2
]C — i + @7 H
2 2r2
gdzie zaleznosé Vi od pedéw wynikta stad, ze wspélrzedne kartezjanskie
mozna wyrazi¢ przez r, 9, v tylko w powiazaniu z nachyleniem I = arccos N/©O.
Jak wida¢, wykroczyliémy tutaj poza pierwotne ograniczenie (3.16).
Na zakoniczenie wypiszmy réwnania kanoniczne Hamiltona

- +V1(T7197V7_7®7N7t)7 (348)

r

L 0K _ 5 _ _9K _©2 _p_ v

r=9r= I R=-%'=% w9

g _ 9K _© , i Ny — 9K _ _ovi

V=% =w " %6 O=-%="%9 (3.49)
y — 9K _ oVi — _9K _ _n

V=09N = oN> N=-% =%

Zuwazmy, ze gdy Vi = 0, czyli w zagadnieniu dwoch cial, uklad (3.49)
rozpada sie na dwie czedci: rownania dla R, r rozwiazujemy niezaleznie od
pozostatych, gdyz ©, podobnie jak N i v jest catka ruchu. Z pozostatych
czterech réwnan tylko réwnanie dla ¢ jest nietrywialne, ale po znalezieniu
zaleznosci r(t) daje sie catkowaé przez kwadratury. Warto sie tez zastano-
wié jakie kryteria musi spelniaé zaburzenie V;, aby zagadnienie pozostawato
catkowalne...

Zmienne Hilla-Whittakera stanowia z jednej strony wazny krok do roz-
wigzania zagadnienia dwoch ciat w ramach formalizmu kanonicznego, a z
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drugiej strony sa bardzo wygodne w wielu zagadnieniach ruchu zaburzo-
nego. Jedyng ich staboscia jest mozliwo$¢ wystapienia osobliwosci dla ma-
tych nachylen, ale ten problem mozna obej$é¢ droga dosé prostej modyfikacji
polegajacej na wprowadzeniu kata 9 + v.
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WYKLAD 13

3.3 Transformacje zadane funkcja tworzaca

3.3.1 Funkcja tworzaca zmiennych mieszanych

Wspomnielisémy juz, ze transformacja punktowa zaktada do$¢ mocne ograni-
czenia i tylko pewne przypadki transformacji kanonicznych mozna realizowag
przy jej pomocy. 7Z drugiej strony, kryteria kanonicznosci z wczesniejszych
rozdziatéw nie sa konstruktywne i pozwalaja jedynie sprawdzié, czy zadana
transformacja jest kanoniczna czy nie. Obecnie zajmiemy sie podejdciem za-
rowno konstruktywnym jak i dostatecznie ogdlnym: oméwimy transformacje
kanoniczne zadane funkcja tworzaca zmiennych mieszanych. Nazwa ,funkcja
tworzaca zmiennych mieszanych” wynika z faktu, ze zawsze mamy w niej
potowe starych i potowe nowych zmiennych.

TWIERDZENIE 6 Niech £ = col(q, Q) in = col(p, P). Trans-
formacja & <> 1 jest kanoniczna, jedli istnieje przynajmniej jeden
z czterech rodzajow funkcji tworzgcej zmiennych mieszanych Fy,
spetniajacy odpowiednio warunki:

Rlapn: Q= G n=-5 @50
B@PO: Q= G0 om= g (651
F3(Q,p,t): Qi:_ggia 1%:—8855’, (3.52)
FQPO:  a=-5oh = G (59

gdzie indeks 7 przebiega stopnie swobody od 1 do M. Dla kaz-
dego typu funkcji tworzacej Fj, nowy Hamiltonian KC jest dany

réwnaniem

K(p,P,t) =H(&(n,t),t) + R, gdzie R= a;? (3.54)

Dowéd tego twierdzenia jest prosty, jesli odwotamy sie do Twierdzenia 2.
Wezmy kanoniczng jednoforme (2.24)

®=-Hdt+ Q -dg.
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Jedli dodamy do niej rézniczke zupetng dowolnej funkcji dS i pomnozymy
przez dowolng stalg, to bedzie ona generowaé réwnania ruchu tego samego
uktadu. Niech S = —F; dodajemy do ® rézniczke d(—Fs(q, P,t)), co pro-
wadzi do nowej jednoformy

o = cl@+d(-F) =
= ¢[-Hdt+Q -dq—VgF,-dg— VpF,-dP — DiF,dt] =
= c[-(H+DiFy)dt + (Q — VgFs) -dg - VpFy - dP].

Widzimy, ze jesli zgodnie z réwnaniami (3.51) i (3.54) przyjmiemy
Ve, =Q, VpF,=p, R=DFh i c=-1,
to powstanie jednoforma kanoniczna typu (2.25)
o =Kdt+p-dP,

ktora generuje rownania Hamiltona w zmiennych p, P 7z funkcja K = H+R.
Dowoéd dla pozostatych typoéw F); przebiega podobnie:

e Dla F; dodajemy do (2.24) rozniczke funkcji S = —F} i z mnoznikiem
¢ =1 otrzymamy ® = —Kdt + P - dp.

e Dla F3 dodajemy do (2.25) rézniczke funkcji S = F3 i dla ¢ = —1
dochodzimy do tego samego @, jak w przypadku F.

e Dla Fj dodajemy do (2.25) rozniczke dFy i przyjmujac ¢ = 1 mamy
' =Kdt + p-dP, jak dla Fy.

3.3.2 Transformacja tozsamos$ciowa

Rozpatrzmy przyklad trywialny, ale wazny i uzyteczny — transformacje toz-
samosciowa, ktéra nie zmienia zmiennych, to znaczy

n=¢ cyli p=q, P=Q.

Transformacja tozsamosciowa ma funkcje tworzace typu Fo i F3. Sa to

Fy(q,P)=q"P=qP+...+quPu, (3.55)
gdyz istotnie
OF, 0F,
i = =P P = = ¢,
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oraz

F3(Q.p)=-Q'p=-Qip1 — ... — Qupum, (3.56)

gdyz wtedy
F: F:
OBy R=-2B g,
0Q; Op;

Zauwazmy, ze nie mozna podaé¢ funkcji typu Fy lub Fy dla transformacji

q; =

tozsamosciowej.

3.3.3 Zmienne kat-dzialanie

Rozpatrzmy zagadnienie o M stopniach swobody, z funkcjg Hamiltona H(q, Q),
ktore potrafimy rozwiaza¢ w sposob Scisty i rozwiazanie ma charakter ogra-
niczonych oscylacji. W zagadnieniu takim mozna wprowadzié¢ szczegdlny
rodzaj zmiennych kanonicznych nazywanych zmiennymi kat-dziatanie 1,
W¥. Maja one nastepujace wlasnosci:

1. Nowa funkcja Hamiltona K(—, W) zalezy tylko od pedow W, czyli
zmiennych typu dziatanie.

2. Zmienne cykliczne typu kat @ maja te wlasnosé, ze kiedy do kazdej
z nich dodamy 27, to otrzymamy te sama konfiguracje w przestrzeni
fazowej. Inaczej mowiac, jesli & = col(g, Q), to

f(wl,...,w]w,\lil,...,\lfM) 25(1/)1—{—271’,...,1[}]\/[+27T,\I/1,...,\I/M).
(3.57)

Roéwnania kanoniczne dla zmiennych kat-dziatanie maja prosta postaé

b= LY @y e, =P 0 sy
z trywialnym rozwiazaniem
Vi = w; (t — to) + ¢i(to), U; = const. (3.59)

A zatem zmienne typu dziatanie sa stale, natomiast zmienne typu kat sa
liniowymi funkcjami czasu ze stalymi czestotliwosciami zaleznymi od dzia-
tan W. Jak wida¢, znalezienie zmiennych typu kat dzialanie dla danego
zagadnienia jest réwnoznaczne z jego rozwigzaniem. Transformacji kano-
nicznej, ktéra prowadzi do zmiennych kat-dziatanie poszukujemy zazwyczaj
przy uzyciu funkcji tworzace;j.
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Oscylator harmoniczny: zmienne kat-dziatanie

W rozdziale 3.1.3 podalismy transformacje Poincarégo, w wyniku ktérej ha-
miltonian oscylatora harmonicznego (3.11)

’;’-L:%(X2—{—ou2352)7

przyjmuje postac (3.13)
K=wlL.

Innymi stowy, transformacja & = (z, X)T <+ n = (¢,L)T, zdefiniowana po-
przez (3.12), wprowadza zmienne kat-dziatanie dla tego zagadnienia. Spro-
bujmy teraz wyprowadzi¢ wzory (3.12) zamiast przyjmowaé je jako dane z
goéry. Bedzie to wiec rozwigzanie problemu catkowania réwnan ruchu oscy-
latora harmonicznego droga redukcji hamiltonianiu z pierwotnej postaci H
do zatozonej K.

Poszukiwana transformacja musi by¢ kanoniczna, gdyz tylko wtedy ma
sens operowanie pojeciem nowego hamiltonianu. Transformacja bedzie ka-
noniczna, jesli od samego poczatku przyjmiemy, ze posiada funkcje tworzaca,
— na przyktad typu F>. Mamy wtedy

OFy(x,L) ,_ 0Fy(x,L)

X=—%s =7

(3.60)

cho¢ jeszcze nie wiemy jaka jest postaé¢ Fh. Co ciekawe, wiedza na temat
jawnej postaci Fb nie bedzie nam wcale potrzebna...
Poniewaz F» nie zalezy jawnie od czasu, to H = K i podstawiajac (3.60)

mozemy napisac
1 (0F, 2022
—(Z=2 = wl
2 ( Oz > Ty Teh

a wiec, zaniedbujac kwestie znaku,

oF:
X=22=V2wL —w?a?, (3.61)

ox

Jak wida¢, rownanie (3.61) dopuszcza znalezienie Fb droga catkowania, a
poniewaz po jego lewej stronie stal znak pochodnej czastkowej 0z, to caltko-
wanie prowadzimy traktujac x jako jedyna zmienna

F = / V2wL —w?2?dx. (3.62)

Pozostaje problem statej addytywnej calkowania, czy tez — co na jedno wy-
chodzi — granic catkowania. Jako wygodna konwencje przyjmijmy, ze dolna
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granica catkowania jest x = 0. Moéwiac mniej $cigle, catkujemy od maksimum
X. Gorng granicy jest ,biezaca wartos¢” x.

Rownanie (3.62) definiuje nam posrednio funkcje Fr. Aby znalezé nows
zmmienng ¢, siegamy do drugiego rownan (3.60)

8F2* Vo2wLD —w?2x2de = w—dx
oL V2wL — w? z?

Rozniczkowanie pod znakiem catki byto mozliwe tylko dla tego, ze L nie jest
traktowane jako zmienna (por. 3.61 !), lecz jako parametr. W ten sposob
dochodzimy do definicji kata ¢

l= / \/2]_47 = arcsin < 2$L/w> .

W s$wietle poprzedniego rownania i wzoru (3.61) dochodzimy do zgodnego z
réwnaniami (3.12) wniosku

x = /2L/wsin/,

(3.63)
X = V2wL—w?222=+vV2wL cost.

Kanonicznodci tej transformacji nie musimy juz sprawdzaé, gdyz wynika ona
z faktu istnienia funkcji Fa(z, L); doktadna postac¢ tej funkcji okazata sie
nam niepotrzebna.
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WYKLAD 14

3.3.4 Zmienne Delaunaya

Wprowadzimy teraz zmienne kat-dziatanie dla wzglednego zagadnienia dwéch
ciat. Jak dotad, doprowadziliémy hamiltonian tego zagadnienia do stosun-
kowo prostej postaci (3.48)

1 2

r2 r

Byto to mozliwe dzieki uzyciu zmiennych Hilla-Whittakera (3.47). Naszym
zadaniem bedzie teraz znalezienie zmiennych typu kat-dziatanie, dla ktérych
funkcja Hamiltona zagadnienia dwoch ciat zaleze¢ bedzie tylko od jednego
pedu. Chcemy wiec znalez¢ transformacje kanoniczng

5 = (T7 197 1/7 R7 67 N)T <_> TI = (/67 g7 h? L? G’ H)T7

gdzie zmienne 1) noszg nazwe zmiennych Delaunaya. Aby transformacja byta
kanoniczna, zatozymy dla niej funkcje tworzaca typu F

F2 = FQ(T,I?, v, L, G, H)

Poniewaz % = 0, to transformacja nie bedzie posiadata reszty i nowy ha-

miltonian K bedzie dany jako
K(L) =H(r,R,0).

Zacznijmy od pary zmiennych, ktére nie wymagaja zadnej modyfikacji.
Sa to dlugosé wezta wstepujacego v i sprzezona z nim kanonicznie sktadowa
z momentu pedu N. Zadna z nich nie wystepuje w H, a wiec nie pojawi sie
i w IC; wystarczy przypisa¢ do nich pierwsza pare zmiennych Delaunaya

h=v, H=N.

Taka transformacja tozsamosdciowa jest juz nam znana z Rozdzialu 3.3.2.
Mozemy wiec rozbi¢ funkcje tworzaca F» na dwie czesci

Fy(r,9,v,L,G,H) =v H + F;(r,9,L,G). (3.64)
Pierwszy wyraz prawej strony definiuje transformacje tozsamosciowa h = v,

H = N, oczywiscie pod warunkiem, ze Fy nie zalezy od v i H.
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Kolejna zmienna, ktéra moze pozosta¢ bez zmian, jest ped uogblniony
O, czyli catkowity moment pedu. Tym razem jednak, o ile mozna przyjacé
G = O, to nie mozna utozsamic g i ¥. Wiemy bowiem, ze

g_oH_8

00 Y

natomiast poszukiwany przez nas nowy hamiltonian X ma zaleze¢ tylko od
L, co bedzie oznaczaé

- Ok _
970G~
Aby wiec G = O, lecz g # 9, przedstawmy Fy w postaci

0.

Fy(r,9,v,L,G,H) =vH+9G+U(r, L,G), (3.65)

gdzie nieznana jeszcze funkcja ¥ modyfikowaé¢ bedzie zwiazek miedzy argu-
mentem szerokosci ¥ i katem g.

Na tym koniczymy czeé¢ elementarna, dotyczacag mozliwych transforma-
¢ji tozsamosciowych. Przechodzimy teraz do analizy uktadu definiowanego
funkcja tworzaca (3.65). W mysl réwnania (3.51) mamy

¢ = 9B _ 0¥

oL oL>
=g
9 = % =0+ (3.66)
e = & — g, '
h:%%zl/,
N = % = .

Ostatnie trzy z powyzszych rownan zawieraja gotowe wyniki, natomiast
pierwsze trzy postuza do zdefiniowania brakujacych zmiennych. Zauwazmy
na poczatek, ze funkcja Hamiltona w tym zagadnieniu spetnia catke energii
(sity zywej)

H=K(L)=FE,

przy czym stala energii £ = F(L) moze zaleze¢ jedynie od pedu L. Przy-
rownujac H i E, oraz podstawiajac © = G, otrzymamy wyjsciowe réwnanie
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Rozwiazujac to rownanie wzgledem R, otrzymamy

2n G2
R:\/2E+r“—r2:cg(r,G,L), (3.67)

gdzie wprowadziliémy pomocniczy symbol Q). W mysl pierwszego z réwnan
(3.66), oraz réwnania (3.67)

ov

— =Q(r,G,L).

S =QuG.L)
A zatem, niewiadoma funkcja ¥ moze zosta¢ przedstawiona jako kwadra-
tura wzgledem r, przy czym wszystkie pozostate zmienne traktujemy jak

parametry
2p
er— 2E+———d (3.68)

Pozostaje problem dolnej granicy catkowania. Nauczeni do$wiadczeniem z
anomaliami opisujacymi ruch keplerowski, przyjmijmy, ze calkowanie od-
bywa sie od perycentrum, czyli punktu gdzie R = 0 a r przyjmuje wartosé
minimalna.

Rownanie (3.68) stanowi klucz do definicji brakujacych zmiennych De-
launaya. Zacznijmy od g. W myél trzeciego z wzoréw (3.66)

0w aQ
g=0+ 57 = 19+/Qd =9+ [ Z5d

0Q 1 [ 26\ G
5620 (7)o

g=b- G/QT2 (3.69)

Wykorzystajmy znany z réwnan w zmiennych Hilla-Whittakera fakt, ze R =
7, a bedziemy mogli napisac
Gdr Gdr Gdr G

_or _ Ty
Qr? Rr? % r2  r2

Poniewaz

to

Wystarczy teraz przypomnie¢ sobie catke pol (I prawo Keplera) lub zdefi-
niowa¢ anomalie prawdziwa f poprzez zwigzek % = G/r? a okaze sie, ze

g:ﬂ/df:ﬁ‘f:w. (3.70)
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Fakt, ze catkujemy od perycentrum byt tu istotny, gdyz inaczej mieliby$my
g = w + const.

Zmamy juz cztery zmienne Delaunaya; aby znalezé kolejna, przejdzmy do
pierwszego z rownan (3.66)

L0V 0 o (0@, [10F
€—6L—8L/er— aLdr— Q@Ldr'

I tym razem wykorzystamy zwiazki Q = Ri R = % przy czym, jak zawsze,
wolno nam to zrobié¢ dopiero po wykonaniu rézniczkowania. W efekcie

—dr= [ Z=dt=—— (t—t,),

g_/l(‘)E OE . OF
~JRoL" " JoL" " oL

gdzie t, oznacza epoke przejscia perycentrum. Jedli teraz zechcemy, aby

oF 1

oL ="\

to mozemy prosto zinterpretowaé kat ¢ jako anomalie srednig
L= M.

Pozostaje juz tylko kwestia pedu L. Jego definicja jest konsekwencja
dopiero co dokonanego wyboru, gdyz jesli

OFE dE
oL — dL ~ "
to
3 3
ar = %E _ ‘Ld(_ﬂ) _ P gy = VR A
n i 2a w2a? 2 a
1 ostatecznie
L2
L=\/pa, a=—.
L

Mozemy juz podsumowaé¢ wyniki i poda¢ definicje zmiennych Delaunaya
oraz ich zwiazek z elementami keplerowskimi orbity.

= ]\4’7 L - \//m,
w, G = /pp = LvV1—eé2 (3.71)
Q, H = G, = Gcosl.

S ~
Il
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Jesli zas chodzi o funkcje Hamiltona, to w $wietle calki energii £ = —pu/(2a)

a zatem )

7

Jest to najprostsza i ostateczna postaé¢ funkcji Hamiltona dla wzglednego
zagadnienia dwoch cial. Zmienne Delaunaya sa zmiennymi kat-dziatanie dla
tego zagadnienia, a zatem ich znalezienie jest réwnoznaczne z rozwiazaniem
problemu ruchu dwoéch ciat. Wypisujac rownania kanoniczne

) oK _ pr o _ 0K __
t=r=pm=mn L=-%%=0,
: oK * oK

/ oK ’ oK
h=3gg =0, =—ar =0,

stwierdzamy, ze istotnie wszystkie zmienne typu ,dziatanie” (L,G,H) sa
state, zag kat ¢ jest liniowg funkcja czasu. Fakt, iz dodatkowo ¢ = h =0 dla
wszelkich wartosci pedoéw, oznacza, ze w zagadnienu dwoch cial wystepuje
tzw. degeneracja wlasciwa (inaczej: degeneracja istotna). Mozna powie-

dzie¢, ze zagadnienie dwoch cial posiada efektywnie jeden stopien swobody.
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WYKEAD 15

3.4 Roéwnania planetarne Lagrange’a

Przez rownania planetarne Lagrange’a rozumiemy wariant rownan Gaussa
dla uzmiennionych elementéw keplerowskich, ktéry mozna stosowaé dla sit
zaburzajacych posiadajacych potencjal. Poniewaz wspomnielismy juz, ze
dla kazdej praktycznie sity potencjalnej mozna sformutowaé réwnania ruchu
w postaci kanonicznej, postuzymy sie do ich wyprowadzenia formalizmem
hamiltonowskim, choé¢ oczywiscie same réwnania planetarne Lagrange’a nie
beda kanoniczne. Nazwa ,réwnania planetarne” ma charakter tradycyjny
1 nie oznacza, bynajmniej, ze mozna ich uzywaé tylko do opisu ruchu pla-
net; zostata ona wprowadzona dla odréznienia tych réwnan innych réwnan
Lagrange’a — na przyktad réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju. Do korica
tego rozdziatu, moéwiac o réwnaniach Lagrange’a bedziemy mieli na my$li
,rOwnania planetarne”.

Formalizm kanoniczny pozwala na wyjatkowo zwiezte i oszczedne wy-
prowadzenie réwnan Lagrange’a pod warunkiem, ze znamy takie pojecia jak
zmienne Delaunaya i nawiasy Poissona. Zastosowanie nawiaséow Poissona jest
o wiele prostsze niz uzywanie spotykanych w starszych podrecznikach nawia-
sow Lagrange’a. Aby znalezé¢ rownania ruchu dla uzmiennionych elementow
keplerowskich, dalej zwanych zmiennymi keplerowskimi, przyjmiemy funkcje
Hamiltona (3.72) z dodatkowym potencjatem zaburzajacym V(r,t). Ponie-
waz potozenie T jest funkcja wszystkich sze$ciu zmiennych keplerowskich,
mamy

H:_%+V(a76717M7w797t)' (374)

Dla kazdej ze zmiennych keplerowskich o € {a,e, I, M,w,Q}, mozemy po-
stuzy¢ sie wzorem (2.29)
a={a,H}, (3.75)

gdzie nawias Poissona (2.27) bedziemy liczy¢ wzgledem najbardziej wygod-
nego w tym kontekscie zestawu zmiennych kanonicznych — zmiennych De-
launaya (3.71), to znaczy

(o) D0OR_D0OH D OH Do OH 00 0M 000N oo
’ 00 OL OL ot 090G OG dg OhOH OH Oh'

Jak widaé¢, musimy tylko znalezé wzory dla pochodnych czastkowych zmien-
nych keplerowskich wzgledem zmiennych Dealaunaya a reszta procedury be-
dzie juz elementarna.
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3.4.1 Pochodne czagstkowe zmiennych keplerowskich wzgle-
dem zmiennych Delaunaya

Poniewaz zmienne Delaunaya zdefiniowaliémy jako proste funkcje zmiennych
keplerowskich (3.71), wystarczy zrézniczkowaé wprowadzone zwiazki.

Katy M, wiQ

Jedli chodzi o wymienione wyzej katy, to sprawa jest prosta, gdyz kazdy
z nich jest w istocie zmienna Delaunaya. Mamy wiec dla dowolnej funkcji
o(M,w, )
00 _ 00 90 _ 09 06 _ 00 -
o oM’ dg Ow  Oh O ’

Polos wielka, mimo$réd, nachylenie

Rozpatrzmy ukltad rownan definiujacych pedy Delaunaya (3.71)

L = Jua,
G = L+V1-—e2
H = Gcosl

Roézniczkujac obie strony tego uktadu otrzymamy
dL = \/E da
a 27
_ _ 2 _ _L
dG = dLV1-—e \/ﬁ de,
dH = dGcosl—Gsinldl.

Wystarczy teraz rozwiazac¢ ten uktad wzgledem da, de oraz dI, aby otrzymac
poszukiwane pochodne czastkowe.

_ a _ Oa
da = 2\/gdL — faqp,

de = 2L -Yi-2qq = 241+ 224G, (3.78)
_ cdd dH _ 01 224
dI = <49 _dH _ SL4q 4 ILqp.

Podstawiajac L = \/ua oraz G = /up = y/pa(l —e?), mozemy dla

dowolnej funkcji ¢ zmiennych a, e, I napisa¢

og(a,e, I) 5 adp 1—¢€% 0¢
- OL \/7

w Oa + e/pa e’
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o¢(a,e, I) \/1—62%+ c 0

oG - eypa de s up OI (3:79)
Ip(a,e,I) 1 09
OH  synup oI

Dysponujac wszystkimi niezbednymi pochodnymi czastkowymi mozemy
przystapi¢ do formutowania réwnan ruchu dla zmiennych keplerowskich.
3.4.2 Roéwnania dla zmiennych keplerowskich

Zacznijmy od rownan dla katow czyli M, w, 2. Co prawda nachylenie I jest
tez katem ale widzimy, ze spokrewnione z pedami G i H, dynamicznie nalezy
ono do tej samej rodziny co poétos wielka i mimosrod. W $wietle wzoréw
(3.75) — (3.79), dla anomalii $redniej mamy

OM OH a OH 1—¢e® OH
Moy = 20, e R oH _
(M} ol OL \/;E?a +e,/ua de

m adV 1—e%2 9V
= G +2 /- + Ay
a w Oa e /pa Oe
Dla argumentu perycentrum

QuiH _ VIZPV e oV
dg 0G ~  ema de s /up OI’
natomiast dla dltugosci wezta wstepujacego

oo _ 1 av
OhOH  sy/mp Ol

Z kolei dla pétosi wielkiej, bedacej jedynie funkcja L,

- _ _OQadt __, [a OV
a={a "y =500 ~ 2\/;(9,7\4'

Mimosrod jest funkcja L i G, a zatem

M

w={w,H}=

Q={Q,H}=

de OH  Oe OH 1—€e2 9V V1—¢e2 9V

et My =30 T 9G oy T eyia oM T ey dw

I wreszcie, dla nachylenia I, zaleznego od G i H, otrzymujemy

Pyl PO OLoM e v 1 o
St 090G 09 OH Oh s up Ow  sy/up OQ
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Zbierzmy teraz sze$¢ wyprowadzonych powyzej réwnan planetarnych La-
grange’a. WprowadZzmy oprécz ¢ = cosl i s = sinl symbole

n=+/p/ad, n=+1-—¢e2

Wielkosé n jest oczywiscie tylko wygodnym skrétem i nie oznacza, ze w
zagadnieniu zaburzonym obowiazuje nadal IIT prawo Keplera. Réwnania
Lagrange’a mozemy zapisa¢ w uproszczonej postaci

b = 2oV
na OM’
) n ov. a9V
€ = - 2 Naxr — A )o
na e< oM 8w>
i~ L <CW_8V)
natsn \ Ow ON)’
. 2 oV n? oV
M = n—l—%% nale Do (3.80)
. 1 noV ¢ OV
b= e (eae‘snaz)’
. 1 oV
€ = na’ns Ol

Sprébujmy zestawic¢ rownania Lagrange’a z rownaniami Gaussa (1.70)—(1.75).
Rownania Lagrange’a stosuja sie do wezszej klasy sit, ale za to maja zasad-
niczo prostsza posta¢ i pozwalajg na wysuwanie ogoélniejszych wnioskéw z
samego wgladu w strukture rownan ruchu. O ruchu decyduje tutaj pojedyn-
cza funkcja skalarna V. Warto pamieta¢, ze w niektorych zrédtach rowania
(3.80) wystepuja z funkcja sit U = —V zamiast potencjalu i wtedy roznia
sie znakami od podanych tutaj.

W poréwnaniu z rownaniami kanonicznymi w zmiennych Delaunaya (3.73),
niekanoniczne réwnania Lagrange’a s3 mniej proste, ale z drugiej strony ta-
twiej jest wyraza¢ potencjal V' przy uzyciu zmiennych keplerowskich niz
przy uzyciu zmiennych Dalaunaya. Ze wzgledu na powiazania zmiennych
M,w,Q z katami ¢, g, h, za§ zmiennych a,e, I z pedami L,G, H, réwnania
Lagrange’a do pewnego stopnia dziedzicza resztki struktury rownar (3.73).
Zauwazmy, ze istotnie réwnania (3.80) rozpadaja sie na dwie podgrupy: w
rownaniach dla zmiennych a,e, I wystepuja jedynie pochodne potencjatu
wzgledem M, w, ) i vice versa. Gdyby wiec potencjal zaburzajacy V nie
zalezal jawnie od czasu ani od katow M, w i Q, to wtedy elementy a, e, I
bytyby stale, co z kolei pociagatloby za soba statos¢ predkosci katowych M,w
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i Q. W stabszych przypadkach szczegblnych mielibyémy: dla %—‘t/ = % =0

— staty potos wielka a, zas dla %—‘t/ = g—‘é = ‘g—g = 0 — stale nachylenie I.

Na zakoriczenie przypomnijmy, ze do rownan Lagrange’a (3.80), podobnie
jak do réwnan kanonicznych (3.73) i rownan Gaussa (1.70)—(1.75), odnosza
sie tradycyjne zastrzezenia o mozliwosci pojawienia sie osobliwosci dla ma-
tych nachylen, matych mimosrodéw, dla orbit zdegenerowanych i dla orbit

prawie parabolicznych.
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