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Rozdziaª 1

Równania ruchu w formalizmie

newtonowskim

Skoro mechanika nieba jest nauk¡ o ruchu ciaª niebieskich, to umiej¦tno±¢
formuªowania równa« ruchu ma znaczenie podstawowe. Zaczniemy od przy-
pomnienia klasycznego formalizmu Newtona, który nakªada najmniej ogra-
nicze« na posta¢ siª dziaªaj¡cych w rozpatrywanym ukªadzie. Skupimy si¦
na problemach dynamiki punktów materialnych, pozostawiaj¡c na uboczu
kwesti¦ ruchu obrotowego bryªy sztywnej.

1.1 Formalizm newtonowski

Najbardziej klasyczne podej±cie do mechaniki korzysta z równa« ruchu w po-
staci wprowadzonej przez Newtona w trzech zasadach dynamiki. Przez for-
malizm newtonowski rozumie¢ b¦dziemy rozpatrywanie ruchu w kategoriach
takich poj¦¢ podstawowych jak ukªad inercjalny (I zasada) oraz siªa i przy-
spieszenie (II zasada) opisywane w �naturalnych� zmiennych kartezja«skich.
Oczywi±cie, mo»na w ramach formalizmu newtonowskiego wprowadza¢ inne
ukªady zmiennych, ale przej±cie do nich wymaga najpierw ich zde�niowania
jako funkcji kartezja«skich poªo»e« i pr¦dko±ci.

Je±li wi¦c mamy ukªad N punktów materialnych, to � w ±wietle drugiej
zasady dynamiki � jego równania ruchu maj¡ posta¢

mi r̈i = F i(r1, . . . , rN , ṙ1, . . . , ṙN , t), i = 1, . . . , N, (1.1)

gdzie siªa F i mo»e zale»e¢ od poªo»e« ri i pr¦dko±ci ṙi wszystkich ciaª oraz
jawnie od czasu i � co najwa»niejsze � nie musi speªnia¢ »adnych dodat-
kowych zaªo»e«. W newtonowskiej mechanice klasycznej siªa nie zale»y od
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pochodnych ri rz¦du wy»szego ni» pierwszy. Przykªadem zastosowania for-
malizmu newtonowskiego mog¡ by¢ znane z Wst¦pu do mechaniki nieba rów-
nania ruchu zagadnienia dwóch ciaª i przeprowadzone nast¦pnie caªkowanie
tego zagadnienia.

Stosuj¡c pojecie p¦du i-tej cz¡stki pi, mo»emy zapisa¢ równania (1.1) w
postaci

ṙi =
pi

mi
,

ṗi = F i(r1, . . . , rN ,p1/m1, . . . ,pN/mN , t), (1.2)

gdzie pierwsze równanie po±rednio de�niuje p¦d jako iloczyn masy i pr¦dko-
±ci pi = miṙi, za± drugie ustala równo±¢ mi¦dzy pr¦dko±ci¡ zmian p¦du a
dziaªaj¡c¡ siª¡. Jedn¡ z zalet ukªadu (1.2) jest to, »e daje on przedsmak rów-
na« kanonicznych. W ramach formalizmu Newtona wa»niejsze jednak jest
to, »e w ten sposób sprowadzamy równania ruchu do standardowej postaci z
teorii równa« ró»niczkowych, otrzymuj¡c zamiast 3N równa« drugiego rz¦du
� ukªad 6N równa« rz¦du pierwszego

ẇ = F (w, t), (1.3)

gdzie wektor stanu ma skªadowe

w =



r1
. . .
rN
p1

. . .
pN

 ≡ col (r1, . . . , rN ,p1, . . . ,pN ) ,

a prawe strony równa« ruchu to

F = col

(
p1

m1
, . . .

pN

mN
,F 1(w, t), . . . ,FN (w, t)

)
.

Cz¦sto jednak wygodniej jest posªugiwa¢ si¦ pr¦dko±ciami vi zamiast
p¦dów. U»ywamy wtedy zamiast (1.3) ukªadu

ρ̇ = G(ρ, t), (1.4)

gdzie
ρ = col (r1, . . . , rN ,v1, . . . ,vN ) ,

2



oraz

G = col

(
v1, . . .vN ,

F 1(ρ, t)

m1
, . . . ,

FN (ρ, t)

mN

)
.

Wbrew utartym schematom, ukªad z jawn¡ zale»no±ci¡ siªy od czasu
jest tylko szczególnym przypadkiem ukªadów zachowawczych (bez jawnej
zale»no±ci od czasu). Wystarczy wprowadzi¢ rozszerzony wektor stanu
o 6N + 1 skªadowych w∗ = col(u,w), z dodatkow¡ zmienn¡ u oraz wektor
prawych stron F ∗ = col(1,F ) i mamy ju» równania zachowawcze

ẇ∗ = F ∗(w∗), (1.5)

z pierwsz¡ skªadow¡
u̇ = 1,

czyli u = t + const. W prawych stronach równa« nie wystepuje ju» czas t
(zmienna niezale»na ukªadu), gdy» jego miejsce zaj¡ª �sobowtór� u, b¦d¡cy
formalnie jedn¡ ze zmiennych zale»nych ρ.

Je±li równania ruchu tworz¡ ukªad równa« ró»niczkowych rz¦du 2M bez
jawnej zale»no±ci od czasu, to mówimy, »e ukªad ma M stopni swobody.
Stopniem swobody nazwiemy ka»da par¦ wspóªrz¦dnych poªo»enie-p¦d (lub
poªo»enie-pr¦dko±¢), wymagan¡ do opisu ruchu. Je±li rz¡d ukªadu jest niepa-
rzysty, a wi¡»e si¦ to z usuwaniem jawnej zale»no±ci od czasu, mówimy »ar-
gonowo o poªowie stopnia swobody (zmienna u nie ma stowarzyszonego p¦du
jako niezale»nej zmiennej, gdy» jej pr¦dko±¢ jest z de�nicji staªa i wynosi 1
niezale»nie od warunków pocz¡tkowych). I tak, ukªad opisany równaniami
(1.5) posiada �3N i póª� stopnia swobody. Tak»e w sytacjach, gdy utrzyma-
li±my jawn¡ zale»no±¢ od czasu i formalnie posªugujemy si¦ nadal ukªadem
rz¦du 2M , dorzucamy póª stopnia swobody, gdy» mo»liwe jest rozszerzenie
wektora stanu do wymiaru 2M + 1, nawet je±li go nie wykonali±my.

Wspomniana wy»ej dowolno±¢ siªy sprawia, »e formalizm newtonowski
jest najogólniejszym sposobem analizy ruchu, daj¡cym si¦ zastosowa¢ we
wszystkich zagadnieniach mechaniki klasycznej. Niestety, zaleta maksy-
malnej ogólno±ci oznacza, »e nie sposób powiedzie¢ niczego konkretnego o
rozwi¡zaniach dowolnych równa« ruchu w postaci Newtona, gdy» niewiele
mo»na powiedzie¢ o wszystkich mo»liwych zagadnieniach. Inn¡ wad¡ jest
»mudno±¢ przej±cia od kartezja«skich poªo»e« i pr¦dko±ci do bardziej dogod-
nych zmiennych; zilustrujemy to przykªadem równa« ruchu wahadªa mate-
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matycznego.

1.2 Wahadªo matematyczne, oscylator harmoniczny

i oscylator Du�nga

Rozpatrzmy równania ruchu Newtona dla pªaskiego wahadªa matematycz-
nego o staªej masie m, zawieszonego na niewa»kim pr¦cie o dªugo±ci l w polu
grawitacyjnym o przyspieszeniu g (Rys. 1.1). Co prawda ªatwo jest napisa¢,

Rysunek 1.1: Wahadªo matematyczne.

»e dla r = (x, y)T oraz F = (mg, 0)T równania ruchu przyjmuj¡ posta¢

ẍ = g,
ÿ = 0,

(1.6)

ale równania te s¡ tylko punktem wyj±cia do dalszej analizy, wymagaj¡cej
uwzgl¦dnienia równania wi¦zów

x2 + y2 = l2. (1.7)

Dopiero równanie (1.7) zawiera istotn¡ wiadomo±¢, »e ukªad ma nie dwa,
a tylko jeden stopie« swobody. Poniewa» wahadªo, jako formalny model
matematyczny, peªni istotn¡ rol¦ w mechanice nieba, poprowad¹my dalsze
wyprowadzenie wprowadzaj¡c jako zmienn¡ k¡t φ, de�niowany poprzez

x = l cosφ, y = l sinφ. (1.8)
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Ró»niczkuj¡c równania (1.8) dochodzimy do

ẋ = −l φ̇ sinφ, ẏ = l φ̇ cosφ,

i dalej

ẍ = −l φ̇2 cosφ− l φ̈ sinφ,

ÿ = −l φ̇2 sinφ+ l φ̈ cosφ.

Porównanie ich z równaniami (1.6) prowadzi do

−l φ̇2 cosφ− l φ̈ sinφ = g, (1.9)

−l φ̇2 sinφ+ l φ̈ cosφ = 0. (1.10)

Nale»y teraz pomno»y¢ obie strony (1.9) przez −l−1 sinφ za± (1.10) przez
l−1 cosφ i dopiero teraz, dodaj¡c stronami, uzyskamy

φ̈ = −ω2
0 sinφ, (1.11)

gdzie

ω0 =

√
g

l
.

Równanie ró»niczkowe drugiego rz¦du (1.11) mo»na tak»e przedstawi¢ jako
ukªad dwóch równa« pierwszego rz¦du: je±li wprowadzimy pr¦dko±¢ k¡tow¡
Φ, to mamy

φ̇ = Φ,

Φ̇ = −ω2
0 sinφ,

(1.12)

czyli ρ̇ = G(ρ), gdzie

ρ = (ρ1, ρ2)
T = (φ,Φ)T,

oraz
G = (ρ2,−ω2

0 sin ρ1)
T = (Φ,−ω2

0 sinφ)T.

W przedstawionym tu przykªadzie sytuacj¦ komplikowaªo pojawienie si¦
wi¦zów. Mo»na wysun¡¢ zastrze»enie, »e przecie» w zagadnieniach ruchu
ciaª niebieskich nie pojawi¡ sie wi¦zy � trudno wyobrazi¢ sobie planet¦ na
sznurku. A jednak wi¦zy mog¡ si¦ zjawi¢ nie tylko w postaci �zycznej. Ka»da
caªka ruchu

Ψ(ρ, t) = const,

de�niuje w istocie powierzchni¦, na której ruch musi si¦ odbywa¢, peªni¡c
rol¦ �matematycznego sznurka�. Wykorzystanie caªek ruchu do obni»enia
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liczby stopni swobody jest w formalizmie Newtona bardziej zawiªe ni» w ra-
mach formalizmu Lagrange'a czy Hamiltona.

Zaªó»my teraz, »e maksymalne wychylenie wahadªa (w radianach) jest nie-
wielkie. Rozwijaj¡c praw¡ stron¦ równania (1.11) w szereg pot¦gowy wzorem
MacLaurina, mamy

sinφ = φ− φ3

6
+O(φ5).

Zaniedbuj¡c wyrazy rz¦du φ5 (lub mniejsze), sprowadzimy równania waha-
dªa do postaci

φ̇ = Φ,

Φ̇ = −ω2
0 φ+ 1

6 ω
2
0 φ

3,
(1.13)

czyli
φ̈ = −ω2

0 φ+ 1
6 ω

2
0 φ

3.

Ukªad ten nazywamy oscylatorem Du�nga.

Najdalej id¡ce uproszczenie polega na przyj¦ciu sinφ ≈ φ, z bª¦dem rz¦du
O(φ3). Równania ruchu wahadªa sprowadzaj¡ si¦ wtedy do równa« oscyla-
tora harmonicznego

φ̇ = Φ,

Φ̇ = −ω2
0 φ,

(1.14)

czyli
φ̈ = −ω2

0φ.

Ukªad ten posiada proste rozwi¡zanie ogólne

φ(t) = A sin (ω0 t+ χ),
Φ(t) = Aω0 cos (ω0 t+ χ),

(1.15)

zale»ne od dwóch staªych dowolnych: amplitudy A i fazy pocz¡tkowej χ.
Jest to w istocie rodzina rozwi¡za« � elips na pªaszczy¹nie fazowej (φ,Φ).
Rozwi¡zanie szczególne, czyli pojedyncz¡ trajektori¦ na pªaszczy¹nie fazo-
wej, otrzymamy zadaj¡c warunki pocz¡tkowe w epoce t0

φ0 = φ(t0), Φ0 = Φ(t0),

i wyliczaj¡c z nich staªe dowolne A, χ.
Zarówno wahadªo jak i oscylator Du�nga tak»e posiadaj¡ rozwi¡zania

±cisªe, zale»ne od dwóch staªych dowolnych, ale wymagaj¡ one wprowadzenia
tak zwanych funkcji eliptycznych.
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WYK�AD 2

1.3 Metoda uzmienniania staªych

Pozostaj¡c nadal na poziomie ogólno±ci formalizmu newtonowskiego, wpro-
wadzimy teraz nowy, do±¢ szczególny rodzaj zmiennych.

Z podstawowego kursu analizy matematycznej1 mo»na wynie±¢ przekona-
nie, »e metoda uzmienniania staªych jest metod¡ rozwi¡zywania równa«
ró»niczkowych zwyczajnych. Jest to prawdziwe, je±li chodzi o równania linio-
we niejednorodne, lecz w ogólnym przypadku równa« nieliniowych metoda
uzmienniania staªych jest jedynie sposobem przeksztaªcenia równa« ró»nicz-
kowych do postaci, która czasem mo»e upro±ci¢ dalsze kroki zmierzaj¡ce do
ich rozwi¡zania.

Aby nie wdawa¢ si¦ w zb¦dne uogólnienia, skoncentrujmy si¦ na przy-
padku ukªadu mechanicznego o M stopniach swobody. Oznaczaj¡c przez
r,v ∈ RM poªo»enie i pr¦dko±¢ ukªadu, mo»emy poda¢ jego równania ruchu

ṙ = v,
v̇ = F 0(r,v).

(1.16)

Zaªó»my, »e ukªad z siª¡ (na jednostk¦ masy) F 0 jest caªkowalny i potra�my
znale¹¢ jego rozwi¡zanie

r = r(C, t), v = v(C, t), (1.17)

jawnie zale»ne od czasu t oraz od staªych dowolnych C ∈ R 2M wyznaczanych
z warunków pocz¡tkowych. Zauwa»my, »e po lewej stronie równo±ci mamy
wielko±ci �zyczne: poªo»enie r i pr¦dko±¢ v, natomiast po prawej � funkcje
r(C, t), v(C, t) czasu i staªych, które opisuj¡ zmiany poªo»enia i pr¦dko±ci.
Zagadnienie (1.16) mo»emy nazwa¢ zagadnieniem de�niuj¡cym, a jego
rozwi¡zanie (1.17) � rozwi¡zaniem de�niuj¡cym.

Wprowad¹my teraz do ukªadu (1.16) dodatkow¡ siª¦ P

ṙ = v,
v̇ = F 0(r,v) + P (r,v).

(1.18)

Istot¡ metody uzmienniania staªych jest przyj¦cie, »e mimo pojawienia
si¦ �zaburzenia� P , b¦dziemy nadal u»ywa¢ wzorów (1.17) wywodz¡cych si¦
z zagadnienia de�nuj¡cego. Poniewa» utrzymujemy posta¢ rozwi¡zania jako

1np. A. Soªtysiak Analiza matematyczna rozdz. 9.
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funkcji staªych dowolnych i czasu, musimy dopu±ci¢ mo»liwo±¢, »e dotychcza-
sowe staªe dowolne C przestaj¡ by¢ staªymi i przybieraj¡ posta¢ nieznanych
funkcji czasu C(t). W tej sytuacji, czeka nas wyprowadzenie równa« ró»nicz-
kowych opisuj¡cych ewolucj¦ uzmiennionych staªych C(t), nazywanych
tak»e staªymi oskulacyjnymi (lub zmiennymi oskulacyjnymi).

Ogólna procedura zast¡pienia równa« (1.18) ukªadem 2M równa« dla
Ċ wykorzystuje nawiasy Lagrange'a i mo»na j¡ znale¹¢ w starszych pod-
r¦cznikach mechaniki klasycznej lub mechaniki nieba. W praktyce jednak,
wygodniej jest analizowa¢ ka»dy przypadek osobno i wykorzysta¢ w maksy-
malnym stopniu jego specy�k¦. Równania dla uzmiennionych staªych mo»na
wyprowadza¢ na dwa zasadnicze sposoby: wychodz¡c od rozwi¡zania de�-
niuj¡cego (1.17) lub wykorzystuj¡c caªki ukªadu. To drugie podej±cie bywa
bardziej atrakcyjne, a nie narzuca nam zasadniczych ogranicze«, gdy» me-
toda uzmienniania staªych wymaga, z zaªo»enia, caªkowalnego zagadnienia
de�niuj¡cego. Zagadnienie caªkowalne to takie, dla którego znamy wszystkie
caªki ruchu � w naszym przypadku 2M niezale»nych caªek

Ψi(r,v, t) = Si = const, i = 1, . . . , 2M, (1.19)

co jest równowa»ne z mo»liwo±ci¡ podania ±cisªego rozwi¡zania (1.17). Caª-
kami ruchu nazywa sie równie cz¦sto równania (1.19) jak i same funkcje Ψi.

Caªkom ruchu zagadnienia de�niuj¡cego towarzysz¡ staªe ruchu Si, które
albo s¡ wprost staªymi dowolnymi z rozwi¡zania de�niuj¡cego, albo znamy
zwi¡zki mi¦dzy S i C. Ze staªo±ci caªki ruchu wynika

Ṡi = Ψ̇i = (DrΨi)v + (DvΨi)F 0 +DtΨi = 0, (1.20)

gdzie skorzystali±my z reguª ró»niczkowania funkcji zªo»onej oraz z równa«
(1.16). Symbolem Dx oznacza¢ b¦dziemy transponowany gradient, tzn. je±li
x ∈ RN jest wektorem kolumnowym, a F (x) dowoln¡ funkcj¡, to

DxF =

(
∂F

∂x1
, . . . ,

∂F

∂xN

)
. (1.21)

W metodzie uzmienniania staªych, caªki zagadnienia de�niuj¡cego mog¡
przesta¢ by¢ staªe po wprowadzeniu dodatkowej siªy P . Zauwa»my jednak,
»e jedynym ¹ródªem zmienno±ci staªych ruchu S staje si¦ ta cz¦±¢ pochod-
nej wzgl¦dem czasu, która zawiera P , co upowa»nia nas do sformuªowania
równa« ruchu

Ṡi = (DvΨi)P , i = 1, . . . , 2M. (1.22)

Wzór ten mo»na stosowa¢ �na skróty� wedªug reguªy: ró»niczkujemy wzgl¦-
dem czasu tylko wyst¦puj¡ce w caªkach v i zast¦pujemy v̇ siª¡ P .
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Je±li S = C, to równania (1.22) s¡ tymi, których szukali±my. W prze-
ciwnym wypadku, musimy je uzupeªni¢ znajomo±cia zwiazków mi¦dzy S i
C, które po zró»niczkowaniu prowadz¡ do

Ċi =
(
DSCi

)
Ṡ, i = 1, . . . , 2M, (1.23)

czyli
Ċ =

(
DSC

)
(DvΨ)P .

Je±li znamy tylko S(C), to b¦dziemy musieli odwróci¢ macierz Jacobiego:

DSC = (DCS)−1.

Jest to do±¢ prosty schemat, cho¢ trzeba pami¦ta¢, »e prawe strony równa«
(1.23) musz¡ zosta¢ wyra»one przy pomocy uzmiennionych staªych C za po-
±rednictwem rozwi¡zania de�nuj¡cego (1.17). Jak wida¢, nawet zastosowanie
caªek ruchu nie uwalnia nas od wymogu znajomo±ci jawnego rozwi¡zania.

Rozwi¡zanie ukªadu (1.23) dostarczy nam 2M funkcji Ci(t,C
′), które

musz¡ zale»e¢ od nowych staªych dowolnych C ′. Te za± najpro±ciej zde�nio-
wa¢ jako warunki pocz¡tkowe, to znaczy

C ′ = C(t0).

Kiedy podstawimy warto±ci C(t) na dany moment czasu do równa« (1.17),
dostaniemy warto±ci poªo»e« i pr¦dko±ci na t¦ epok¦ r(t) i v(t).

1.4 Uzmiennianie staªych oscylatora harmonicznego

� oscylator Du�nga

Oscylator Du�nga (1.13) jest ukªadem o jednym stopniu swobody, a wi¦c
zamiast wektorów r i v mamy po prostu r = φ i v = φ̇ = Φ. Ukªadem
de�nuj¡cym z praw¡ stron¡ F0 = −ω2

0 φ jest oscylator harmoniczny (1.14),
za± zaburzeniem jest P = 1

6ω
2
0 φ

3. Rozwi¡zanie de�nuj¡ce ma wi¦c posta¢
(1.15) zale»n¡ od dwóch staªych dowolnych

C =

(
A

χ

)
.

Oscylator harmoniczny posiada dwie caªki ruchu. Pierwsza z nich to nieza-
le»na od czasu caªka energii

Ψ1 =
1
2

(
Φ2 + ω2

0φ
2
)
= E = const, (1.24)
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ze staª¡ ruchu E. Druga caªka ruchu musi zale»e¢ od czasu (je±li ukªad o M
stopniach swobody ma 2M caªek ruchu, to co najmniej jedna z nich musi
zale»e¢ od czasu); najpro±ciej wzi¡¢ wprost z rozwi¡zania

Ψ2 = arc tg
[ω0 φ

Φ

]
− ω0 t = χ = const, (1.25)

ze staª¡ ruchu χ, a wi¦c

S =

(
E

χ

)
.

Zacznijmy od równa« (1.22) dla uzmiennionych staªych ruchu po wpro-
wadzeniu siªy P . W przypadku, który rozpatrujemy (M = 1), pochodna
wektorowa Dv to zwykªa skalarna pochodna DΦ, czyli

Ė =
∂Ψ1

∂Φ
P = ΦP, (1.26)

oraz

χ̇ =
∂Ψ2

∂Φ
P =

1

1 +
(ω0 φ

Φ

)2 (−ω0 φ

Φ2

)
P = −ω0φ

2E
P. (1.27)

Potrzebujemy teraz zwi¡zków mi¦dzy C i S, »eby otrzyma¢ równania
(1.23). Zwi¡zki te s¡ proste, gdy» C2 = S2 = χ, natomiast po wstawieniu
(1.15) do caªki energii (1.24) widzimy, »e

E =
ω2
0

2
A2, (1.28)

czyli

AȦ =
Ė

ω2
0

=
ΦP

ω2
0

. (1.29)

Ze zwi¡zku (1.28) mo»emy skorzysta¢ tak»e w równaniu (1.27) i ostatecznie
otrzymujemy równania dla uzmiennionych staªych: najpierw

Ȧ =
ΦP

Aω2
0

,

χ̇ = − φP

A2 ω0
,

a potem, po wprowadzeniu rozwi¡zania de�niuj¡cego (1.15),

Ȧ =
P

ω0
cos (ω0 t+ χ),

χ̇ = − P

Aω0
sin (ω0 t+ χ). (1.30)
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Równania (1.30) s¡ wa»ne dla oscylatora z dowoln¡ siª¡ zaburzaj¡c¡ P . W
przypadku oscylatora Du�nga podstawimy do nich

P = 1
6 ω

2
0 φ

3 = 1
6 A

3 ω2
0 sin3(ω0 t+ χ). (1.31)

Wystarczy ju» tylko podstawi¢ (1.31) do prawych stron (1.30) a nast¦pnie
przej±¢ od iloczynów i pot¦g sinusa i cosinusa do postaci wielomianów try-
gonometrycznych. Wykorzystamy przy tym

(sin y)4 =
1

8
( 3− 4 cos 2 y + cos 4 y) ,

oraz

cos y (sin y)3 =
1

8
( 2 sin 2 y − sin 4 y) .

W ten sposób otrzymujemy ko«cow¡ posta¢ równa« ruchu dla maªych drga«
wahadªa w zmiennych oskulacyjnych

Ȧ = A3 ω0

[
1
24 sin 2ψ − 1

48 sin 4ψ
]
,

χ̇ = A2 ω0

[
− 1

16 + 1
12 cos 2ψ − 1

48 cos 4ψ
]
,

(1.32)

gdzie symbol ψ oznacza
ψ = ω0 t+ χ.

Na pierwszy rzut oka, równania (1.32) wygl¡daj¡ o wiele bardziej nieli-
niowo ni» pierwotne (1.13). Mo»na si¦ nawet zastanawia¢, czy warto je prze-
ksztaªca¢ do takiej postaci. Odpowied¹ na to pytanie zale»y od sposobu w
jaki b¦dziemy próbowali je rozwi¡za¢. Dopiero gdy zapoznamy si¦ z podsta-
wami metod analitycznych i numerycznych mechaniki nieba stanie si¦ jasne,
któr¡ z postaci równa« ruchu wygodniej jest zastosowa¢. Spróbujmy jed-
nak pokaza¢, jak ªatwo mo»na teraz znale¹¢ przybli»one rozwi¡zanie równa«
(1.32).

W pierwszym przybli»eniu podstawiamy do prawych stron warto±ci sta-
ªych zagadnienia de�niuj¡cego A0 = const oraz χ0 = const wyliczone w
epoce t0 ze zmiennych φ i Φ. Mamy wtedy do czynienia z prostymi równa-
niami

Ȧ ≈ f1(A0, χ0, t), χ̇ ≈ f2(A0, χ0, t),

które sprowadzaj¡ si¦ do zwykªych caªek oznaczonych

A ≈ A0 +

∫ t

t0

f1 dt, χ ≈ χ0 +

∫ t

t0

f2 dt.
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Caªkowanie prowadzi do

A ≈ A0

(
1− A2

0
48 [cos 2ψ0(t)− cos 2ψ0(t0)]

+
A2

0
192 [cos 4ψ0(t)− cos 4ψ0(t0)]

)
,

χ ≈ χ0 −
A2

0 ω0

16
(t− t0) +

A2
0

24 [sin 2ψ0(t)− sin 2ψ0(t0)]

− A2
0

192 [sin 4ψ0(t)− sin 4ψ0(t0)] ,

gdzie
ψ0(t) = ω0 t+ χ0.

Mo»na sprawdzi¢, »e w epoce oskulacji t0 mamy faktycznie χ ≈ χ0 oraz
A ≈ A0. Jest to tylko pierwsze przybli»enie, ale zawiera cenne informacje:
oskulacyjna amplituda drga« oscyluje wokóª pewnej ±redniej warto±ci, nato-
miast faza posiada równie» �wyraz wiekowy� który mody�kuje okres drga«
w zale»no±ci od amplitudy wychylenia. Uzyskanie podobnych wyników na
podstawie oryginalnych równa« Du�nga byªoby bardziej zªo»one.
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WYK�AD 3

1.5 Elementy oskulacyjne i równania Gaussa

Tam, gdzie ruch orbitalny masy punktowej opisany przez zagadnienie dwóch
ciaª przestaje by¢ modelem wystarczaj¡co dokªadnym, mo»na wprowadzi¢
jako zmienne oskulacyjne uzmiennione staªe orbity keplerowskiej czyli ele-
menty oskulacyjne orbity.

Jak wiemy z �Wst¦pu do mechaniki nieba�, ruch ka»dej z mas w zagad-
nieniu dwóch ciaª z siª¡

F 0 = − µ

r3
r,

jest opisany jednoznacznie przez 6 staªych dowolnych, które najcz¦±ciej wy-
st¦puj¡ w postaci elementów keplerowskich E :

a, e, I, ω, Ω, M0 =M(t0).

Znamy ju» wzory de�niuj¡ce transformacj¦

(r,v)t ↔ Et0 ,

która z jednej strony pozwala wylicza¢ na dowolny moment czasu t poªo»enie
i pr¦dko±¢ ciaªa, dla którego podali±my elementy keplerowskie E w momen-
cie t0, a z drugiej � pozwala wyliczy¢ z poªo»enia i pr¦dko±ci w momencie t
elementy E dla epoki odniesienia t0. Poniewa» E s¡ staªymi ruchu, to bio-
r¡c (r,v) w dowolnym momencie t i wyliczaj¡c z nich elementy otrzymamy
zawsze te same warto±ci E .

Je±li pojawi si¦ dodatkowa siªa i ruch ciaªa nie jest ju» ruchem keple-
rowskim, to nadal mo»emy wylicza¢ elementy keplerowskie wedªug znanych
ju» wzorów, ale teraz w ka»dej epoce t mo»emy otrzyma¢ inne warto±ci ele-
mentów Et0 dla epoki odniesienia t0. Zgodnie z zasad¡ metody uzmienniania
staªych zaczynamy traktowa¢ elementy orbity jako funkcje czasu i nazywamy
je elementami oskulacyjnymi.

Nale»y wyra¹nie odró»ni¢ dwa momenty czasu pojawiaj¡ce si¦ w tym
opisie. Epoka oskulacji t jest momentem czasu, w którym mamy dane
poªo»enie i pr¦dko±¢ sªu»¡ce do wyliczenia elementów E . Jednym z tych
elementów jest anomalia ±rednia epoki odniesienia M0 = M(t0), któr¡
otrzymujemy �cofaj¡c� lub �popychaj¡c� warto±¢ anomalii ±redniejM z epoki
t do epoki t0. Poniewa» uzmiennili±my staªe, to M0 mo»e by¢ zmienn¡ i w
ogólno±ci dla ró»nych epok oskulacji t1 i t2 b¦dziemy mieliM0(t1) ̸=M0(t2).
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U»ywamy wi¦c poj¦cia M0(t) � anomalii ±redniej epoki odniesienia t0 dla
epoki oskulacji t. Czasami mo»na upro±ci¢ sobie »ycie przyjmuj¡c, »e t = t0.
W przypadku pozostaªych elementów nie mamy tego problemu i wystarcza
u»ywanie poj¦cia epoki oskulacji dla a(t), e(t), itd.

Mówi¡c najkrócej, elementy oskulacyjne epoki t to warto±ci elementów
keplerowskich wyliczone dla dowolnej trajektorii wzorami pochodz¡cymi z
zagadnienia dwóch ciaª. Je±li w poprzednim rozdziale traktowali±my uscyla-
tor Du�nga jak oscylator harmoniczny o zmiennych w czasie amplitudzie i
fazie, to teraz b¦dziemy traktowa¢ dowoln¡ trajektori¦ jak orbit¦ keplerow-
sk¡ o zmiennych w czasie elementach.

Inna, bardziej pogl¡dowa de�nicja brzmi: elementy oskulacyjne epoki t,
to elementy orbity, po której poruszaªoby si¦ ciaªo, gdyby w epoce t przestaªa
dziaªa¢ siªa zaburzaj¡ca.

Przyst¡pimy teraz do sformuªowania równa« ewolucji elementów oskula-
cyjnych dla dowolnej siªy P zaburzaj¡cej zagadnienie dwóch ciaª

ṙ = v,

v̇ = − µ

r3
r + P . (1.33)

Znaczenie staªej µ zale»y od typu zagadnienia � wzgl¦dnego lub barycen-
trycznego. Wyprowadzenie równa« dla ȧ, ė, itd. przy dowolnej postaci siªy
P � zwanych równaniami Gaussa � przeprowadzimy wykorzystuj¡c znane
caªki ruchu zagadnienia dwóch ciaª.

1.5.1 Uzmiennione caªki ruchu

Przypomnijmy caªki ruchu pojawiaj¡ce si¦ we wzgl¦dnym lub barycentrycz-
nym zagadnieniu dwóch ciaª. Bez wzgl¦du na typ ruchu, mamy 7 caªek
niezale»nych od czasu:

• Caªk¦ siªy »ywej vel energii

h = 1
2 v · v − µ√

r · r
. (1.34)

• Caªki pól (momentu p¦du)

G = r × v. (1.35)
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• Caªki Laplace'a

e =
v ×G

µ
− r

r
, (1.36)

które mo»na tak»e przedstawi¢ w postaci

µe =
(
v2 − µ

r

)
r − (r · v)v. (1.37)

Tylko 5 spo±ród nich jest wzajemnie niezale»nych, gdy» istniej¡ dwa zwi¡zki:
G · e = 0, oraz e2 = 1 + 2hG2µ−2. Szóst¡ caªk¡ ruchu jest, w zale»no±ci
od typu orbity, równanie Keplera (eliptyczne lub hiperboliczne) albo rów-
nanie Barkera. Ograniczymy nasze rozwa»ania do orbit eliptycznych jako
rozwi¡zania de�niuj¡cego, wi¦c szóst¡ caªk¡ ruchu b¦dzie

M0 = E − e sinE − n(t− t0), (1.38)

gdzie ruch ±redni n (nadal de�niowany poprzez III prawo Keplera n2a3 = µ)
i anomalia mimo±rodowa E s¡ znanymi funkcjami poªo»e« i pr¦dko±ci.

Zastosujmy teraz do pierwszych siedmiu caªek wzór (1.22), a otrzymamy

ḣ = v · P , (1.39)

Ġ = r × P , (1.40)

µė = 2(v · P )r − (r · P )v − (r · v)P =

= P ×G+ v × (r × P ). (1.41)

Ze wzgl¦du na wy»szy poziom komplikacji, równanie Keplera zostawimy so-
bie �na pó¹niej�.

1.5.2 Równanie dla póªosi wielkiej

Równania (1.39-1.41) opisuj¡ zmiany staªych ruchu, które nie s¡ elementami
Keplerowskimi. S¡ przy tym na tyle ogólne, »e nawet troch¦ »al je psu¢
przej±ciem do elementów oskulacyjnych. Na przykªad równanie dla ḣ jest
wa»ne dla wszystkich typów orbit, ale wydobycie z niego równania na zmiany
oskulacyjnej póªosi wielkiej a ograniczy jego stosowanie do orbit eliptycznych.
Mamy bowiem wzór

h = − µ

2a
, (1.42)

który wi¡»e staª¡ siªy »ywej h z póªosi¡ wielk¡ elipsy, ale dla orbit hiper-
bolicznych, gdzie mamy poªo± rzeczywist¡ a, prawa strona ma inny znak,
natomiast dla orbit parabolicznych mamy z de�nicji h = 0 i dopuszczenie
zmian h jest samo w sobie problematyczne.
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Ograniczmy si¦ zatem do zaburzonego ruchu eliptycznego i wtedy

ḣ =
µ

2 a2
ȧ. (1.43)

Przyrównuj¡c stronami (1.39) oraz (1.43) otrzymujemy pierwsze z równa«
Gaussa

ȧ =
2a2

µ
v · P . (1.44)

1.5.3 Równanie dla mimo±rodu

Mimo±ród orbity to dªugo±¢ wektora Laplace'a e. A zatem równanie opisu-
j¡ce zmiany oskulacyjnego mimo±rodu mo»emy uzyska¢ z równania (1.41) dla
ė. Wystarczy w tym celu skorzysta¢ z po»ytecznej to»samo±ci: dla ka»dego
wektora x obowi¡zuje

x · ẋ = xẋ.

A je±li u»yjemy wersora x̂ = x/||x|| = x/x, o jednostkowej dªugo±ci, to

x̂ · ẋ = ẋ.

Pomnó»my wi¦c obie strony (1.41) skalarnie przez wersor ê. Po lewej stronie
pojawi si¦ ê · ė = ė i otrzymamy drugie z równa« Gaussa

µė = 2(r · ê)(v · P )− (v · ê)(r · P )− (r · v)(ê · P ). (1.45)

Ograniczenie w stosowaniu tego równania pojawiªo si¦ w sposób nieco za-
kamu�owany: traci ono sens dla orbit koªowych z e = 0, gdy» wtedy nie
istnieje wersor ê.

1.5.4 K¡ty Eulera a pr¦dko±¢ k¡towa

Po znalezieniu wzorów dla ȧ i ė stajemy wobec problemu powi¡zania zmian
wektorów G i e ze zmianami kolejnych elementów keplerowskich: Ω, I, ω,
które maja charakter k¡tów Eulera typu 3-1-3 orientuj¡cych orbit¦ w prze-
strzeni. Wykorzystamy do tego wa»ne twierdzenie dotycz¡ce zwi¡zku pr¦d-
ko±ci k¡towej z obrotami o k¡ty Eulera typu 3-1-3.

Rozpatrzmy dwa prawoskr¦tne ukªady wspóªrz¦dnych: staªy, o wersorach
osi (î, ĵ, k̂) i obracaj¡cy si¦, o wersorach osi (î

′′
, ĵ

′′
, k̂

′′
). W ka»dymmomencie

czasu mo»emy powi¡za¢ te dwa ukªady przez chwilowe warto±ci k¡tów Eulera
ϕ, ϑ, ψ, zwi¡zane z trzema obrotami (rys. 1.2):
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Rysunek 1.2: Ukªady odniesienia i k¡ty Eulera 3-1-3.

• Wokóª osi k̂ podstawowego ukªadu wspóªrz¦dnych (î, ĵ, k̂), o k¡t ϕ.

Taki obrót przenosi wersor î w poªo»enie î
′
wyznaczaj¡ce lini¦ przeci¦-

cia pªaszczyzn podstawowych obu ukªadów.

• Obrót wokóª chwilowej osi î
′
o k¡t ϑ. W wyniku tej operacji wersor

k̂, który nie ulegª zmianie przy pierwszym obrocie, przechodzi w nowy
wersor k̂

′′
.

• Obrót wokóª osi k̂
′′
o k¡t ψ, który przenosi wersor î

′
w wersor î

′′
.

Je±li k¡ty Eulera zmieniaj¡ si¦ w czasie w sposób ci¡gªy, to punkt wyznaczony
przez koniec radialnego wersora r̂ sztywno zwi¡zanego z ukªadem (î

′′
, ĵ

′′
, k̂

′′
)

(takiego, którego rzuty r̂ · î′′, r̂ · ĵ′′, r̂ · k̂′′
s¡ staªe � w szczególno±ci jeden z

wersorów osi) zyskuje pr¦dko±¢ k¡tow¡ ωr i mamy wzgl¦dem osi staªych

dr̂

dt
= ωr × r̂. (1.46)

TWIERDZENIE 1 Pr¦dko±¢ k¡towa obrotu opisanego k¡tami
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Eulera 3-1-3 ϕ, ϑ, ψ wynosi

ωr = ϕ̇ k̂ + ϑ̇ î
′
+ ψ̇ k̂

′′
. (1.47)

Dowód tego twierdzenia znale¹¢ mo»na w podr¦cznikach mecha-
niki klasycznej, ale � jak zauwa»yª C. Leubner (1981, Am. J.
Phys. 49, 323) � �proste� dowody wzoru (1.47), które tra�ªy do
podr¦czników, s¡ zazwyczaj niepoprawne.

Warto zapami¦ta¢, »e podane twierdzenie jest wa»ne nie tylko w mecha-
nice. W astronomii sferycznej i astrometrii mo»e ono by¢ zastosowane do
opisu wpªywu maªych zmian k¡tów Eulera na poªo»enie punktu na sferze
niebieskiej

∆r̂ ≈
(
∆ϕ k̂ +∆ϑ î

′
+∆ψ k̂

′′)× r̂.
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WYK�AD 4

Rysunek 1.3: Ukªady odniesienia podstawowy i orbitalny: Ω, I, ω jako k¡ty
Eulera 3-1-3.

1.5.5 Równania dla oskulacyjnej dªugo±ci w¦zªa wst¦puj¡-
cego i nachylenia

Przypomnijmy, »e wektor momentu p¦du G de�niuje orientacj¦ pªaszczyzny
orbity w przestrzeni. Jest on prostopadªy do tej pªaszczyzny, wi¦c nachylenie
I de�niujemy poprzez iloczyn skalarny z wersorem osi z ukªadu

Ĝ · ẑ = cos I, (1.48)

natomiast kierunek do w¦zªa wst¦puj¡cego dany jest wersorem

m̂ =
ẑ × Ĝ

sin I
. (1.49)
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Poniewa» k¡t mi¦dzy mi¦dzy wersorem osi x a wersorem m̂ jest równy dªugo-
±ci w¦zªa wstepuj¡cego Ω, widzimy »e równania dla zmian I oraz Ω powinny
winika¢ z równa« (1.40) dla Ġ.

Przypomnijmy teraz de�nicj¦ ukªadu orbitalnego perycentrycznego, któ-
rego trzy wersory to: ê, Q̂ = (Ĝ× ê), oraz Ĝ. Jest on powi¡zany z ukªadem
dowolnym o wersorach x̂, ŷ, ẑ obrotami o k¡ty ϕ = Ω, ϑ = I, oraz ψ = ω, a
kolejne osie obrotu to k̂ = ẑ, î

′
= m̂, k̂

′′
= Ĝ (rys. 1.3).

Przedstawmy moment p¦du G jako iloczyn dªugo±ci i wersora GĜ. Rów-
nanie (1.40) przybiera wtedy posta¢

Ġ =
d

dt

(
G Ĝ

)
= Ġ Ĝ+G

d Ĝ

dt
= r × P .

Sk¡d bior¡ si¦ zmiany kierunku Ĝ ? Mo»emy uzna¢, »e wersor G, jest to
wektor ẑ aktywnie obrócony o k¡ty Eulera ϕ = Ω i ϑ = I (trzeci k¡t ψ = ω
jest nieistotny). Ci¡gªa zmiany k¡tów Eulera Ω, I wywoªuj¡ pr¦dko±¢ katow¡
ko«ca Ĝ i stosuj¡c Twierdzenie 1 uzyskamy wektorow¡ równo±¢

Ġ Ĝ+G sin I Ω̇ m̂+Gİ m̂× Ĝ = r × P , (1.50)

która nie posiada wyrazu zwi¡zanego z ω̇, gdy» Gω̇Ĝ × Ĝ = 0. W wyrazie
z Ω̇ wykorzystali±my fakt, »e ẑ × Ĝ = sin Im̂, w my±l równania (1.49).

Jak z ukªadu trzech równa« (1.50) otrzyma¢ dwa osobne równania ska-
larne dla Ω̇ oraz İ ? Najgorsze, co by mo»na wymy±li¢, to rozpisa¢ wszystkie
wektory na skªadowe w wybranej bazie i rozwi¡zywa¢ ukªad trzech równa« z
niewiadomymi Ġ, Ω̇, İ. O wiele bardziej wydajne jest jednak podej±cie wek-
torowe, polegaj¡ce na wykonaniu iloczynu skalarnego z umiej¦tnie dobranym
wektorem.

Je±li interesuje nas Ω̇, to powinni±my pomno»y¢ obie strony (1.50) przez
wektor który jest prostopadªy zarówno do Ĝ, jak i do m̂×Ĝ. Z tego punktu
widzenia, idealnym wyborem jest wersor m̂, który prowadzi do

Ġ m̂ · Ĝ+G sin I Ω̇ m̂ · m̂ +Gİ m̂ · (m̂× Ĝ) = m̂ · (r × P ).

Poniewa» m̂·Ĝ = 0, m̂·m̂ = 1, oraz w my±l reguªy cyklicznego przestawiania
czynników w mieszanym iloczynie wektorowym,

m̂ · (m̂× Ĝ) = Ĝ · (m̂× m̂) = 0,

zostaje nam
G sin I Ω̇ = P · (m̂× r),
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gdzie prawa strona powstaªa przez cykliczne przestawienie czynników. Ponie-
wa» m̂ i r le»¡ w pªaszczy¹nie orbity i ich iloczyn wektorowy ma kierunek
Ĝ, a k¡t jaki tworz¡ to tzw. argument szeroko±ci f + ω (suma anomalii
prawdziwej f i argumentu perycentrum), dochodzimy do kolejnego z równa«
Gaussa

G sin I Ω̇ = P · Ĝ r sin (f + ω). (1.51)

W podobny sposób otrzymamy równanie dla zmian nachylenia. Tym
razem optymalny wybór wektora do iloczynu skalarnego to wersor (m̂× Ĝ),
prostopadªy zarówno do linii w¦zªów, jak i do momentu p¦du. Mno»¡c (1.50)
skalarnie przez ten wektor, otrzymujemy

Gİ = (m̂× Ĝ) · (r × P ) = P ·
(
(m̂× Ĝ)× r

)
.

Zale»nie od stopnia posiadanej wyobra¹ni przestrzennej, albo stosujemy to»-
samo±¢ �bac-cab�

(m̂× Ĝ)× r = (m̂ · r)Ĝ− (Ĝ · r)m̂ = r cos (f + ω)Ĝ,

albo analizujemy kierunki i k¡ty mi¦dzy poszczególnymi wektorami, otrzy-
muj¡c ten sam wynik

G İ = P · Ĝ r cos (f + ω). (1.52)

Obydwa równania (1.51) oraz (1.52) nie maj¡ sensu dla I = 0 lub I = π,
gdy» korzystali±my w wyprowadzeniu z wersora m̂, który nie istnieje w tych
przypadkach. Równie» dla orbit prostoliniowych, gdy G = 0, równania te
trac¡ sens, gdy» nie istniaªby wersor Ĝ.

1.5.6 Równanie dla oskulacyjnego argumentu perycentrum

Zmiany argumentu perycentrum, czyli k¡ta mi¦dzy m̂ a ê, otrzymamy z
uzmiennionych caªek Laplace'a (1.41). Podobnie jak dla momentu p¦du,
przedstawimy wektor Laplace'a jako iloczyn e = eê i uznamy ê za wersor x̂
obrócony o k¡ty Ω, I, ω po czym skorzystamy z Twierdzenia 1

ė = ėê+ e
dê

dt
= ėê+ e

(
Ω̇ ẑ + İ m̂+ ω̇ Ĝ

)
× ê. (1.53)

Niestety, nie mo»emy liczy¢ na usuni¦cie wszystkich pochodnych oprócz ω̇,
wi¦c stosujemy wariant skromniejszy: iloczyn skalarny z wersorem

Q̂ = Ĝ× ê,
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który le»y w pªaszczy¹nie orbity i jest odlegªy od perycentrum o 90◦ w kie-
runku ruchu orbitalnego. Z de�nicji, Q̂ · ê = 0, wi¦c podstawiaj¡c (1.53) do
(1.41) i mno»¡c obie strony przez Q̂ mamy

µe
(
Ω̇ Q̂ · (ẑ × ê) + İ Q̂ · (m̂× ê) + ω̇

)
= Q̂ ·R,

gdzie przez R oznaczyli±my jedn¡ z dwóch postaci prawych stron równania
wektorowego (1.41). �atwo sprawdzi¢, »e

Q̂ · (ẑ × ê) = ẑ · (ê× Q̂) = ẑ · Ĝ = cos I,

oraz
Q̂ · (m̂× ê) = m̂ · (ê× Q̂) = m̂ · Ĝ = 0,

wi¦c, wybieraj¡c pierwsz¡ posta¢ prawych stron,

µe
(
ω̇ + cos I Ω̇

)
= 2(r · Q̂)(v ·P )− (v · Q̂)(r ·P )− (r · v)(Q̂ ·P ). (1.54)

Wyraz zawieraj¡cy Ω̇ zostawili±my chwilowo po lewej stronie dla podkre-
±lenia, »e przy I = 0 (gdy cos I = 1) prowadzi on do dobrze okre±lonego
równania dla dªugo±ci perycentrum ϖ̇ = ω̇ + Ω̇. Natomiast w przypadku
I = π, e = 0 lub orbit prostoliniowych, równanie Gaussa (1.54) traci sens.
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WYK�AD 5

1.5.7 Równania dla zmian anomalii

Pozostaªo nam ju» tylko równanie dla zmian oskulacyjnej anomalii ±redniej
epoki odniesienia t0, czyli Ṁ0 w zagadnieniu zaburzonym. Tra�amy tutaj na
do±¢ nieprzyjemny problem. W pierwotnej postaci, równanie Keplera (1.38)
miaªo posta¢

M = E − e sinE.

Anomalia ±rednia jest w ruchu keplerowskim dana poprzez

M(t) = n [t− t0] +M0.

Tylko »e w zagadnieniu dwóch ciaª ruch ±redni n =
√
µa−3 jest staªy, podczas

gdy w ruchu zaburzonym zmienno±¢ póªosi wielkiej uzmiennia n. Jak wi¦c
traktowa¢ M ? Czy przyj¡¢

M(t) = n(t) [t− t0] +M0, (1.55)

czy mo»e

M(t) =

∫ t

t0

n(t) dt+M0, (1.56)

jako de�nicj¦ podstawow¡ ? Ka»de z tych podej±¢ prowadzi do innej de�nicji
M0 w przypadku zaburzonym. Wariant (1.56) przyjmowany jest najcz¦±ciej,
gdy» prowadzi do wzgl¦dnie prostego

Ṁ = n(t) + Ṁ0, (1.57)

podczas gdy (1.55) oznacza

Ṁ = n+ ṅ [t− t0] + Ṁ0, (1.58)

co prowadzi do nieprzyjemnej sytuacji: je±li ṅ ma charakter ograniczonych
oscylacji o cz¦stotliwo±ci α, to pojawi¡ si¦ bardzo niepo»¡dane wyrazy typu
t cosαt, zwane mieszanymi wyrazami wiekowymi.

�eby unikn¡¢ dylematów zwi¡zanych z de�nicj¡ M0, obejd¹my problem
w ten sposób, »e wyprowadzimy równanie dla Ṁ , a wybór de�nicjiM0 pozo-
stawimy otwarty. Co wi¦cej, w wielu sytuacjach mo»na si¦ bez niego obej±¢
i poprzesta¢ na M(t).

Ró»niczkuj¡c równanie Keplera w przypadku zaburzonym

Ṁ = Ė(1− e cosE)− ė sinE, (1.59)
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widzimy, »e potrzebna b¦dzie pochodna anomalii mimo±rodowej, gdy» wzór
na ė zostaª wyprowadzony wcze±niej. Informacj¦ o Ė najlepiej otrzyma¢
na podstawie pr¦dko±ci k¡towej anomalii prawdziwej ḟ , gdy» ta druga ma
prost¡ de�nicj¦ geometryczn¡ jako k¡t mi¦dzy ê i r̂.

Wyjd¹my od oczywistego wzoru na pr¦dko±¢

v = ṙ =
d(r r̂)

dt
= ṙr̂ + r

dr̂

dt
.

Zuwa»my teraz, »e wersor poªo»enia r̂ mo»emy otrzyma¢ z wersora x̂ poprzez
obrót o katy Eulera Ω, I, ω + f ze znajomymi wersorami obrotu ẑ, m̂, Ĝ.
A wi¦c mo»na zastosowa¢ Twierdzenie 1 i napisa¢

ṙr̂ + r
(
Ω̇ ẑ + İ m̂+ (ω̇ + ḟ) Ĝ

)
× r̂ = v.

Pomnó»my skalarnie obie strony przez wersor

t̂ = (Ĝ× r̂),

prostopadªy do wektora poªo»enia, le»¡cy w pªaszczy¹nie orbity i skierowany
zgodnie z ruchem ciaªa. Po uwzgl¦dnieniu r̂ · t̂ = 0, oraz

t̂ · (m̂× r̂) = m̂ · (r̂ × t̂) = m̂ · Ĝ = 0,

t̂ · (ẑ × r̂) = ẑ · (r̂ × t̂) = ẑ · Ĝ = cos I,

otrzymujemy

r
(
Ω̇ cos I + ω̇ + ḟ

)
= v · t̂.

Ale to, co widzimy po prawej stronie, to nic innego jak pr¦dko±¢ transwer-
salna, która z de�ncji ma posta¢

vt = v · t̂ = G

r
.

Wzór dla pr¦dko±ci k¡towej anomalii prawdziwej w ruchu zaburzonym ma
zatem posta¢

ḟ =
G

r2
− ω̇ − cos I Ω̇, (1.60)

tak¡ jak w ruchu keplerowskim, tylko z poprawk¡ na ruch linii apsyd od
której mierzymy f .

Aby znale¹¢ zwi¡zek mi¦dzy Ė a ḟ w przypadku zaburzonym, zró»nicz-
kujmy funkcj¦

r

a
= 1− e cosE =

1− e2

1 + e cos f
,
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która mo»e sªu»y¢ jako zwi¡zek mi¦dzy f i E. Uwzgl¦dniaj¡c mo»liwo±¢
zmian mimo±rodu, dostaniemy

− cosE ė+ e sinE Ė = −r
p

[
2 e+

r

a
cos f

]
ė+

e r2 sin f

a p
ḟ , (1.61)

gdzie p = a(1 − e2), dla orbit eliptycznych. Po niezbyt wyra�nowanych
przeksztaªceniach, uwzgl¦dniaj¡cych

r = a (1− e cosE), r sin f = a
√
1− e2 sinE, r cos f = a (cosE − e),

równanie (1.61) przyjmuje posta¢

Ė =
r

a
√
1− e2

ḟ − sinE

1− e2
ė. (1.62)

Podstawiaj¡c (1.62) i (1.60) do (1.59) dostajemy

Ṁ = n− r2

a2
√
1− e2

( ω̇ + cos I Ω̇)−
(
1 +

r

p

)
sinE ė. (1.63)

Uznamy to równanie za szóste z równa« Gaussa, gdy» stosownie do wyboru
de�nicji M0 prowadzi ono bezpo±rednio do Ṁ0 w poª¡czeniu z równaniem
(1.58) lub (1.57).

1.5.8 Skªadowe siªy zaburzaj¡cej

Przygl¡daj¡c si¦ równaniom (1.44, 1.45, 1.51, 1.52, 1.54) stwierdzamy, »e za-
wieraj¡ one iloczyny skalarne siªy zaburzaj¡cej P z rozmaitymi wektorami:
r, v, ê, Q̂ i Ĝ. Pierwsze cztery z nich le»¡ w pªaszczy¹nie oskulacyjnej or-
bity, prostopadªej do chwilowego momentu p¦du G. Staramy si¦ ograniczy¢
liczb¦ tych iloczynów rozkªadaj¡c P na skªadowe w jednej z trzech podsta-
wowych baz: radialnej, stycznej lub perycentrycznej. Wszystkie trzy bazy
maj¡ wspólny wersor Ĝ, który dalej oznacza¢ b¦dziemy przez b̂ i nazywa¢,
zgodnie z terminologi¡ geometrii ró»niczkowej, wersorem binormalnym.

Baza radialna zde�niowana jest przez wersory

• radialny r̂ � wzdªu» promienia wodz¡cego,

• transwersalny t̂ � prostopadªy do radialnego, le»¡cy w pªaszczy¹nie
orbity i skierowany zgodnie z ruchem ciaªa,

• binormalny (normalny do pªaszczyzny orbity) b̂ � wzdªu» wektora mo-
mentu p¦du.
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Rysunek 1.4: Bazy radialna i styczna. Wersor binormalny skierowany jest
�do góry� � prostopadle do pªaszczyzny rysunku.

Skªadowe siªy P w tej bazie oznaczymy odpowiednio przez R, T i B:

P = Rr̂ + T t̂+Bb̂.

Ich warto±ci mo»na zde�niowa¢ przy pomocy iloczynów P z wektorami r i
G = r × v

R = P · r̂ = P · r
r
,

T = P · t̂ = P ·
(
G

G
× r

r

)
, (1.64)

B = P · b̂ = P · G
G
.

Baza styczna skªada si¦ z nast¦puj¡cych wersorów:

• normalnego n̂, który okre±la kierunek normalnej zewn¦trznej do krzy-
wej jak¡ jest orbita,

• stycznego ŝ, który pokrywa si¦ z kierunkiem wektora pr¦dko±ci,

• binormalnego b̂, wspólnego dla obu baz.

Siªa P ma w tej bazie skªadowe N , S i B:

P = N n̂+ Sŝ+Bb̂.
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Warto±ci tych skªadowych mo»na wyliczy¢ z de�nicji

N = P · n̂ = P ·
(
v

v
× G

G

)
,

S = P · ŝ = P · v
v
, (1.65)

B = P · b̂ = P · G
G
.

Poniewa» skªadowa B jest jednakowa w obu bazach, pozostaje nam je-
dynie problem zwi¡zku mi¦dzy skªadowymi R, T i N , S.

Transformacja z r-t-b do n-s-b jest elementarna, gdy» wymaga jedynie
obrotu o k¡t π

2−δ, gdzie δ jest k¡tem mi¦dzy wektorami r i v (por. Rys. 1.4).
A zatem (

R
T

)
=

(
cos (π2 − δ), sin (π2 − δ)

− sin (π2 − δ), cos (π2 − δ)

)(
N
S

)
, (1.66)

czyli
R = N sin δ + S cos δ,

T = −N cos δ + S sin δ,
(1.67)

oraz
N = R sin δ − T cos δ,

S = R cos δ + T sin δ.
(1.68)

Funkcje trygonometryczne k¡ta δ s¡ okre±lone poprzez iloczyny wektorów r
i v

cos δ =
r · v
r v

=
r ṙ

r v
=

ṙ

v
,

sin δ =
|r × v|
r v

=
G

r v
=

r ḟ

v
.

Je±li si¦gniemy do wzorów opisuj¡cych pr¦dko±¢ radialn¡ ṙ i transwersaln¡
r ḟ oraz przyjmiemy skrótowe oznaczenie

γ =
√

1 + 2 e cos f + e2

tak, aby v = γ
√
µ/p, to otrzymujemy

cos δ =
e sin f

γ
,

sin δ =
1 + e cos f

γ
=

p

r γ
. (1.69)

Baza perycentryczna spotykana jest rzadziej. Tworz¡ j¡ wersory:
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• perycentryczny ê, czyli wersor wektora Laplace'a, skierowany do pery-
centrum,

• prostopadªy do perycentrum Q̂ = b̂ × ê, le»¡cy w pªaszczy¹nie orbity
(zwany te» wersorem Hamiltona),

• binormalny b̂.

W odró»nieniu od radialnej i stycznej, baza ta jest nieokre±lona w przypadku
orbit koªowych.

1.5.9 Ostateczna posta¢ wzorów Gaussa

Po zde�niowaniu baz, mo»emy przej±¢ do ostatecznego uporz¡dkowania rów-
na« Gaussa dla elementów oskulacyjnych wypisuj¡c ka»de z nich w trzech
postaciach: najpierw w postaci wektorowej a nast¦pnie jako funkcje skªa-
dowych R, T,B oraz N,S,B. Wyprowadzenie tych wzorów na podstawie
równa« (1.44, 1.45, 1.51, 1.52, 1.54, 1.63) jest elementarne i pozostawimy
je jako samodzielne ¢wiczenie. Podamy tylko wersj¦ dla zaburzonych orbit
eliptycznych.
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U»yjemy oznacze« s = sin I, c = cos I, p = a (1− e2), oraz n =
√
µa−3.

Równania dla pi¦ciu elementów oskulacyjnych to:

ȧ =
2 a2

µ
P · v =

2

n
√
1− e2

[
Re sin f + T

p

r

]
=

2 v

n2 a
S, (1.70)

ė =
1

µa e

[
(r · v) r + (a p− r2)v

]
· P

=

√
1− e2

na
[R sin f + T (cos f + cosE)]

=
1

v

[
S
2 p

r
cosE +N

√
1− e2 sinE

]
, (1.71)

İ =
r cos (f + ω)

µ p
(r × v)· P =

r cos (f + ω)
√
µ p

B, (1.72)

ω̇ = − r

µ p e

[√
µ p

r
(cosE + e) r − (p+ r) sin f v

]
· P − cΩ̇

=
1

e

√
p

µ

[
−R cos f + T

(
1 +

r

p

)
sin f

]
− cΩ̇

=
1

e v
[2S sin f −N (e+ cosE)]− c Ω̇, (1.73)

Ω̇ =
r sin (f + ω)

s µ p
(r × v)· P =

r sin (f + ω)

s
√
µ p

B. (1.74)

Do tego dochodzi szóste równanie dla anomalii ±redniej

Ṁ = n− 1

na2

[
2P · r +

√
µp
(
ω̇ + cΩ̇

)]
= n− 1

na2 e
[R (2 r e− p cos f) + T (r + p) sin f ]

= n−
√
1− e2

v e

[
N (cos f − e)− S

(
1 +

2 r e2

p

)
sin f

]
, (1.75)

lub � jeszcze prostsze � dla anomalii prawdziwej

ḟ =

√
µ p

r2
− ω̇ − c Ω̇. (1.76)
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1.5.10 Elementy nieosobliwe

Przygl¡daj¡c si¦ równaniom Gaussa zauwa»ymy, »e je±li e = 0, to nie wolno
u»ywa¢ wzorów dla ė, Ṁ i ω̇, gdy» albo wyst¡pi dzielenie przez zero, albo
odwoªamy si¦ do nieokre±lonych k¡tów f i E. Natomiast je±li I = 0 lub
I = π, to nie wolno u»ywa¢ równa« dla İ lub Ω̇, gdy» albo wyst¡pi dzielenie
przez zero, albo pojawi si¦ nieokre±lony k¡t f+ω. Oczywi±cie, nie oznacza to,
»e nie potra�my si¦ obchodzi¢ z takimi orbitami. Wystarczy wtedy stosowa¢
tzw. elementy nieosobliwe, b¦d¡ce funkcjami elementów keplerowskich. S¡
to np. 

q = sin I
2 cosΩ,

p = sin I
2 sinΩ,

ϖ = ω +Ω,

(1.77)

dla maªych nachyle« lub 
k = e cosϖ,
h = e sinϖ,
λ = M +ϖ,

(1.78)

dla maªych mimo±rodów. Niestety, te tradycyjne symbole koliduj¡ z równie
tradycyjnym p � parametr orbity, q � odlegªo±¢ perycentrum, h � staªa siªy
»ywej i k � staªa Gaussa. K¡t ϖ nosi nazw¦ dªugo±ci perycentrum, za± λ to
dªugo±¢ ±rednia.

Odpowiednia mody�kacja równa« Gaussa prowadzi do równa« pozba-
wionych osobliwo±ci. Na przykªad, dla maªych mimo±rodów u»ywamy

λ̇ = Ṁ + ϖ̇,

oraz

k̇ = ė cosϖ − e ϖ̇ sinϖ =
ė k√
h2 + k2

− h ϖ̇,

ḣ = ė sinϖ + e ϖ̇ cosϖ =
ė h√
h2 + k2

+ k ϖ̇.

Zauwa»my, »e zmienne h, k s¡ poprawnie okre±lone nie tylko dla orbit
koªowych, lecz i dla orbit z zerowym nachyleniem. To, »e k¡t ϖ jako for-
malna suma ω+Ω nie traci sensu geometrycznego przy zerowym nachyleniu,
jest oczywiste: przechodzi on gªadko w k¡t pªaski mi¦dzy wersorami x̂ i ê.
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Poka»my jednak, »e równanie Gaussa dla ϖ̇ nie zawiera osobliwo±ci, je±li wy-
konamy w nim stosowne przeksztaªcenie. Przypomnijmy wzór (1.54), który
przepiszemy w postaci

ω̇ =
F

µ e
− cos I Ω̇,

gdzie
F = 2(r · Q̂)(v · P )− (v · Q̂)(r · P )− (r · v)(Q̂ · P ).

Mamy wi¦c dla dªugo±ci perycentrum

ϖ̇ = ω̇ + Ω̇ =
F

µ e
+ (1− cos I) Ω̇.

W sytacji zerowego nachylenia wyraz F/(µ e) nie sprawia »adnych kªopotów
(o ile e > 0) natomiast w Ω̇, które dane jest równaniem (1.74), pojawia si¦
zrówno dzielenie przez sin I = 0, jak i nieokre±lony k¡t f + ω:

Ω̇ =
r sin (f + ω)

sin I G
P · b̂.

Po wstawieniu (1.74), równanie dla ϖ̇ przybiera posta¢

ϖ̇ =
F

µ e
+

[
1− cos I

sin I

]
r sin (f + ω)

G
P · b̂.

Ale wyra»enie w nawiasie kwadratowym to nic innego jak tangens poªowy
nachylenia, wi¦c mamy

ϖ̇ =
F

µ e
+ tg

I

2

r sin (f + ω)

G
P · b̂.

Przy nachyleniu I = 0, caªy drugi skªadnik znika i problem nieokre±lonego
argumentu f + ω przestaje by¢ istotny. Oczywi±cie, bardziej eleganckim
rozwi¡zaniem jest wyrugowanie k¡ta ω, co ªatwo zrealizowa¢ przy pomocy
zmiennych p, q:

sin (f + ω) = sin (f +ϖ − Ω) = sin (f +ϖ) cosΩ− cos (f +ϖ) sinΩ =

=
q sin (f +ϖ)− p cos (f +ϖ)

sin I
2

,

i tak otrzymujemy jawnie nieosobliwe

ϖ̇ =
F

µ e
+
r(q sin (f +ϖ)− p cos (f +ϖ))

G
√

1− p2 − q2
P · b̂, (1.79)
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gdzie podstawili±my cos I/2 =
√
1− sin2 I/2 =

√
1− (p2 + q2).

Przeksztaªcanie do postaci nieosobliwej ze wzgl¦du na mimo±ród prze-
biega podobnie. Odpowiednikiem wykorzystania tangensa poªowy nachyle-
nia jest wtedy przeksztaªcenie

1−
√
1− e2

e
=

e

1 +
√
1− e2

.

1.6 Przykªadowe zastosowania równa« Gaussa

Spróbujemy teraz zilustrowa¢ zastosowania równa« Gaussa zanim jeszcze
zajmiemy si¦ ogólnymi metodami rozwi¡zywania równa« ruchu. Istniej¡
dwa przypadki, w których zastosowanie równa« Gaussa staje si¦ uzasad-
nione: po pierwsze � gdy mamy do czynienia z siª¡ dyssypatywn¡ jak na
przykªad opór o±rodka, po drugie � gdy stosujemy tzw. przybli»enie im-

pulsowe, w którym siªa zmienia si¦ skokowo (�zycznie odpowiada to takim
efektom jak odpalenie silnika statku kosmicznego, zaburzenie ruchu przez
pojedyncze i krótkotrwaªe zbli»enie z trzecim ciaªem itp.). W pierwszym
przypadku nie mo»na wprowadzi¢ potencjaªu, co uniemo»liwia zastosowanie
formalizmu bardziej szczegóªowego ni» newtonowski. W drugim � trzeba ob-
chodzi¢ problemy zwi¡zane z nieci¡gªo±ci¡ siªy jako pochodnej z potencjaªu.
Przedstawmy przykªady obu zastosowa«.

1.6.1 Wpªyw oporu o±rodka na elementy oskulacyjne.

Rozpatrzmy wzgl¦dne zagadnienie dwóch ciaª, w którym na badan¡ mas¦
dziaªa hamuj¡ca siªa P wywoªana oporem nieruchomego o±rodka. Siªa tego
rodzaju skierowana jest stycznie do chwilowej orbity, w kierunku przeciw-
nym do wektora pr¦dko±ci. Mo»emy wi¦c zauwa»y¢, »e jej skªadowe w bazie
stycznej maja warto±ci

S = S(r,v) < 0, N = B = 0,

gdzie bez wzgl¦du na posta¢ zale»no±ci tarcia od poªo»enia ciaªa r i jego
pr¦dko±ci v, poprzestajemy jedynie na stwierdzeniu, »e S < 0 a wi¦c opór
nie zanika ani (tym bardziej) nie zmienia znaku. Przyjrzyjmy si¦ równaniom
Gaussa (1.70�1.74), w których jedyn¡ niezerow¡ skªadow¡ b¦dzie S

ȧ =
2 v

n2 a
S < 0,

ė =
2 pS

r v
cosE,
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İ = Ω̇ = 0, (1.80)

ω̇ =
2S

e v
sin f.

Pomijaj¡c równanie dla anomalii ±redniej (1.75) jako mniej istotne, zobaczmy
jak wiele wa»nych wniosków o ewolucji orbity mo»na wysnu¢ z samych tylko
równa« Gaussa (bez ich rozwi¡zywania):

1. Póªo± wielka orbity systematycznie maleje, gdy» ȧ < 0. W konsekwen-
cji mo»e nast¡pi¢ kolizja obu mas, ale pod warunkiem, »e spadek póªosi
do zera wymaga sko«czonego czasu.

2. Dziaªaj¡ca stycznie siªa tarcia nie powoduje zmian w orientacji pªasz-
czyzny orbity, gdy» nachylenie I oraz dªugo±¢ linii w¦zªów Ω pozostaj¡
staªe. A zatem trajektoria w tym zagadnieniu jest krzyw¡ pªask¡ o
ksztaªcie spiralnym (malej¡ce a).

3. Zmiany oskulacyjnego mimo±rodu zale»¡ w sposób istotny od poªo»enia
badanej masy na orbicie: w pobli»u perycentrum (cosE > 0) opór
o±rodka zmniejsza mimo±ród (ė < 0) natomiast w pobli»u apocentrum
(cosE < 0) mimo±ród ro±nie (ė > 0).

Powstaje w tym momencie interesuj¡ce pytanie: czy zmiany mimo±rodu
maj¡ charakter czysto okresowy ? Innymi sªowy, czy podczas ka»dego obiegu
przyrost mimo±rodu w pobli»u apocentrum jest w peªni kompensowany przez
jego spadek w pobli»u perycentrum ? Taka peªna symetria efektu zapobie-
gaªaby systematycznym zmianom mimo±rodu. Dokªadna odpowied¹ na to
pytanie wymaga nie tylko znajomo±ci dokªadnej postaci siªy P lecz równie»
zastosowania odpowiedniej metody rozwi¡zywania równa« ruchu. Mo»na
jednak pokusi¢ si¦ o pewne oszacowania gdy siªa oporu o±rodka jest sªaba.

Je±li w skali jednego okresu biegu elementy oskulacyjne zmieniaj¡ si¦
nieznacznie, to czynnik

α =
2p

rv
,

jest prawie identyczny w perycentrum i apocentrum, gdy» tam v jest pr¦d-
ko±cia transwersaln¡ i rv jest równe momentowi p¦du G. Uwzgl¦dniaj¡c
�zyk¦ zagadnienia mo»na przyj¡¢, »e S(r,v) jest proporcjonalna do dodat-
niej pot¦gi v (najcz¦±ciej jest to v1, v

3
2 lub v2) oraz do niedodatniej pot¦gi

odlegªo±ci r−β , gdzie β ≥ 0 (tzn. g¦sto±¢ o±rodka jest albo staªa albo maleje
w miar¦ oddalania si¦ od masy centralnej).

Porównuj¡c warto±ci w perycentrum

ėP = αS(q, vP ) < 0,
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a w apocentrum
ėA = −αS(Q, vA) > 0.

Zauwa»my teraz, »e |S(q, vP )| > |S(Q, vA)|, co sugeruj¡ zarówno pr¦dko±ci
vP > vA jak i odlegªo±ci q < Q. Jak wida¢, opór o±rodka mo»e powodo-
wa¢ systematyczny spadek mimo±rodu orbity, gdy» ėP + ėA < 0.

Przedstawione tu rozumowanie wymaga dwóch istotnych zastrze»e«: po
pierwsze, oparte jest na porównaniu dwóch punktów orbity i u»ywa do±¢ gru-
bych przybli»e«; po drugie � nie mo»na twierdzi¢, jakoby mimo±ród asymp-
totycznie d¡»yª do zera, gdy» równania Gaussa dla ė nie wolno stosowa¢
w przypadku maªych mimo±rodów. Malej¡cy systematycznie mimo±ród jest
typow¡ cech¡ orbit eliptycznych poddanych oporowi o±rodka, ale wnioski o
charakterze asymptotycznym, typu limt→∞ e = 0, nie zawsze s¡ poprawne
(na przykªad gdy siªa jest odchylona od wektora pr¦dko±ci i N ̸= 0).

1.6.2 Manewry orbitalne (zmiana nachylenia)

Jednym z prostszych zastosowa« równa« Gaussa jest opis manewru orbital-
nego w przybli»eniu impulsowym. Manewr orbitalny to zmiana elementów
orbity dokonywana przy pomocy silników korekcyjnych sztucznego satelity
lub sondy kosmicznej. Przybli»enie impulsowe natomiast zakªada, »e sil-
niki dziaªaj¡ staª¡ siªa P (zwan¡ ci¡giem) przez krótki czas ∆t i zmiana
w dowolnym elemencie orbity (na przykªad w póªosi wielkiej a) mo»e by¢
przedstawiona jako

∆a ≈ ȧ∆t. (1.81)

W ka»dym manewrze orbitalnym d¡»y si¦ do uzyskania zamierzonej or-
bity przy minimalnym wydatku paliwa, co oznacza, »e staramy si¦ u»y¢ jak
najmniejszego impulsu (zwanego równie» pop¦dem). W naszych rozwa»a-
niach b¦dziemy zajmowa¢ si¦ impulsem podzielonym przez mas¦, czyli

W = |P |∆t, (1.82)

gdy» P jest przyspieszeniem, a nie siª¡.
Dla zilustrowania problemu zajmiemy si¦ manewrem polegaj¡cym na

zmianie nachylenia orbity.

W ±wietle równania Gaussa (1.72) jedynie skªadowa normalna do pªasz-
czyzny orbity powoduje zmian¦ nachylenia I, a zatem siªa powoduj¡ca ma-
newr powinna by¢ skierowana prostopadle do pªaszczyzny orbity i odpowiada
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jej impuls
W = B∆t.

Uzyskany przyrost nachylenia dany b¦dzie wzorem

∆I =
r cos (f + ω)

√
µ p

W. (1.83)

Zastanówmy si¦ teraz, w którym punkcie orbity nale»y uruchomi¢ silniki
aby uzyska¢ najwi¦kszy przyrost ∆I przy zadanym W . Jedyn¡ wielko±ci¡
we wzorze (1.83) co do której mamy jaki± wybór jest anomalia prawdziwa f
a wi¦c musimy znale¹¢ maksimum funkcji r cos (f + ω) z warunku

d (r cos (f + ω))

df
= 0.

Uwzgl¦dniaj¡c zale»no±¢ r(f) otrzymamy

−p sin (f + ω) (1 + e cos f)− e sin f cos (f + ω)

(1 + e cos f)2
= 0,

a po odrzuceniu niezerowego czynnika p/(1+e cos f)2 i skorzystaniu z wzoru
dla sinusa ró»nicy k¡tów dochodzimy ostatecznie do warunku

sin (f + ω) + e sinω = 0. (1.84)

Dla maªych warto±ci mimo±rodu orbity e równanie (1.84) prowadzi do wnio-
sku, »e manewr zmiany nachylenia nale»y przeprowadzi¢ w okolicach jednego
z w¦zªów orbity, gdy (f + ω) ≈ 0 lub π. Analizuj¡c pozostaªe równania
Gaussa dochodzimy do wniosku, »e manewr impulsem normalnym do pªasz-
czyzny orbity przeprowadzony dokªadnie w w¦¹le spowoduje jedynie zmian¦
nachylenia nie wpªywaj¡c na pozostaªe elementy orbity.

Zauwa»my równie», »e przyrost I jest wprost proporcjonalny do odlegªo-
±ci r (�rami¦ siªy�), a zatem szczególnie uprzywilejowana b¦dzie sytuacja, w
której linia apsyd i linia w¦zªów pokrywaj¡ si¦, aby manewr mo»na przepro-
wadzi¢ zarazem w w¦¹le i w apocentrum.
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Rozdziaª 2

Formalizm kanoniczny

WYK�AD 7

Formalizm kanoniczny nazywany jest równie» formalizmem symplektycz-
nym i stanowi on szczególny przypadek formalizmu Hamiltona. Podstawowe
poj¦cia tego formalizmu to poªo»enia i p¦dy uogólnione oraz funkcja Hamil-
tona. Ruch ukªadu mechanicznego zadany jest poprzez równania kanoniczne
Hamiltona. W odró»nieniu od formalizmu newtonowskiego, zakres stoso-
walno±ci formalizmu kanonicznego jest ograniczony, co bierze si¦ z faktu, »e
caªa dynamika ukªadu jest �zaszyfrowana� w jednej skalarnej funkcji stanu
(funkcji Hamiltona), która generuje prawe strony równa« ruchu poprzez swój
gradient. Musimy wi¦c ograniczy¢ si¦ do zagadnie« z siªami potencjalnymi.
Za t¦ cen¦ nabywamy jednak mo»liwo±¢ wzgl¦dnie prostego formuªowania
twierdze« opisuj¡cych caªe klasy ruchów.

2.1 Macierze i formy symplektyczne

2.1.1 Standardowa macierz symplektyczna i forma symplek-
tyczna

Oznaczmy przez J standardow¡ macierz symplektyczn¡. Jest to anty-
symetryczna macierz kwadratowa stopnia parzystego 2M×2M , któr¡ mo»na
zapisa¢ w postaci blokowej jako

J =

(
0M IM
−IM 0M

)
. (2.1)
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Poniewa» IM oznacza macierz jednostkow¡ M ×M , to � na przykªad � dla
dwóch stopni swobody mamy

J =


0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

 .

Cz¦sto mo»na si¦ spotka¢ z de�nicj¡ standardowej macierzy symplektycznej
która ma w porównaniu z (2.1) przestawione znaki, ale nie ma to wpªywu
na wi¦kszo±¢ z dalszych wzorów.

Standardowa macierz symplektyczna jest obiektem posiadaj¡cym szereg
interesuj¡cych wªa±ciwo±ci:

J2 ≡ JJ = −I2M , JTJ = I2M , J−1 = JT = −J, detJ = 1. (2.2)

Z dwóch wektorów x,y ∈ R2M i macierzy J stopnia 2M mo»na utworzy¢
algebraiczn¡ form¦ dwuliniow¡1

[x|y] = xTJy = x · (Jy) , (2.3)

która nosi nazw¦ formy symplektycznej. Jest ona antysymetryczna, gdy»

[y|x] = y · (Jx) = (Jx) · y = (Jx)T y = xTJTy = −xTJy = −[x|y],

gdzie skorzystali±my z przemienno±ci iloczynu skalarnego i antysymetrycz-
no±ci macierzy J. Jak zwykle, antysymetryczno±¢ oznacza

[x|x] = −[x|x] = 0. (2.4)

Je±li w wektorach 2M -wymiarowych wydzielimy dwaM -wymiarowe bloki,
na przykªad

x = col(q,Q), y = col(p,P ),

to forma symplektyczna jest ró»nic¡ iloczynów skalarnych

[x|y] = q · P − p ·Q = qTP − pTQ. (2.5)
1Forma dwuliniowa to funkcja, która dwóm wektorom przyporz¡dkowuje skalar i jest

liniowa wzgl¦dem obu argumetów. Najbardziej znany przykªad to iloczyn skalarny wek-

torów.
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2.1.2 De�nicja macierzy symplektycznych

Pami¦tamy, »e przeksztaªcenia ortogonalne

x 7→ x′ = Mx, y 7→ y′ = My,

zachowuj¡ iloczyn skalarny, gdy»

x′ · y′ = (Mx) · (My) = xTMTMy = x · y.

W podobny sposób mo»emy zde�niowa¢ liniowe przeksztaªcenia symplek-
tyczne

x 7→ x′ = Sx, y 7→ y′ = Sy,

postuluj¡c, aby dla ka»dej pary x ̸= y zachowywaªy one warto±¢ formy
symplektycznej

[x′ |y′] = [Sx |Sy] = [x |y]. (2.6)

To oznacza warunek
ST JS = J, (2.7)

i ka»d¡ macierz S, która go speªnia, nazywamy macierz¡ symplektyczn¡.
Korzystaj¡c z wªasno±ci (2.2) ªatwo mo»na sprawdzi¢, »e macierz stan-

dardowa J jest macierz¡ symplektyczn¡, gdy»

JTJJ = IJ = J

(od tego momentu opuszczamy indeks 2M macierzy jednostkowej dla skró-
cenia zapisu). Tak»e macierz jednostkowa I jest macierz¡ symplektyczn¡:

ITJI = IJI = JI = J.

2.1.3 Grupa symplektyczna

Poka»emy teraz, »e macierze symplektyczne stopnia 2M z dziaªaniem mno-
»enia macierzy tworz¡ grup¦, nazywan¡ grup¡ symplektyczn¡ Sp(2M).

Najpierw musimy wykaza¢, »e iloczyn dwóch macierzy symplektycznych
daje macierz symplektyczn¡, czyli »e mno»enie jest dziaªaniem wewn¦trznym
w Sp(2M). Niech S1,S2 ∈ Sp(2M). Wtedy, wychodz¡c od macierzy J,
mo»emy zastosowa¢ dwa razy de�nicj¦ (2.7)

J = ST
2 JS2 = ST

2 (S
T
1 JS1)S2 = (ST

2 S
T
1 )J(S1S2) = (S1S2)

TJ(S1S2),

a to znaczy, »e S = S1S2 jest macierz¡ symplektyczn¡.
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Pozostaªy do sprawdzenia trzy warunki: ª¡czno±¢ mno»enia, istnienie ele-
mentu neutralnego w zbiorze macierzy symplektycznych oraz istnienie ele-
mentu odwrotnego dla ka»dej macierzy symplektycznej. Pierwsze dwa s¡
speªnione, gdy» ª¡czno±¢ jest podstawow¡ cech¡ iloczynu macierzy, za± jego
element neutralny, macierz I, jest macierz¡ symplektyczn¡, co pokazali±my
wy»ej. Pozostaje wi¦c problem: czy ka»da macierz symplektyczna S posiada
macierz odwrotn¡ S−1, a je±li tak, to czy S−1 jest macierz¡ symplektyczn¡ ?

O odwracalno±ci macierzy decyduje warto±¢ wyznacznika, która nie mo»e
by¢ równa 0. Mo»na to sprawdzi¢ w prosty sposób. Wykorzystujemy de�-
nicj¦ (2.7) oraz twierdzenie, w my±l którego wyznacznik iloczynu macierzy
jest równy iloczynowi ich wyznaczników

det(STJS) = detJ ⇒ detST detJ detS = detJ.

Poniewa» detJ = 1 i detST = detS, to

(detS)2 = 1 ̸= 0.

Co wi¦cej, mo»na udowodni¢, »e

detS = 1. (2.8)

Niestety � dowód, »e detS ̸= −1 nie nale»y do trywialnych i pominiemy go.
Skoro wyznacznik macierzy symplektycznej jest ró»ny od zera, to ka»da

macierz symplektyczna posiada macierz odwrotn¡ S−1, dla której

S−1S = SS−1 = I.

Czy S−1 jest równie» macierz¡ symplektyczn¡ ? �atwo to sprawdzi¢:

J = ITJI = (SS−1)TJ(SS−1) = (S−1)T(STJS)(S−1).

A poniewa» S jest symplektyczna, to ±rodkowy iloczyn wynosi J i

J = (S−1)TJS−1,

co w ±wietle de�nicji (2.7) oznacza, »e S−1 jest macierz¡ symplektyczn¡.
Okazuje si¦ przy tym, »e zwi¡zek mi¦dzy S−1 i S jest niemal równie

prosty, jak w wypadku macierzy ortogonalnych, gdzie M−1 = MT.

SS−1 = I, /STJ×
(STJS)S−1 = STJ,

JS−1 = STJ, /JT ×
JTJS−1 = JTSTJ,
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Korzystaj¡c z (2.2) dochodzimy do

S−1 = JTSTJ. (2.9)

W grupie symplektycznej mamy jeszcze jedn¡ interesuj¡c¡ wªasno±¢: ST ∈
Sp(2M). Zacznijmy od

SS−1 = I.

Podstawiamy (2.9), co daje

SJTSTJ = I.

Mno»ymy prawostronnie przez J

SJTSTJJ = J.

i uwzgl¦dniaj¡c JJ = −I oraz JT = −J z wªasno±ci (2.2), dochodzimy do

SJST = J. (2.10)

To za± jest równowa»ne stwierdzeniu, »e ST speªnia warunek (2.7), gdy»

SJST =
(
ST
)T

J
(
ST
)
= J.
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WYK�AD 8

2.2 Równania kanoniczne Hamiltona

Niech M b¦dzie liczb¡ naturaln¡ zwan¡ liczb¡ stopni swobody. Wprowa-
dzimy nast¦puj¡ce obiekty:

• Rzeczywista zmienna t b¦dzie zmienn¡ niezale»n¡ ukªadu równa« ró»-
niczkowych.

• Wektor q = (q1, . . . , qM )T nazwiemywspóªrz¦dnymi uogólnionymi.
Nale»y on do M -wymiarowej przestrzeni kon�guracyjnej.

• Wektor Q = (Q1, . . . , QM )T nazwiemy p¦dami uogólnionymi. Na-
le»y on do M -wymiarowej przestrzeni p¦dów.

• O parze zmiennych qj oraz Qj (z tym samym indeksem) mówimy, »e
s¡ kanonicznie sprz¦»one.

• Wektor ξ = col(q,Q) nazwiemy wektorem stanu. Nale»y on do
2M -wymiarowej przestrzeni fazowej.

• Funkcj¦ skalarn¡ H(ξ, t) = H(q,Q, t) nazwiemy funkcj¡ Hamiltona
lub hamiltonianem. Powinna by¢ ona funkcj¡ ró»niczkowaln¡ wzgl¦-
dem wszystkich zmiennych.

Równaniami kanonicznymi Hamiltona nazywa¢ b¦dziemy ukªad rów-
na« ró»niczkowych zwyczajnych rz¦du 2M w postaci

ξ̇ = J∇ξH, (2.11)

gdzie

ξ̇ =
dξ

dt
,

symbol J oznacza standardow¡ macierz symplektyczn¡ stopnia 2M (2.1), za±
gradient

∇ξ = DT
ξ =

(
∂

∂ξ1
,
∂

∂ξ2
, . . .

∂

∂ξ2M

)T

. (2.12)

Je±li wydzieli¢ w wektorze stanu ξ bloki zawieraj¡ce wspóªrz¦dne uogól-
nione q i p¦dy uogólnione Q, to stwierdzamy, »e ukªad (2.11)(

q̇

Q̇

)
=

(
0 IM

−IM 0

)(
∇qH
∇QH

)
,

41



mo»na rozbi¢ na
q̇ = ∇QH, Q̇ = −∇qH, (2.13)

albo, wypisuj¡c osobno pary dla ka»dego stopnia swobody i

dqi
dt

=
∂H
∂Qi

,
dQi

dt
= −∂H

∂qi
, i = 1, . . . ,M. (2.14)

Dla zadanej funkcji H, generuj¡cej prawe strony rówa« kanonicznych
(2.11), (2.13) lub (2.14), rozwi¡zaniem s¡ wspóªrz¦dne i p¦dy uogólnione
q(t) i Q(t) jako funkcje zmiennej niezale»nej t.

Równania kanoniczne maj¡ dwie podstawowe wªasno±ci, które zawrzemy
w Twierdzeniach 3 i 4.

TWIERDZENIE 3 Je»eli hamiltonian H ukªadu równa« ka-
nonicznych nie zale»y od zmiennej niezale»nej t w sposób jawny,
to jest on caªk¡ pierwsz¡ tego ukªadu, czyli

H(q,Q) = const. (2.15)

dla ka»dego rozwi¡zania q(t),Q(t) równa« kanonicznych.

A oto dowód tego twierdzenia:

DOWÓD: Je±li funkcje opisuj¡ce zale»no±¢ wektora stanu ξ(t)
od zmiennej niezale»nej t s¡ rozwi¡zaniem równa« kanonicznych
z funkcj¡ Hamiltona H(ξ, t), to zgodnie z zasad¡ ró»niczkowania
funkcji zªo»onej mamy

dH
dt

=
2M∑
j=1

∂H
∂ξj

dξj
dt

+
∂H
∂t

= ∇ξH · ξ̇ +
∂H
∂t

.

Podstawiaj¡c prawe strony równa« kanonicznych (2.11) zamiast
ξ̇, otrzymamy

dH
dt

= ∇ξH ·
(
J∇ξH

)
+
∂H
∂t

.

Rozpoznajemy w tym równaniu form¦ symplektyczn¡ (2.3)

∇ξH ·
(
J∇ξH

)
=
[
∇ξH|∇ξH

]
= 0,
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która wynosi 0 z powodu antysymetryczno±ci (2.4). Pozostaje
wi¦c

dH
dt

=
∂H
∂t

, (2.16)

co prowadzi do wniosku, »e gdy ∂H
∂t = 0, to równie» Ḣ = 0, wi¦c

hamiltonian jest staªy � jak w równaniu (2.15).

Z samej postaci równa« kanonicznych wynika kolejna wa»na wªasno±¢.

TWIERDZENIE 4 Je»eli hamiltonian H pewnego ukªadu nie
zale»y od jednej ze zmiennych kanonicznych, to sprz¦»ona z ni¡
zmienna jest staª¡ ruchu:

∂H
∂qi

= 0 ⇒ Qi = const.

∂H
∂Qi

= 0 ⇒ qi = const.

Wida¢ to wprost ze struktury równa« (2.14).

Zmienna, która nie wyst¦puje w funkcji Hamiltona nosi nazw¦ zmiennej
cyklicznej.

2.3 Kanoniczne nawiasy Poissona

Niech ξ oznacza 2M -wymiarowy wektor stanu col(q,Q) w przestrzeni fazo-
wej, za± F i G dowolne funkcje skalarne zmiennych ξ. Zaªó»my tak»e, »e
ewolucja wektora stanu ξ zadana jest funkcj¡ Hamiltona H.

Stawiamy teraz pytanie, jak wygl¡da pochodna dowolnej funkcji F (ξ, t)
wzgl¦dem zmiennej niezale»nej t ? Korzystaj¡c z zasady ró»niczkowania
funkcji zªo»onej uzyskujemy prosty wzór

Ḟ (ξ, t) = ∇F · ξ̇ +
∂F

∂t
= DξF ξ̇ +

∂F

∂t
,

gdzie ∇ oznacza ∇ξ. Si¦gaj¡c do równa« Hamiltona zast¦pujemy ξ̇ przez
praw¡ stron¦ (2.11) i otrzymujemy

Ḟ = (∇F )TJ∇H+
∂F

∂t
= [∇F |∇H] +

∂F

∂t
. (2.17)

W powy»szym wzorze pojawiª si¦ wa»ny obiekt matematyczny zwany kano-
nicznym nawiasem Poissona.
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Kanonicznym nawiasem Poissona dwóch funkcji F i G nazywamy opera-
tor ró»niczkowy {F,G} zde�niowany jako

{F,G} = (∇F )TJ∇G = [∇F | ∇G] =
M∑
i=1

(
∂F

∂qi

∂G

∂Qi
− ∂F

∂Qi

∂G

∂qi

)
. (2.18)

Tam, gdzie b¦dzie to wa»ne, dodawa¢ b¦dziemy do nawiasu Poissona in-
deks informuj¡cy o zmiennych kanonicznych wzgl¦dem których liczone s¡
pochodne cz¡stkowe. Na przykªad, we wzorze (2.18) mamy {F,G}ξ.

Wprowadzaj¡c nawias Poissona mo»emy zapisa¢ równania kanoniczne
(2.11) w jeszcze prostszej postaci

ξ̇ = {ξ,H}, (2.19)

a dla dowolnej funkcji F (ξ, t), w ±wietle równania (2.17),

dF

dt
= {F,H}+ ∂F

∂t
. (2.20)

Nawias Poissona posiada zarówno wªa±ciwo±ci typowe dla ka»dego linio-
wego operatora ró»niczkowego (liniowo±¢ i dziaªanie na iloczyn) jak i wªasno-
±ci zbli»one do iloczynu wektorowego (antysymetria, to»samo±¢ Jacobiego).

1. Antysymetryczno±¢:
{F,G} = −{G,F}. (2.21)

Oczywista konsekwencj¡ antysymetryczno±ci jest

{F, F} = 0.

2. Linowo±¢. Dla dowolnych funkcji F,G,H i staªych α,β zachodzi,

{αF + βG,H} = α{F,H}+ β{G,H}. (2.22)

W ±wietle wªasno±ci (2.21) oznacza to w istocie dwuliniowo±¢ nawiasu
Poissona (liniowo±¢ ze wzgl¦du na oba argumenty).

3. Dziaªanie na iloczyn funkcji:

{FG,H} = F{G,H}+G{F,H}. (2.23)

Tak»e i ta wªasno±¢ dotyczy równie» drugiego argumentu.
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4. To»samo±¢ Jacobiego:

{{F,G},H}+ {{G,H}, F}+ {{H,F}, G} = 0. (2.24)

Dla porównania, dowolne trzy wektory a, b, c ∈ R3 speªniaj¡

(a× b)× c+ (b× c)× a+ (c× a)× b = 0.

Wªa±ciwie nale»aªoby stwierdzi¢, »e ka»dy operator speªniaj¡cy warunki
1-4 nazywamy nawiasem Poissona, natomiast szczególny przypadek (2.18)
to kanoniczny nawias Poissona.

Warto te» wiedzie¢, »e dla funkcji zªo»onej F (G(ξ)) mamy

{F (G(ξ)),H(ξ} = F ′(G) {G,H} , (2.25)

a wi¦c obowi¡zuje standardowa reguªa ró»niczkowania funkcji zªo»onej.

CDN
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