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Rozdziat 1

Zagadnienie N cial

1.1 Sformulowanie zagadnienia w dowolnym ukla-
dzie inercjalnym

Zagadnienie N cial mozemy $§miato uznaé¢ za jeden z najwazniejszych i naj-
starszych probleméw mechaniki nieba. Zwiezle mozna wyrazi¢ to zagadnienie
nastepujaco:

Okredli¢ ruch uktadu N punktéw materialnych pod wptywem ich
wzajemnego przyciggania.

Podana definicja wymaga jednak rozwiniecia. Zacznijmy od tego, co rozu-
miemy przez ,okredlié ruch”: w najdalej idacej wersji oznacza to podanie
jawnej zaleznosci potozen i predkosci wszystkich punktéw materialnych od
czasu, ale czasem poprzestajemy na stabszych wymaganiach — na przyktad
chcemy znaé¢ tylko sam ksztalt orbit cial. Z kolei przez punkty materialne
mozemy takze rozumie¢ kule z izotropowym rozktadem gestosci (por. wzory
opisujace potencjat kuli we Wstepie do mechaniki nieba).

Latwo sobie uswiadomié, ze formutujac zagadnienie N cial siedemna-
stowieczni mechanicy nieba i ich nastepcy mierzyli wysoko: chodzito prze-
ciez o poznanie przesztosci i przysztosci Uktadu Stonecznego, a nawet catego
Wszechdwiata. Pierwszy sukces, jakim bylto rozwiazanie przypadku N = 2
(zagadnienia dwoch ciat), nie zostal jednak powtorzony ani dla dowolnego IV,
ani nawet dla jakiej$ konkretnej wartosci N > 2. Po trzech stuleciach badani
zagadnienie to pozostaje nierozwiazane, a rozw6j mechaniki nieba polega
na coraz lepszym rozumieniu, czemu nie mozna go rozwigza¢ w przypadku
ogdlnym i jak daleko mozemy sie posunaé w rozwiazywaniu jego przypadkéw
szczego6lnych lub konstruowaniu rozwiazan przyblizonych.



Jak wiemy, sity grawitacji mechaniki klasycznej sg sitami potencjalnymi,
wiec nic nie stoi na przeszkodzie, aby analizowaé¢ zagadnienie N cial w ra-
mach formalizmu kanonicznego. Na poczatek do opisu ruchu uzyjemy wek-
tora wspolrzednych uogolnionych r € R3V sktadajacego sie z N wektorow
potozenia poszczegdlnych mas w wybranym uktadzie inercjalnym,

r=col(ry,re,...,TN)

ze wspolrzednymi kartezjanskimi r; = (2;, v, z;) T . Symbolem col oznaczamy
wektor kolumnowy zbudowany ze wspotrzednych kolejnych wektoréw wymie-
nionych w nawiasie. Podobnie, wektor pedéw uogolnionych R € R3Y | bedzie
sie sktadatl z N pedéw newtonowskich (iloczyn masy i predkosei)

R =col(Ry,Ry,...,Ry),

gdzie R; = (X;,Y;, Z;)". Mamy wiec wektor stanu w 6 N-wymiarowej prze-
strzeni fazowej

E = COI(Tv R)a

i pozostaje nam ustalenie funkcji Hamiltona dla tego zagadnienia, ktéra po-
winna by¢ suma energii kinetycznej i potencjalne;j.

Potencjat uktadu N punktéw materialnych uzyskujemy sumujac poten-
cjaty kolejnych par punktéw, a zatem

(1.1)

gdzie k — stata Gaussa, m;, m; — masy cial, za§ A;; oznacza odlegtos¢ miedzy
ciatami ¢ oraz j

A= liry = rill = (= 2+ (0 —0? + (55— =% (1)

Poniewaz A;; = Aj;, wzor (1.1) zawiera jedynie N (N —1)/2 réznych wyra-
z6w, co tlumaczy pojawienie sie czynnika % (oddzialtywanie wzajemne kazdej
pary pojawia sie we wzorze dwa razy, co wymaga korekty). Czasem wygodniej
jest przeprowadzi¢ sumowanie tak, aby oddzialywanie kazdej pary wchodzito
do sumy tylko raz. Uzywamy wtedy postaci

k2 m; m;
Z Z — =4 (1.3)

=1 j=i+1 |T’] TZH



Poniewaz energia kinetyczna ma postaé

N
T(R) =)

i=1

R?

2mi’

(1.4)

funkcja Hamiltona H nie zalezy jawnie od czasu i mozemy ja zapisaé w

postaci sumy
H(r,R) =T(R) + Vn(r), (1.5)

gdzie energia kinetyczna dana jest wzorem (1.4), za$ energia potencjalna
moze mieé¢ jedna z dwoch rownowaznych postaci (1.1) lub (1.3).
Kanoniczne réwnania ruchu otrzymywane z (1.5) maja postaé

R,
mi
1
R;
. m;
T
Ry
’i‘N mN
. — = N kJ2 1
i, JVH s, Z%jmj (r; — 1) : (1.6)
3 k2 i .
R Zj’vzl,j;éi AL (r; —7)
RN ZN—l k‘2 my m;

j=1 Tm(rj - TN)

gdzie J oznacza standardowa macierz symplektyczna
g—( O~ Isw
Iy O3y )’

V=Ve= col(Vy,VR).

za$ operator V to

1.2 Calki ruchu zagadnienia N cial

Poniewaz znane nam zagadnienie dwoch cial mozemy uznaé¢ za przypadek
szczegblny zagadnienia N cial, sprawdzimy czy calki ruchu zagadnienia dwoch
cial daja sie uogélni¢ na przypadek dowolnej liczby punktéw materialnych.



1.2.1 Calka sil zywych (energii)

Ogromna zaleta formalizmu kanonicznego jest fakt, ze catka energi wynika
juz z samego faktu istnienia niezaleznej od czasu funkcji Hamiltona (1.5), a
zatem mamy

H(r, R) = const. (1.7)
Calka energii (sit zywych) jest catka skalarng.

1.2.2 Calki $rodka masy (barycentrum)

Przyjrzyjmy si¢ prawym stronom réwnan (1.6). Jesli zsumowa¢ wszystkie
wektory R;, to otrzymamy

YR o= > Aiéj(""j —-r;)) =0, (1.8)
i=1

i=1j=1,j#i (]

ze wzgledu na symetrie poszczegolnych par wyrazéow (n.p. i = 1,j = N oraz
i=N,j=11itd.).
Calkujac obie strony (1.8) otrzymujemy trzy caltki ruchu

N
ZRi = a = const, (1.9)
i=1

zalezne od statych ruchu a € R3. Jegli przypomnimy teraz zwiazek miedzy
pedami a predkosciami cial, to mozemy przepisaé catki (1.9) w postaci

N
Z m; 7"Z = a.
i=1

Elementarne catkowanie prowadzi do kolejnych trzech caltek ruchu

N
> miri=at+b, (1.10)
=1

w ktorych pojawily sie trzy nowe stale ruchu b € R3.

Szesé catek ruchu (1.9) i (1.10) nazywamy catkami srodka masy (mniej
poprawnie, cho¢ powszechnie — catkami barycentrum). Nazwa jest o tyle
uzasadniona, ze poltozenie srodka magy uktadu N cial dane jest wektorem

N o
rp = M7 (1.11)

N
Doim1 My
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a w takim razie mamy

rg= —. 1.12

B > ZJ\L i ( )
Innymi stowy, uktad odniesienia zwiazany z barycentrum uktadu N ciat jest
uktadem inercjalnym, gdyz w wybranym uktadzie inercjalnym porusza sie ru-
chem jednostajnym prostoliniowym. Warto zwrdéci¢ uwage, ze w uktadzie ba-
rycentrycznym suma pedéw jest wektorem zerowym, gdyz oczywiscie uktad

spoczywa wzgledem samego siebie i mamy a = 0, co w $wietle (1.9) prowadzi
do o, R = 0.

1.2.3 Calki momentu pedu (p6l)

Catkowity moment pedu uktadu N cial jest suma poszczeg6lnych momentdw
pedu, to znaczy

N N
G:z:lGi:Zri x R;. (1.13)
1= =1

Mozemy teraz sprawdzié, ze wektor G jest staly podczas ruchu uktadu. Roz-
niczkujac (1.13) dostajemy

N

Z(Tz x R; +r; XR,)

i=1
Jedli podstawié prawe strony rownan (1.6) w miejsce 7; oraz R;, to docho-
dzimy do

N k2 m;m
Z(,XRMLTZX > AT ](Tj—ri))-

i J=1,j#i ij

Pamictajac, ze dla kazdego wektora v X v = 0, upraszczamy G do postaci

N k2 m; m;

Z 7A T X T = 0.
i=1j=1,j7#i 4

W ostatnim kroku wykorzystaliSmy po raz kolejny antysymetrie sumowanych

wyrazéw — podobnie jak przy wyprowadzeniu calek barycentrum.

W ten sposob udowodnilismy, ze istnieja kolejne trzy catki zagadnienia
N ciatl

N
G = Zri x R; = const, (1.14)
i=1
zwane catkami momentu pedu lub catkami pol.



1.3 Niecalkowalno$¢ zagadnienia N cial

Uktad rowan rézniczkowych rzedu M uznajemy za catkowalny (tzn. rozwia-
zywalny) jesli znajdziemy jego M — 1 niezaleznych calek pierwszych. Liczba
M — 1 bierze sie stad, ze kazda catka ruchu obniza rzad uktadu o 1, ale
nie musimy obniza¢ rzedu az do zera, gdyz réwnanie rézniczkowe pierwszego
rzedu potrafimy rozwiazaé. Co prawda, dla uktadu kanonicznego rzedu 2K
wystarcza do catkowalnosci K calek pierwszych w inwolucji (tzn. takich,
ze ich nawiasy Poissona sa rowne 0), ale nie bedziemy z tego twierdzenia
korzysta¢ w obecnych rozwazaniach.

Jedli policzy¢ catki znalezione w poprzednim rozdziale, to bez wzgledu
na liczbe cial N otrzymaliémy 10 niezaleznych catek ruchu (1 energii + 6
barycentrum + 3 pol). Wiecej catek ruchu dla dowolnego N nie da sie zna-
lez¢, co pod koniec XIX wieku udowodnili najpierw Heinrich Bruns (1887) i
Henri Poincaré (1896) dla N = 3 a nastepnie Paul Painlevé (1898) dla do-
wolnego N. (Twierdzenie Brunsa-Poincarégo przedstawione jest w Dynamice
analitycznej Whittakera). W najnowszej wersji (E. Julliard-Tosel, 2000) to
klasyczne twierdzenie brzmi:

W newtonowskim zagadnieniu N cial z N > 3 w przestrzeni RP,
gdzie 1 < p < N, kazda catka pierwsza, ktora jest algebraicznal
wzgledem potozen, peddéw i czasu jest algebraiczng funkceja catek:
energii, momentu pedu (p(p—1)/2 sktadowych) oraz barycentrum
(2p sktadowych).

Ograniczmy sie do klasycznego p = 3. Jedli nie mozna znalezé¢ innych
calek niz wyzej wymieniona dziesiatka, to brakuje nam 6/N — 11 i musimy
uznaé, ze dla N > 2 zagadnienie jest niecatkowalne. Innymi stowy, nie po-
trafimy rozwiazaé zagadnienia N ciat dla N > 2.

A jak wyglada sytuacja dla N = 2 ? W zasadzie brakuje nam jednej catki
ruchu, ale pamietajmy, ze poprzedni rozdziatl nie uwzglednit catki Laplace’a,
ktora pojawia sie tylko i wylacznie w zagadnieniu dwdéch cial.

'Funkcja y = f(z) jest algebraiczna stopnia n, jeli spetnia réwnanie Z;:O wj(z)y! =
0, gdzie w;(x) sa wielomianami.



WYKLAD 2

Czy stwierdzenie niecatkowalnosci zagadnienia N ciatl zamyka caly pro-
blem 7 Na pewno nie. Jest to zagadnienie zbyt wazne, aby mozna bylo w tym
momencie umy¢ rece. Checemy znaé przyszte i przeszte konfiguracje planet i
ksiezycow, stawiamy pytania o ewolucje gromad gwiazdowych i galaktyk a
wszystkie te pytania wymagaja rozwiazywania zagadnienia IV cial. Jesli wiec
mamy do czynienia z zagadnieniem niecaltkowalnym w przypadku ogélnym,
to musimy probowac

1. znaleZé szczegdlne przypadki, ktore posiadaja rozwiazanie doktadne,

2. zastosowaé¢ metody, ktore dostarcza nam przyblizonego rozwiazania,
waznego na pewnym okre§lonym odcinku czasu,

3. zbadaé ruch w sytuacji, gdy przyciaganie jednego z cial jest znacznie
silniejsze niz wzajemne przyciaganie pozostatych.

Punkt 1. zaowocowal wykryciem i badaniem tzw. konfiguracji centralnych;
nie bedziemy tu omawiac ich blizej, ale przedstawimy je w zagadnieniu trzech
cial. Punkt 2. dotyczy tzw. metod numerycznych a punkt 3. — metod anali-
tycznych mechaniki nieba. Kazdej z nich poswiecimy wiecej miejsca w przy-
sztosci.

Tak czy inaczej, musimy zastanowi¢ sie nad wykorzystaniem znanych
catek do sformutowania rownan ruchu w postaci wygodniejszej niz (1.6).

1.4 Wazniejsze typy réwnan ruchu stosowane w za-
gadnieniu N cial

1.4.1 Plaszczyzna niezmiennicza i zmienne barycentryczne

Rownania ruchu (1.6) zostaly wypisane w dowolnym uktadzie inercjalnym i z
tego wzgledu bywaja nazywane ,absolutnymi”. Zauwazmy jednak, ze umiej-
scowienie takiego uktadu w przestrzeni jest raczej ktopotliwe. Aby wprowa-
dzi¢ bardziej dogodny uktad odniesienia, wykorzystamy catki barycentrum
(1.9) i (1.10) oraz calki pol (1.14).

Pamietamy, ze uktad zwigzany ze Srodkiem masy N cial jest inercjalny. A
zatem zacznijmy od umieszczenia §rodka uktadu wspotrzednych w barycen-
trum uktadu. Mozemy wiec uzywaé¢ dotychczasowych symboli r» i R, uznajac
jedynie, ze teraz sa to potozenia i pedy mierzone wzgledem barycentrum. W
uktadzie takim wektor érodka masy to rg = 0 i stale barycentrum sa réw-
niez zerowe (a = b = 0). Polozenie §rodka masy wzgledem dowolnego z N



cial mozna tatwo wyliczy¢ z (1.11). Na przyktad, jesli znamy tylko wzgledne
wektory polozenia N — 1 cial mierzone od ciata pierwszego u; = r; —r; dla
t=2,...,N, to warunek

N N
Zmiri =mi7T +Zmi (ui —|-’I‘1) = 0,
i=1 =2

pozwala na umiejscowienie barycentrum wzgledem masy m;. Punkt ten be-
dzie miat wzgledem my wspélrzedne —ry czyli

W podobny sposéb mozna wykorzystaé¢ warunek

N
Z mzn =0
i=1

do wyznaczenia predkodci barycentrum wzgledem jednej z mas.

Ustalenie srodka uktadu wspoétrzednych to jeszcze nie wszystko. Musimy
znaé kierunki jego osi i mie¢ pewno$é, ze sa one state wzgledem ,absolutnych”
kierunkéw newtonowskiego Wszech§wiata. Co prawda, od strony czysto for-
malnej mozna by sie zdecydowaé na przypadkowy wybor kierunkéw osi, na
przyktad wybierajac dwa ciata i prowadzac ptaszczyzne Oxy przez barycen-
trum oraz punkty, w ktérych ciala te znajduja sie w momencie ty. Istnieje
jednak ciekawszy sposdéb wyboru kierunkéw osi, ktéry umozliwiaja nam caltki
pol. Z catek pol wynika statosé kierunku wektora catkowitego momentu pedu
G, bedaca kluczem do wprowadzenia tak zwanej ptaszczyzny niezmiennicze].

Plaszczyzna niezmiennicza uktadu N ciat przechodzi przez jego
barycentrum i jest zorientowana tak, aby wektor G byt do niej
normalny.?

Wprowadzajac ptaszczyzne niezmiennicza okresliliSmy jedynie kierunek osi
Oz i ptaszczyzne Oxy. Pozostaje wybor kieunku osi Oz, ale jest to problem
drugorzedny. Na przyktad, mozna ustali¢ potozenie osi Ox uzgadniajac ja
z rzutem jednego z wektoréw polozen r; na plaszczyzne Oxy w wybranym
momencie czasu tg.

2Plaszczyzna niezmiennicza bywa nazywana plaszczyzng Laplace’a, ale ta druga nazwa
moze pojawié sie 1 w innych zagadnieniach (ruch satelitow splaszczonej planety) gdzie
posiada odmienne znaczenie.



Jak widaé¢, uktad barycentryczny ma te zalete, ze mozna go zdefinio-
wac niejako wewnatrz uktadu N cial, bez zadnych informacji o absolutnym
uktadzie wspétrzednych. Jest on czasem wykorzystywany do badania Uktadu
Stonecznego jako szczegdlnego przypadku zagadnienia N ciat. Dynamiczna
specyfika Ukladu Stonecznego polega na tym, ze wiekszoé¢ masy skupiona
jest w Storicu, a wiec barycentrum znajduje sie blisko srodka Storica, nato-
miast gtéwny wklad do orbitalnego momentu pedu (mierzonego wzgledem
barycentrum) wnosza planety. Wiekszos¢ planet porusza sie w odlegltosci
kilku stopni od plaszczyzny niezmienniczej (Ekliptyka nachylona jest do niej
o okoto 1°5).

Na zakoriczenie powtérzmy, ze w ukltadzie barycentrycznym obowigzuje
funkcja Hamiltona (1.5) i réwnania ruchu (1.6), z dodatkowymi warunkami

N N
Zmiri :0, ZRL =0. (1.15)
i=1 i=1

Warunki te mozna wykorzysta¢ do obnizenia rzedu uktadu (1.6). Na przy-
ktad, mozna usunaé¢ z uktadu réwnania dla 7 i Ry, przy czym pojawiajace
sie w prawych stronach pozostalych réwnan wielkosci r1, Ry zastepujemy
wektorami

N
r = —— m; T, RIZ_ZRi'
i=2 i=2
Redukcja taka wyglada do§¢ atrakcyjnie, ale w praktyce stosowana jest dosé
rzadko, gdyz z punktu widzenia metod analitycznych komplikuje ona postaé
réwnan ruchu, zas z punktu widzenia metod numerycznych pozbawia nas
mozliwodci kontroli wynikéw poprzez sprawdzenie zachowania calek srodka
masy.

1.4.2 Klasyczne réwnania ruchu wzglednego

Zagadnienie dynamiki Uktadu Stonecznego lub uktadu ksiezycoéw planety su-
geruje nam, aby uprosci¢ rozwazania przez odniesienie potozen i predkosci
do wyrdznionego punktu materialnego, takiego jak Storice czy planeta cen-
tralna. Wybieg taki obniza rzad uktadu réwnan o 6 i stosowany byt juz od
zarania mechaniki nieba. Aby wyr6zni¢ jedno z cial przyjmijmy dla niego
indeks 0 a pozostate ciata numerujmy od 1 do N — 1.

W klasycznym ujeciu operujemy wzglednymi wektorami potozenia, pred-
kogci i przyspieszenia

u; =7r; —ro, ’lli :7'“1'—7"0, UZ :’fi—fo, (1.16)



dlai=1,..., N — 1. Oczywiscie, ug = 0, zas
Ty —Ti=Uj — Uy. (1.17)

Jak wygladaja wtedy rownania ruchu 7 Wro¢my do rownan (1.6), przecho-
dzac od R; do #; = R;/m;. Mamy wtedy

N-1 kQ s
iy o= Y —g2(rj—ro),
j=1 07
N-—1 2
P, = Z AS,]<TJ_Ti)’ i=1,...,N—1.
J=0,j#i LY

Odejmujac stronami 7; — 7o otrzymamy

N-1 2 N-1,2
T, — Ty = ;Z | A3.] (rj—mr;) — 4 Ag-] (rj—mro) =
j=0,57#1 v j=1 ]
N-1 ;92 N-1 ;2
k k i
= X Al ) - T =
j=0,j7#i 17 j=1 Hu]H
k2 mo N=log2 o
T T 3 (u —wi)| —
! J=L1j#i J
k2 m; + Nl k2 m;
a2 4= MlP
J=15#1

W ten sposob otrzymaliémy 3N — 3 réwnan drugiego rzedu

. k* (mo + m;) R 2 Ui —Uj | U
Jj=1,j#i tJ J
gdzie
Aij = |luj — wil|-

Rownania (1.18) maja w zasadzie posta¢ zaburzonych zagadnient wzglednych
dwoch cial dla mas mg i m;, i jesli tylko m; < my, jak to jest w Ukladzie
Stonecznym, mozna traktowaé ruch planet jako nieznacznie rézniacy sie od
keplerowskiego (w kazdym razie, na krotkich odcinkach czasu ...).

Istotnym mankamentem klasycznych réwnan ruchu wzglednego jest brak
potencjatu i — co za tym idzie — ich niekanoniczny charakter oraz brak catki
energii. Nie istnieje potencjat, z ktérego mozna by otrzymaé wszystkie prawe
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strony rownan (1.18). Mozna co najwyzej wprowadzi¢ N — 1 pseudopoten-
cjatow” V;, dla ktérych
u; = —V;Vi,

gdzie V; = 8’9—%_ oznacza wektor pochodnych czastkowych wgledem sktado-
wych u;. ,Pseudopotencjaty” V; dane sa wzorami

k:2(m0 + ml) N-l 9 1 U; - Uj
V; = e ;Z Ak: m; A, | (1.19)
J=1,j#i J

Wyrazenie objete sumowaniem nazywamy funkcja perturbacyjng (zaburza-
jaca), przy czym pierwszy wyraz w nawiasie kwadratowym nazywamy jej
czedcia glowna a drugi — czescig posrednia. Cze$¢ gtoéwna opisuje bezpo-
éredni wptyw N — 2 cial na ¢-ta mase, natomiast czeé¢ posrednia opisuje
nieinercjalnoé¢ uktadu wspétrzednych odniesionego do masy mgy wywotana
przyciaganiem tej masy przez pozostalte ciata.

W klasycznych teoriach analitycznych opisujacych ruch planet, réwnania
(1.18) stanowia punkt wyjécia do sformutowania N — 1 ukladéow réwnan
planetarnych Lagrange’a dla keplerowskich zmiennych oskulacyjnych N — 1
planet.

11



WYKELAD 3

1.4.3 Kanoniczne réwnania ruchu wzglednego — zmienne Poin-
carégo

Przeniesienie uktadu wspotrzednych do jednego z cial jest zaréwno pozadane
matematycznie (obnizenie rzedu rownan) jak i fizycznie zrozumiate (wyr6z-
niona rola masy centralnej). W wydaniu klasycznym placimy za nie brakiem
funkcji Hamiltona. Istnieja dwa gtéwne sposoby kanonicznego opisu réwnan
ruchu wzglednego: wykorzystujace zmienne Jacobiego i zmienne Poincarégo.
Zaczniemy od tych drugich.

Zostaly one zaproponowane pod koniec XIX w. przez Henri Poincarégo
na podstawie prac Radaua. Wprowadzmy, podobnie jak w poprzednim para-
grafie, polozenia wzgledne odniesione do masy mg — z tym, ze wektor ug nie
bedzie rowny 0, lecz bedzie oznaczal potozenie masy centralnej wzgledem ba-
rycentrum uktadu. Jesli wiec r; oznacza barycentryczne wektory potozenia,
to

upg = ro, u; =r; —ro, izl,..wN*l. (120)

Zauwazmy, ze transformacja jest liniowa: nowe potozenia
u = col(ug,uy,...,un_1),
mozna powigzac ze starymi
r =col(rg,r1,...,7N_1),

WZorem macierzowym
u=Ar, (1.21)

gdzie A jest macierza blokowg 3N x 3N

I; 03 --- O3
~I; I3 --- Oy

A= . ) (1.22)
~I; 03 --- I

sktadajaca sie wylacznie z macierzy jednostkowych 3 x 3 oznaczonych I3 i
macierzy zerowych 03, ktorych trzy kolumny i trzy wiersze zawieraja wy-
tacznie zera.

Warto juz teraz zapytac, jak wyglada transformacja odwrotna

r=A"lu.
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Zamiast wprost odwraca¢ macierz A wystarczy przyjrzeé sie zwiazkom (1.20),
ktorych odwroécenie prowadzi do

ro=uy, Ti=ug+u;, t=1,...,N—1,
a zatem
I; 03 --- O3
Ao | BB ] (1.23)
I; O I3

Zauwazmy, ze przy okazji upewniliSmy sie co do odwracalnosci transfor-
macji 7 < u, a wiec mozemy teraz postawi¢ problem znalezienia nowych
pedoéw

U= COI(UOa Ula R UN—I)a
ktére powinny byé zalezne, réwniez liniowo, od barycentrycznych pedéw
R = COI(R(), Rl, ce 7RN—1)~

Jest to zagadnienie rozszerzenia kanonicznego liniowej transformacji punk-
towej, ktore rozwazaliSmy w Matematycznych podstawach mechaniki nieba
(Twierdzenie 5, wzor (3.23)). W swietle otrzymanych tam wynikow, trans-
formacja bedzie kanoniczna gdy

U=ATR. (1.24)
Transponujac (1.23) mamy

I; I - I
0; I3 --- O3
AT = . : (1.25)
03 03 --- I
A zatem, dla Uy mamy, zgodnie z (1.15),
N-1
Us= Y Ri=o0. (1.26)
i=0
natomiast dla wszystkich pozostatych ciat
U =R;, i=1,...,N—1. (1.27)
Jak wida¢, interpretacja zmiennych wzglednych (heliocentrycznych) Poin-
carégo jest bardzo prosta: polozenia planet odniesione sg do masy gltéwne;j
(Stonica) a pedy do barycentrum. Z tego tez wzgledu mozna czasem spotkac

je pod nazwa ,zmienne demokratyczne”, ktéra ukuli Levison i Duncan pod
koniec lat 1990.
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Funkcja Hamiltona

Zdefiniowawszy polozenia i pedy (w,U)T musimy jeszcze znalezé postaé
funkcji Hamiltona K(u, U). Zacznijmy od energii kinetycznej, ktéra w zmien-
nych barycentrycznych miata postaé¢ (1.5)

N-1
oy B

)
i=0 2m;

(uwzgledniliémy zmiane zakresu indeksu z 1,...,N na 0,...,N —1). W
swietle (1.27) mozemy wylaczy¢ przed znak sumy Ry i przepisa¢ T' w postaci

r; " u?
T = O+Z )

_2m0 Zmi'

i=1
Ale jak wyrazi¢ ped Ry przy pomocy U 7 Rozpisujac wlasciwosé (1.26) jako

N-1
Ry + Z R, =0,
=1

i podstawiajac R; = U, dla i # 0, dostajemy

2

1 N-—1 N—-1 U2
T=— Uu,| + L,
2m0 (; > ; 2mi

Aby uporzagdkowaé wyrazy w kwadracie sumy i wylaczyé z nich sume kwa-
dratéow pedéw, przedstawmy kwadrat sumy w postaci tablicy

Ui U,-U; U -Us
U, U, Ui U, Us;
Us U, Us-Uy U3

Pamietajac o symetrii U; - U; = U - U;, mozemy napisac¢

N-1 2 ~1 N—2 N—1
(Z Ui) =Y U} +2 U;-Uj,

i=1 i=1 i=1 j=i+1
a zatem
N1y 1 , 1 M=z
T=3 2 <m+m> Ui+ — Zzlj;lUi-Uj. (1.28)



Energia potencjalna V' nie sprawia zadnych trudnosci. Wystarczy rozréz-
ni¢ we wzorze (1.7) dwa przypadki: te dla ktorych i = 0, gdy

Aoj = [Irj = roll = wj,

oraz pozostalte, gdy i # 0 oraz

Ajj = lrj —rill = [Ju; — |-
Mamy wiec
N—2 N—-1 k2msm.; N— K2mom.; N—2 N-1 kaZm
vooy y Hmmy 5 Emem 5 s A 129)
i=0 j=i+1 i j=1 i=1 j=i+1

i ostatecznie funkcja Hamiltona przybiera postaé

N-2 N-1

mom i=1 j=i+1
N—-1 ;2 N-2 N-1 ;92
k k“mom; Z k mzm]
(1.30)
=1 =1 j=1+1

Pamietajmy jednak, ze jest to funkcja Hamiltona uktadu zredukowanego,
gdyz wyeliminowalismy z niej ped U przy pomocy catki barycentrum (1.26).
A zatem nie mozna uzy¢ K do badania ruchu zmiennych ug i Uy, ale znajac
wszystkie pozostate zmienne tatwo mozemy wyliczy¢ ich wartosci.

Rownania ruchu

Wprowadzajac zmienne wzgledne Poincarégo osiagnelismy redukcje stopni
swobody uktadu N cial z 6N do 6(N — 1) i funkcji Hamiltona K z rownania
(1.30) uzywamy jedynie do tworzenia réwnan ruchu zmiennych u;, U; dla
1> 1

N-1

U; 1
i ={uKh= Tt o3 U (1.31)
. k2 ; Nl g2imam;
Ui ={Us K} = —7TZ§m u; — Z 7m3m] (u; —uj). (1.32)
i j=1,j#i i

Jesli zrézniczkowaé obie strony réwnan (1.31) i skorzystac¢ z (1.32), to prze-
konamy sie, ze rownania te sa formalnie rownowazne klasycznym (1.18). W

15



poréwnaniu z klasycznymi rownania te maja jednak istotna przewage — po-
siadaja funkcje Hamiltona i sg kanoniczne. Jednak fakt, ze predkosci 4; nie sa
wprost proporcjonalne do odpowiednich pedéw U, spowodowal, ze zmienne
Poincarégo nie miaty dobrej reputacji przez prawie 100 lat, choé¢ przeciez ten
sam mankament wykazuje na przykitad powszechnie uzywany uktad rotuja-
cych osi...

W sytuacji gdy masa myg jest znacznie wieksza od pozostatych m; okazuje
sie, ze mozna rozbi¢ funkcje Hamiltona K na dwie czesci

K =Ko+ Ky,

dla ktorych |[Ko| > |K1|. Sciglej rzecz biorac, mamy

N-1 N-1 ;92
1 1 k“momy;
Ko = =Y —U;- , (1.33)
2 =1 mi =1 Ui
N-1 N-2 N-1 N-2 N-1 ;9
1 1 k*m;m
R LT 9 DR TR Sl Dl L
mo = mo 357 ;55 i=1 j=i+1 i
N-1 2 N-2 N-1 ;9
1 k*m;m;
o (Fo) E R e "
Mo \ ;= i=1 j=i+1 ij

przy czym czesé Ko opisuje ruch bedgcy prostym ztozeniem N — 1 zagadnien
dwoch ciat z zaniedbywalng masa planet, natomiast K; wytwarza zaburzenia
ruchéw Keplerowskich wynikajace z wzajemnego przyciagania N — 1 mas.

Na zakoticzenie dodajmy, ze zmienne wzgledne Poincarégo nie naruszaja
definicji ani wartosci momentu pedu uktadu. Jesli G jest barycentrycznym
momentem pedu zdefiniowanym jak w (1.13), to mamy

N-1 N-1
G=)> rixRi=)» u;xU,. (1.35)
=0 i=1

W ostatnim wyrazeniu opusciliémy ug x Uy, gdyz Uy = 0.
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Rysunek 1.1: Ladcuch barycentryczny definiujacy zmienne Jacobiego.

WYKLAD 4

1.4.4 Kanoniczne réwnania ruchu wzglednego - zmienne Ja-
cobiego

Pora teraz na zmienne Jacobiego, ktérym poswiecimy mniej miejsca. Ich
ewentualna przewaga nad zmiennymi Poincarégo pojawia sie w specyficznych
przypadkach i niemal wylacznie przy matej liczbie N. Wynika to z dosé
ztozonych zwigzkow miedzy wspoétrzednymi a odleglodciami wzglednymi.

Aby zdefiniowa¢ zmienne Jacobiego r*, R* jako funkcje zmiennych ba-
rycentrycznych r, R, wprowadzimy pomocniczy symbol

k
My, =>"m;. (1.36)
=0

Wspblrzedne r* zadajemy poprzez tak zwany tancuch barycentryczny
(por. rys. 1.1). Potozenie masy mj jest odniesione do masy my, a wiec

k
T =U; =T1—To,

ale juz polozenie masy mo (wektor r3) okreslamy wzgledem barycentrum B
uktadu dwoéch cial mg i mq. Polozenie masy mg okreslamy wzgledem bary-
centrum Bo uktadu trzech cial mg, m1, mo itd.
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Zarowno ,zerowe” polozenie r{ jak i ped Rj sa rowne zero, ale nie toz-
samodciowo, tylko poprzez calki §rodka masy

i} 1 N-1 i} N-1
= e kz:% mpry =0, RY= kz:% R; = 0. (1.37)

=
= , 1.38
r; T Mo ’;)mkrk (1.38)
1 i—1
‘ k=0
Odwracajac transformacje otrzymujemy
N
rg = —kz ﬁkr;;, (1.40)
=1
Mioy , & omy
r, = r; — Z —ry, (1.41)
Mi k=i+1 Mk
N-1 px
R;,
Ry = —m 1.42
0 02 gy (1.42)
N-1 R;
;= Rf—m; . 1.43
Rﬂ 1 my Z Mk;_l ( )

k=i+1

Jesli chodzi o funkcje Hamiltona K* = T4 V| opisujaca ruch zredukowa-
nego ukladu rzedu 6(NN — 1) w zmiennych Jacobiego, to energia kinetyczna
ma postac prosta

1 M R; - R}

Z

Rl (1.44)

natomiast energia potencjalna kompllkuje sie w sposéb zatrwazajacy, gdyz
pomijajac
Ao, = r1ll,
wszystkie pozostale odlegloéci wzajemne A;; s skomplikowanymi funkcjami
wielu réznych 3, gdyz
Aij = [lrj —rill,
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i w swietle wzoru (1.41)
* * *
Aij = Aij(rp’ Tp+io--- S TN_1)s

gdzie p = min(7,j). To wlasnie posta¢ energii potencjalnej stanowi piete
achillesowa zmiennych Jacobiego, sprawiajac, ze zmnienne te sa dzi§ coraz
skuteczniej wypierane przez zmienne Poincarégo w zagadnieniach typu pla-
netarnego. Sa jednak chetnie stosowane w ukltadach hierarchicznych, gdzie
Tp1 > 1, — zwlaszeza w potrojnych uktadach gwiazdowych tego typu. Po-
jawiaja sie takze modyfikacje tych zmiennych lepiej dostosowane do innych
typéw hierarchii.

1.5 Moment bezwladnosci ukladu N cial

Mechanika nieba nieba skupia sie gtéwnie na opisie ruchu poszczegélnych
mas w zagadnieniu NN cial. Tymczasem astrofizyka, astronomia gwiazdowa i
pokrewne dziedziny astronomii wykazuja wieksze zainteresowanie globalnymi
parametrami opisujacymi stan uktadu. Jest to sytuacja zblizona do rozwazan
nad stanem gazu — termodynamika nie prébuje zgltebia¢ ruchu kazdej czastki
osobno, lecz analizuje temperature czy ci$nienie gazu jako wspomniane ,pa-
rametry globalne”.

Przyktadem takich rozwazan, nie oddalajacych sie zbytnio od gltownego
nurtu mechaniki nieba, moze by¢ analiza nie wspomnianego dotad parametru
globalnego, jakim jest moment bezwladnosci I uktadu N cial. Jesli masy
numerujemy od 1 do N, to catkowity moment bezwtadnodci definiujemy jako

N
I:Zmirf, (1.45)
i=1

gdzie 12 = 7;-7; oznacza kwadrat odlegtosci i-tej masy od punktu, wzgledem
ktérego mierzymy moment bezwladnodci. Dla uproszczenia przyjmiemy, ze
punkt ten bedzie zarazem srodkiem inercjalnego uktadu wspoétrzednych. Juz
Lagrange udowodnil, ze istnieje prosty zwiazek miedzy momentem bezwtad-
nodci a energia catkowita F i energia potencjalng Vi uktadu. Udowodniony
przez niego wzor

d*1

dt?

zwany jest czasem twierdzeniem o wiriale.

—4F -2V, (1.46)

19



Zaczniemy od udowodnienia wzoru (1.46), a nastepnie wskazemy jego
zwiazek z zachowaniem uktadu N cial jako catosci. Pierwsza pochodna mo-
mentu bezwladnosci ma postaé

dI N N

Postuzylismy sie tu zwigzkami miedzy predkosciami 7; a pedami R; = m;7r;,
ktore wynikaja z rownan ruchu (1.6). Druga pochodna momentu bezwlad-
nosci przyjmuje postaé

Cj;§:2§:< "R+ 7 1)—22( ‘|"rz"Ri>-

i=1

Jak tatwo zauwazyé, pierwszy wyraz w powyzszej sumie jest powiazany bez-
posrednio z energia kinetyczna 7' i w $wietle wzoru (1.5) mamy

21

—— = 4T +2S 1.4

dtQ + N ( 7)
N .

Sy = Y. ri-Ri (1.48)
i=1

Musimy teraz znalezé zwiazek miedzy pomocniczg wielkoscia Sy a energia
potencjalna Vv zdefiniowana poprzez (1.1). Podstawiajac prawe strony row-
nari ruchu (1.6) w miejsce R; otrzymamy

N N k2mim;

— . LI N\ —
Sv o= w3 Mmoo
=1 =l i
N k2mim; N k2mim
_ WAL e rmimy
-y oy Y .
1=1 j=1,j#1i U i=1 j=1,j#1i U
Pamigtajac, ze Aj; = ||r; — 7i|| = Aji, mozemy pierwsza sumg rozbi¢ na

dwie potowy i zmienié indeks z ¢ na 7 w jednej z potéwek

N N

k?m;m k?m;m
e gy Y Bmmels s B,
i=1j=1,j7#1 i=1 j=1,j%#1 U
N N
kmzm]
+ STy =
;J%# ” ’
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2

= —52 > #(’”j—wy"?‘ﬁn) =
i=1j=1,ji ij
1 X R2mym 9
= 32 2 —aslmi-omilP=
i=1 j=1,ji ij
N N 2
1 k mimj
- _Z it R VoY 1.49
2 Z Py Ay N (1.49)
i=1j=1,j71
W ten sposob udowodnilismy, ze skoro Sy = Vi, za$ energia catkowita

E =T + Vy, to istotnie

I=4T+4+2VNy=4FE —-2Vy.

dowodzac tym samym twierdzenia o wiriale (1.46).

Twierdzenie o wiriale pozwala nam na formutowanie dos¢ ogélnych twier-
dzeri dotyczacych na przyktad dynamicznej trwatosci uktadu N ciat. Uktad
taki nazwiemy dynamicznie trwatym, jesli dla dowolnego momentu czasu
wszystkie wzajemne odlegtosci A;; sa ograniczone zaréwno od gory jak i od
dotu, to znaczy 0 < A;; < ¢, gdzie c jest skoniczong liczba dodatnia. Ograni-
czenie 7z dotu gwarantuje nam brak kolizji punktéw materialnych, natomiast
ograniczenie z goéry oznacza, ze zadna z mas nie ucieknie w nieskonczonosé.
C. G. Jacobi wykorzystal zwiazek (1.46) do sformulowania twierdzenia, w
my$l ktorego uktad N cial jest dynamicznie trwaly tylko wtedy, jesli jego
energia catkowita F jest ujemna. Warunek konieczny (ale nie dostateczny !)
E < 0, znany nam juz z zagadnienia dwéch cial, wynika wprost z analizy
znaku I. Przyjmijmy dla uproszczenia, ze I jest momentem bezwtadnogci
wzgledem barycentrum uktadu N cial; mozemy wtedy utozsami¢ skonczo-
nos¢ odleglosci wzglednych A;; ze skoniczonoscia odleglosci od barycentrum
r;. Zaltézmy teraz, ze E' > 0. Poniewaz Vv jest zawsze wielkodcia ujemna, to w
tej sytuacji I > 0imoment bezwtadnosci dazy asymptotycznie do +00. Nie-
skoniczony moment bezwladnosci oznacza oczywiscie nieograniczony wzrost
conajmniej jednej z odleglosci r; a wiec ucieczke z ukladu. Jak widaé, nie
mozna sobie wyobrazi¢ trwatego uktadu N ciatl z nieujemng energia catko-
wita. W tej sytuacji, kazdy uktad trwaly musi mieé energie ujemna, choé
warunek E < 0 nie jest jeszcze dostatecznym warunkiem trwalogci.

Na zakoticzenie przedyskutujmy jeszcze ,postaé érednia”’ twierdzenia o
wiriale. Wiemy juz, ze uklad pozostanie dynamicznie trwaly jesli nie wy-
stapi w nim systematyczny wzrost momentu bezwladnosci. Nie moze takze
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wystapié¢ systematyczny spadek I, gdyz jest to wielkos$é nieujemna z definicji,
a w granicy I — 0 oznaczaloby kolizje wszystkich mas w barycentrum. W
takim razie, moment bezwladnosci ukladu trwatego oscyluje wokol pewne;

wartosci sredniej (I), co oznacza (I) = 0. Tak wiec, usredniajac obie strony
wzoru (1.46) dochodzimy do wniosku, ze

(T) = —4 (V). (1.50)

Wz6r ten znany jest jako usrednione twierdzenie o wiriale.
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Rozdziat 2

Zagadnienie trzech cial

WYKEAD 5

2.1 Roéwnania ruchu i rozwigzania homograficzne
Lagrange’a

Najprostszym przypadkiem zagadnienia N ciat dla N > 2 jest oczywiscie
zagadnienie trzech cial. Zagadnienie to, wymagajace zbadania ruchu trzech
punktéw materialnych pod wptywem sil wzajemnego przyciagania, nalezy
do wyjatkowo zastuzonych w historii mechaniki nieba. Jako pierwszy musiat
mu stawi¢ czola juz Newton. Aby wykazaé poprawnosé¢ swojego prawa gra-
witacji, musial on nie tylko wydedukowa¢ z niego prawa Keplera opisujace
w przyblizeniu ruch planet, lecz réwniez pokazaé, ze wyrazne odstepstwa
ruchu Ksiezyca od ruchu keplerowskiego daja sie wytlumaczyé wplywem
Storica jako trzeciego ciala ukladu Ziemia-Ksiezyc-Stonice. Proby skonstru-
owania teorii ruchu Ksiezyca skoriczyty sie dla Newtona porazka, gdyz jak
wiemy zagadnienie trzech ciat jest niecatkowalne. Gdy N = 3, ruch uktadu
opisany jest kanonicznymi rownaniami ruchu typu (1.6) z funkcjg Hamiltona

1 2 2 2 2 2 2
_ 1 &+&+& 7]6 m1 1Mo k mlmgik‘ m2m3, (2.1)
AN Aqz Ao

H =

2 mq my ms3
gdzie tradycyjnie Aj; = ||r; — r;||. Mamy tu 9 stopni swobody i uktad réw-
nan 18 rzedu, ktory posiada jedynie 10 catek ruchu. Nawet w zagadnieniu
plaskim, gdy wszystkie ciala poruszaja sie w jednej plaszczyznie, uogdél-
nione twierdzenie Brunsa-Poincarégo z rozdziatu 1.3 wyklucza catkowalnosé,
gdyz uktad plaski 12 rzedu posiada tylko 6 catek ruchu. Mozemy jednak zna-
lez¢ rozwiazania szczegdlne, dla ktorych potrafmmy podaé jawna zaleznosé od
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czasu wszystkich trzech cial.

Zagadnienie trzech cial bylo pierwszym spoéréd zagadnierr N cial, w
ktorym stwierdzono wystepowanie tak zwanych rozwigzan homograficznych
(znanych takze jako konfiguracje centralne). Rozwiazania homograficzne w
zagadnieniu N cial to takie rozwiazania, dla ktérych barycentryczna konfi-
guracja mas pozostaje samopodobna w trakcie ruchu. Podobienistwo konfi-
guracji mas w dwoéch momentach czasu oznacza, ze moga one by¢ wzajemnie
na siebie przeksztalcone na drodze jednoktadnosci (,przeskalowania”) i ob-
rotu. Rozwiazania samopodobne dla ktoérych nie wystepuje obrét nazywamy
homotetycznymi (jednoktadnymi) a rozwiazania dla ktorych nie wystepuje
zmiana skali a tylko obrét nazywamy rozwiazaniami réwnowagi wzglednej. Z
oczywistych wzgledéw nie jest mozliwe aby rozwiazanie homograficzne byto
homotetyczna rownowaga wzgledna.

Istnieje twierdzenie Moultona, w mysl ktérego w zagadnieniu N cial po-
jawia sie %N ! rozwigzan homograficznych zwanych kolinearnymi. Wszystkie
masy leza wtedy na wspoélnej prostej, zas liczba %N! odpowiada wszystkim
mozliwym uporzadkowaniom mas. Tak wiec, w zagadnieniu trzech cial mu-
szg istnie¢ trzy rozwiazania kolinearne, znane juz Eulerowi. Odpowiadaja
one uporzadkowaniu mas mq, meg, ms, oraz my, ms, ma i mo, mi, ms. Oprocz
rozwigzan kolinearnych moga sie pojawi¢ inne typy rozwiazan homograficz-
nych, lecz tu juz nie ma regut odpowiednich dla kazdego N. W zagadnieniu
trzech cial takim niekolinearnym rozwigzaniem homograficznym jest ruch
podczas ktorego trzy masy znajduja sie w wierzchotkach tréjkata r6wnobocz-
nego. Rozwiazanie to zostalo odkryte przez Lagrange’a, a poniewaz masy
mozna rozmiesci¢ w wierzchotkach tréjkata na dwa sposoby (,,prawoskretnie”
mi, mg, m3 lub lewoskretnie” ms, ma, m1), méwimy o pieciu rozwiazaniach
homograficznych Lagrange’a.

Twierdzenie Lagrange’a z roku 1772 podsumowuje zasadnicze warunki
wystapienia i wlasciwosci rozwiazan homograficznych w zagadnieniu trzech
cial.

TWIERDZENIE LAGRANGE’A: W zagadnieniu trzech ciat
o dowolnych masach istnieja rozwigzania doktadne o nastepuja-
cych wilasciwosciach:

1. Ciala poruszaja sie we wspolnej plaszczyZznie zachowujacej
stalg orientacje w przestrzeni.

2. Wypadkowa sita przyciggania dzialajaca na kazde z cial jest
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skierowana do barycentrum uktadu i wprost proporcjonalna
do barycentrycznej odlegtosci ciata.

3. W barycentrycznym uktadzie wspétrzednych predkosci trzech
mas tworzg, jednakowe katy z ich promieniami wodzacymi i
sa wprost proporcjonalne do odpowiednich odlegtoéci bary-
centrycznych.

4. Jedli ciata tworza trojkat, to jest on réwnoboczny.

5. Ciala poruszaja sie po orbitach keplerowskich wzgledem ba-
rycentrum

Doktadniejsza (choé¢ nadal niekompletna) dyskusje tego twierdzenia znalezé
mozna w Mechanice nieba Wierzbinskiego.

Warto zauwazy¢, ze twierdzenie to czesciowo stosuje sie do zagadnienia N
cial. Punkty 2, 3 i 5 definiuja tak zwane konfiguracje centralne, czyli roz-
wigzania, w ktorych N ciat porusza sie po orbitach keplerowskich i pozostaje
w wierzchotkach bryty foremnej lub kilku koncentrycznych bryt foremnych.

Wréémy jednak do zagadnienia trzech ciat. W dwietle catki momentu
pedu, punkt 1 oznacza takze, ze plaszczyzna w ktérej poruszaja sie ciala
ma stala orientacje w przestrzeni. Pozwala to dobra¢ uktad wspotrzednych
tak, aby dla wszystkich mas z; = 2; = 0. Wspomniany w punkcie 5 ruch po
orbitach keplerowskich odbywa sie tak, jakby w barycentrum znajdowata sie
fikcyjna masa m; bedaca funkcja mas m1, mg i m3. W ogélnosci mamy masy
fikcyjne mi # mj # mj a konkretnie

* (m3 + mamg + m3)3/>

m - )
1 (m1 + mo + TYL3)2

. (m? +mqms + m§)3/2

my = 2 ’ (22)
(m1 + mo + m3)

(m?2 +mqma + m%)?’/2

(m1 + mo + m3)2

ms =

Wzory te otrzymujemy z wlasnoéci 2, 3 i 4.

Rysunki 2.1 1 2.2 prezentuja rézne przypadki rozwigzan homograficznych
zagadnienia trzech cial z przyktadowymi masami m; : mg : mg =1:2: 3.
Rysunek 2.1 przedstawia cztery przyktadowe rozwigzania tréjkatne z orbi-
tami: eliptycznymi (gora), kotowymi (lewy dolny) i prostoliniowymi (prawy
dolny). W przypadku ogolnym ruch odbywa sie po orbitach eliptycznych, pa-
rabolicznych czy hiperbolicznych, przy czym tréjkat roéwnoboczny mimaoms
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Rysunek 2.2: Przyktady homograficznych rozwiazan kolinearnych Lagrange’a
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obraca sie wokdt barycentrum B i zmienia sie dlugos$é¢ jego bokéw. Za-
uwazmy, ze trzy orbity maja rézne poélosie ale jednakowe mimosrody. Wszyst-
kie masy jednoczesnie przechodza przez perycentra i apocentra swoich orbit,
co jest konsekwencja faktu, iz ich anomalie prawdziwe sa zawsze jednakowe
fi = fo = f3, to za§ wynika z warunku 3 o réwnych katach miedzy r;
a v;. Trzy orbity kotowe odpowiadaja rozwiazaniu réwnowagi wzglednej —
trojkat ma stata dlugosé bokéw i jedynie obraca sie wokdt barycentrum. Z
kolei orbity prostoliniowe odpowiadaja rozwiazaniu jednoktadnemu i tréj-
kat ma stala orientacje w przestrzeni. O tym czy nastapi kolizja mas czy
ucieczka w nieskoniczonos$é¢ decyduja predkodci mas ale tak czy inaczej roz-
wiazanie homotetyczne nie moze by¢ dynamicznie trwate. Podobne uwagi
dotycza Rysunku 2.2, przedstawiajacego rézne rodzaje orbit zwigzanych z
rozwigzaniem kolinearnym typu mi, mg, ms.

Poczatkowo uwazano rozwigzania Lagrange’a za ciekawostke matema-
tyczng; tymczasem dzisiaj znamy juz wiele przypadkéw wystepowania tego
typu orbit w Uktadzie Stonecznym. Niemal wszystkie przypadki dotycza jed-
nak sytuacji gdy jedna z mas jest znacznie mniejsza od pozostalych dwdch.
Z tego tez wzgledu oméwimy je w rozdziale poswieconym ograniczonemu
zagadnieniu trzech ciat.

2.2 Kolowe ograniczone zagadnienie trzech cial

Wobec niecatkowalnodci zagadnienia trzech cial warto rozpatrzy¢ skromniej-
szy przypadek, dosé czesto spotykany w praktyce, gdy masa ms jest na tyle
mniejsza od pozostatych, ze praktycznie nie wpltywa na ich ruch. Skoro zanie-
dbujemy mase ms, to masy mj i mg poruszaja sie po orbitach keplerowskich
wzgledem ich barycentrum. Mozemy wiec uznaé, ze ruch masy mg jest zagad-
nieniem o ,trzech i p6t” stopniach swobody: badamy trzy sktadowe wektora
potozenia i trzy sktadowe predkosci (lub pedu) przy czym w rownaniach ru-
chu pojawia sie jawna zaleznosé od czasu (tzw. pol stopnia swobody), gdyz
polozenia cial m; i mg traktujemy jako znane funkcje czasu. Tak zdefinio-
wane zagadnienie nazywamy ograniczonym zagadnieniem trzech cial.
Whrew nazwie jest to oczywiécie zagadnienie ruchu jednego ciala w zadanym
polu grawitacyjnym.
Ograniczone zagadnienie trzech cial upraszcza sie na kilka sposobo6w:

1. Mozna przyjaé, ze cialo mg porusza si¢ w plaszczyZnie orbitalnej mas
m1 i mo. Powstaje wtedy zagadnienie o dwdch i p6t stopniach swobody
zwane plaskim ograniczonym zagadnieniem trzech ciat.
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Rysunek 2.3: Ukltad wspolrzednych i geometria ograniczonego zagadnienia
trzech cial.

2. Zakladajac, ze masy m1 i mg poruszaja sie po orbitach kotowych otrzy-
mujemy kolowe ograniczone zagadnienie trzech ciat. Przy odpo-
wiednim doborze zmiennych moze ono mie¢ tylko trzy stopnie swobody.

3. Oba uproszczenia mozna potaczyé, co prowadzi do plaskiego kolo-
wego ograniczonego zagadnienia trzech cial o dwéch stopniach
swobody.

W dalszej czedci wykladu zajmiemy sie blizej kolowym ograniczonym
zagadnieniem trzech ciat.

Wprowadzmy uktad wspotrzednych, ktorego srodek znajduje sie w bary-
centrum B mas mq i mo (por. rys. 2.3). O§ Bx przechodzi przez masy mj i
mso. Zakladamy, ze

mip 2 mo

a wtedy o§ Bz skierowana jest od B do mg (niektorzy autorzy kieruja os
odwrotnie). O§ Bz uzgadniamy z momentem pedu mas mj i ma, zas o§ By
dobieramy tak, aby powstal prawoskretny uktad kartezjanski.

7 definicji érodka masy znajdujemy wspotrzedne z1 i x2 jako funkcje mas
i odleglosci A:

mizy, + moxo = 0, To —x1 = A,
prowadzi do
—mgA mlA
r=—) Tg = ————.
mi + Mmso mi1 + mso
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Jesli masy mq i mg poruszaja sie po orbitach kotowych wzgledem ba-
rycentrum, to znaczy, ze znajduja sie zawsze w stalej odlegtosci wzajemne;j
A i uktad wspotrzednych obraca sie jednostajnie wokoét osi Bz z predkoscia,

katowa
[m1 + mg

wynikajaca z III prawa Keplera. W obracajacym sie jednostajnie uktadzie
wspotrzednych obie masy spoczywaja a wiec wytwarzane przez nie pole gra-
witacyjne przestaje zalezeé¢ jawnie od czasu. Przekonamy sie o tym wypisujac
funkcje Hamiltona naszego zagadnienia.

WYKLAD 6

2.2.1 Calka Jacobiego

Rozpatrujemy ruch czastki o zaniedbywalnej masie w potencjale

k2m1 k2m2
V=- - .
™ T2

Jest to energia potencjalna na jednostke masy. Jak wiemy z Matematycz-
nych podstaw mechaniki nieba (MPMN, rozdz. 3.2.3), funkcja Hamiltona w
uktadzie obracajacych sie osi z wyzej wypisanym potencjatem ma postaé

1 k2m1 k2m2

= (X24+Y?’+ 2 )+ QX —2Y) — — ) .
H 2( +Y“ 4+ )+ (y zY) - - (2.4)

Zauwazmy, ze odlegtosci masy ms od obu pozostatych mas

r =l — (21,0,0)7) = /(2 — 21)2 + 2 + 22,

ra = |lr — (22,0,0)T)| = /(2 — 22)2 + 2 + 22,

nie zaleza jawnie od czasu, gdyz poltozenie obu mas jest state. W tej sytuacji,
skoro

OH
b
ot ’
mamy catke ruchu ‘H = const. (MPMN, rozdz. 2.3) czyli, oznaczajac p; =
k2 my;,

(X2+Y2+Zz)+9(yX—xY)—%—%:—%C. (2.5)
1 2

N |

30



Stata ruchu C nazywana jest stala Jacobiego, za§ réownanie (2.5) mozna
nazwaé calka Jacobiego, choé¢ wlasciwie nazwa ta jest stosowana do prze-
ksztatconej postaci, ktéra podamy nizej.

W niektorych zastosowaniach wygodniej jest uzywadé catki Jacobiego (2.5)
w postaci jawnie zaleznej od predkosci. Przypomnijmy, ze w uktadzie obra-
cajacym sie pedy R nie s tozsame z predkosciami 7 i mamy

oM
oH

=2y 0

Yy oYy z,
OH

=9t _ g

T oz

Z tej potowy réwnan Hamiltona mozemy wyznaczyé¢ pedy

X = z-—Quy,
Y = 9g+Qu,
Z = Z,

i podstawic je do calki (2.5). Elementarne przeksztatcenia prowadza do catki
Jacobiego w tradycyjnej postaci
. . . 2 2
x2—|—y2+z2—92($2+y2)—ﬂ—ﬂ+czo' (2.6)
™ 2
Calka Jacobiego jest jedyna catka ruchu w ograniczonym kotowym (tylko
kotowym !) zagadnieniu trzech ciat. Oznacza to oczywiscie niecatkowalnosc
tego zagadnienia i to nawet w przypadku ptaskim. Tym nie mniej, ilosé
informacji o ruchu jaka jestesmy w stanie wydobyé¢ z calki Jacobiego jest
doprawdy imponujaca, o czym przekonamy sie w nastepnych podrozdziatach.

2.2.2 Kryterium Tisseranda

Gdy kometa okresowa obserwowana jest z Ziemi podczas kolejnego przejscia
przez peryhelium swojej orbity, to zazwyczaj jej oskulacyjne elementy ay, ey
oraz I, nie odbiegaja znacznie od tych, jakie obserwowane byly przy okazji
poprzedniego przejécia: ao, €0, Io. Wyjatkiem od tej reguly jest sytuacja, gdy
nastapito ciasne zblizenie komety do jednej z planet olbrzymo6w — najczesciej
Jowisza; moze wtedy nastapié tak znaczna zmiana elementéw, ze mozna by
uznaé obserwowang po powrocie w poblize Storica komete za nowe, nieznane
wczesniej ciato niebieskie. Kryterium Tisseranda pozwala na unikniecie takiej
pomytki. Jego idee mozna stresci¢ nastepujaco:
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1. Uznajemy, ze ruch komety odbywa si¢ w ramach kotowego ograniczo-
nego zagadnienia trzech cial Storice(mq)-Jowisz(msg)-kometa.

2. Zaktadamy, ze wartosé stalej Jacobiego C komety nie ulega zmianie w
momencie kolejnych jej pojawien, co pozwala na identyfikacje komet
nawet gdy elementy jej orbity ulegly istotnej zmianie.

Aby utatwié korzystanie z tego kryterium, Tisserand wprowadzil dosé istotne
uproszczenia do wyzej wymienionej procedury.

Rozpatrzmy caltke Jacobiego (2.5). Jak wiemy (MPMN, rozdz. 3.2.3),
kwadrat pedu R? w obracajacym sie uktadzie wspotrzednych, to nic innego
jak kwadrat predkosci v? mierzonej w inercjalnym uktadzie wspotrzednych.
A zatem réwnosé (2.5) przyjmuje postac

1,.2 b1 H2 1
v —-Q(2Y —yX)—— ——=—-3C.
2’01 (.Z‘ Yy ) r To 2

Uznajmy teraz dla uproszczenia, ze w momencie obserwacji kometa jest na
tyle oddalona od Jowisza, ze w calce Jacobiego mozna zaniedbaé wyraz —’;—22,
co wynika zaréwno z malej masy Jowisza mg w poréwnaniu z masa Storica
my jak i z réznicy odlegtosci komety od Jowisza ry i od Storica rq, co oznacza

. /,L :LL . .. .
w efekcie 711 > 722 Mamy wiec w przyblizeniu

L2_o@y-—yX)-2~-1lc (2.7)

|

Nastepnie zauwazmy, ze predkosé katowa obrotu uktadu wspédtrzednych to
nic innego jak ruch éredni Jowisza wynikajacy z 11l prawa Keplera

o= /5
ay

gdzie aj to promien orbity Jowisza i zaniedbujac mase Jowisza mozemy wsta-
wi¢ w miejsce formalnego k?(mq +msz) uproszczone py = k?my. Mamy wiec

1,2 [ H1 pro g

Przypomnijmy teraz, ze wyrazenie z Y —y X to sktadowa G, momentu pedu
komety, czyli zmienna Delaunaya H. W $wietle definicji zmiennych Delau-
naya (MPMN rozdz. 3.3.4) mamy

H=\/p1a(l—e?) cosl,
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natomiast catka sit zywych w zagadnieniu dwoch cial prowadzi nas do zwiazku

2 M1 _ M

1
— U; .
2! 1 2a

W ten sposodb uzaleznilismy catke Jacobiego (2.7) od elementow oskulacyj-

nych komety
— = / \/M1a (1—e2) cos] ~—3C,

a po podzieleniu obu stron przez —2— otrzymujemy

74_21/ \/1—62cosI~— (2.8)

241

A zatem, nawet jesli kazdy z elementow orbity komety ulegt powaznej zmia-
nie, to w ramach btedu wynikajacego z przyjetych uproszczen powinen by¢é
spetniony zwiazek

f+2,/an\/1—62 CObIn~—+21/aO\/1—62 cos I, (2.9)

zwany kryterium Tisseranda.

2.2.3 Zmienne bezwymiarowe

Istnieja dwa powody, dla ktérych wprowadza sie w zagadnieniach dynamiki
tak zwane zmienne bezwymiarowe (spotka¢ mozna takze termin ,jednostki
bezwymiarowe”, ktory jednak ma charakter oksymoronu). Pierwszy ma cha-
rakter praktyczny: wygodniej jest uzywaé liczb rzedu jednosci niz niz liczb
bardzo wielkich lub matych (przyktad — stosowanie jednostek ST w analizie
ruchu planet). Drugi powdd jest bardziej zasadniczy: dobierajac jednostki
masy, odlegtosci i czasu tak, aby jak najwiecej statych fizycznych lub cha-
rakterystycznych wielkoéci miato wartosé 1, ujawniamy od ilu parametréw
dowolnych faktycznie zalezy nasz problem. Nalezy jednak pamietad, ze cena
za uzywanie zmiennych bezwymiarowych jest rezygnacja z dobrego narzedzia
kontroli przeksztalcern wzordéw, jakim jest sprawdzanie jednostek obu stron
réwnania przed i po przeksztaltceniu.

Jak wprowadzamy zmienne bezwymiarowe w ograniczonym zagadnieniu
trzech ciat ? Przypomnijmy, ze oprocz szesciu warunkéw poczatkowych, za-
gadnienie to zalezy od pieciu parametrow fizycznych: k, mi, mo, 21 A. Jeden
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z nich, niech to bedzie €2, jest zalezny od pozostatych zgodnie z (2.3), co po-
zostawia cztery niezalezne parametry k, m1, mo i A. Mogloby sie zdawac, ze
skoro mamy wplyw na jednostki odlegtosci, czasu i masy, to jestesmy w sta-
nie wyeliminowa¢ trzy parametry. Ale nie zapominajmy, ze hamiltonian (2.4)
jest juz funkcja podzielona przez mase ms, tak samo jak i ped (por. MPMN
rozdz. 2.5.3). Wybér jednostki masy jest w tej sytuacji bez znaczenia, gdyz
nie ma wplywu na warto$¢ pedu (ani — tym bardziej — polozenia).

e Niech jednostka odleglodci bedzie odlegtosé miedzy masami m; i ma.
Przy takim wyborze bedziemy mieli A = 1.

e Przyjmiemy ,kanoniczna’ jednostke czasu, dla ktérej parametr grawi-
tacyjny z podang wyzej jednostka odlegtosci k? (my + ma) = 1.

Zauwazmy, ze przy takim wyborze jednostek predkosé katowa, z jaks ob-

raca sie uktad wspotrzednych, jest rowniez jednostkowa, gdyz zgodnie z (2.3)

mamy

k2(m1 +mo)
A3

Jakkolwiek funkcja hamiltona pozornie zalezy nadal od dwo6ch mas, to jest

to zaleznos¢ w sposob dosé szczegdlny:

mq mo
(my1 4+ ma)m (m1 + ma) o’

’H:%(X2+Y2+Z2>+yX—1:Y—

gdzie do (2.4) podstawilismy Q = 1 oraz k? = 1/(m1 + mg). Jak widac,
wystarczy teraz wprowadzi¢ jeden bezwymiarowy parametr p, dla ktérego
mo mi

p=— L—p=

= , (2.10)
mi + ms

mi +ma’
aby w pelni uwzgledni¢ wpltyw dwoch mas m; i mg. Zauwazmy, ze skoro
przyjeliSmy mq > ma, to

0<p<>
AT

Funkcja Hamiltona w zmiennych bezwymiarowych i z dodatkowa reduk-
cja jednego parametru przyjmuje postaé
L—p  p

1
H=o (X24+Y2422%) +yX —aY - - £ (2.11)
2 1 T2

gdzie

T1=\/(w+u)2+y2+z2, 7”22\/(96—1+M)2+y2+z2, (2.12)
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poniewaz masa mj ma teraz wspotrzedna x1 = —p, za$ masa mg ma xo = 1—
. A zatem, oprocz warunkow poczatkowych, kotowe ograniczone zagadnienie
trzech cial zalezy efektywnie od jednego tylko parametru — stosunku mas pu.
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WYKLAD 7

2.2.4 Powierzchnie i krzywe zerowej predkosci

Catka Jacobiego jest jedyna calka ruchu w naszym zagadnieniu i nie wy-
starcza ona do znalezienia ksztattu trajektorii, ale mozna jg wykorzysta¢ do
okreslenia dopuszczalnych obszaréw w jakich moze odbywac sie ruch czastki
z zadana wartoscia stalej Jacobiego C. Zauwazmy, ze kwadrat predkosci
v? = &2 + 9% + 2% w obracajacym sie ukltadzie wspotrzednych nigdy nie moze
by¢ liczba ujemna. A zatem, jesli wstawimy v? = 0 w calce Jacobiego (2.6),
otrzymamy réwnanie granicznej powierzchni oddzielajacej dopuszczalne ob-
szary ruchu od fizycznie niemozliwych
QQ(x2+y2)+M+2ﬂzC.
T T2

Uzywajac zmiennych bezwymiarowych i parametru masowego g, mozemy
sprowadzi¢ to réwnanie do

2(1—p) 2
20z e o (2.13)
r1 T2

z? + 92 +

Zalezy ono juz tylko od dwoch parametréow: statej Jacobiego C' i stosunku
mas p. Stata Jacobiego zawiera ,skomprymowana’ informacje o warunkach
poczatkowych. Doktadniej — reprezentuje ona zbiér wszystkich mozliwych
szostek liczb (potozeni i predkosci), ktore przy danej wartosci p zwiazane sg
z okreslona wartoscia C' = —2H, gdzie hamiltonian dany jest rownaniem
(2.11).

Koncepcja zdefiniowania obszaréw dostepnych dla ruchu poprzez waru-
nek v? > 0 pochodzi od George’a Williama Hilla'. Mozna ja zastosowaé w
dowolnym zagadnieniu, gdzie badamy ruch jednego ciala w zadanym polu z
potencjatem. Na przyktad, w zagadnieniu wzglednym dwéch ciat obowiazuje
catka sity zywej

v2 k2 (my + mo)

—_— =" = h.
2 r

Dla orbit eliptycznych stata h jest powiazana z po6tosia wielka a wzorem

k2 (m1 + mg)
2a
'G. W. Hill, 1878: Researches in the Lunar Theory, The American Jowrnal of Mathe-

matics 1, 1, s. 5-26. W tym samym artykule Hill jako pierwszy wprowadzil nazwe catka
Jacobiego oraz zdefiniowal i zbadal zagadnienie przedstawione w dodatku A.

h = < 0.
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Warunek v? > 0 prowadzi do

kQ(ml + TRQ) kQ(ml + 7TL2)
_ >0,
r 2a

czyli ruch musi odbywaé sie w odlegtosci » < 2a i powierzchnia zerowej
predkogci jest sfera o promieniu r = 2a.

Powierzchnie Hilla (Roche’a)

Rodzina powierzchni zerowej przedkosci w przestrzeni zwana jest powierzch-
niami Hilla. W astrofizyce powszechna jest nazwa powierzchni Roche’a, ale
sg one synonimami tylko wtedy, gdy potencjat grawitacyjny gwiazdy przybli-
zamy poetncjatem punktu materialnego). Przeanalizujemy zmiany ich ksztattu
w zaleznosci od stalej Jacobiego C.

Zacznijmy od sprawdzenia, co sie dzieje, gdy stata Jacobiego C' > 1. Jest
to mozliwe w trzech przypadkach:

1. Czastka znajduje sie bardzo daleko od $rodka uktadu (22 + 32 > 1) i
wtedy %:”) + % < 1. Réwnanie (2.13) przechodzi w

22 +9? = C, (2.14)

a wiec jest rownaniem walca o osi symetrii Oz i promieniu VO, zwa-
nego walcem asymptotycznym. Ruch moze sie odbywaé tylko na
zewnatrz tego walca, gdyz poréwnujac z (2.6), dla v? > 0 mielibysmy
22 +y% ~ C+0v? i przy tej samej wartosci statej C' odlegtosé od osi Oz
uktadu musi by¢ wieksza.

2. Czastka jest bardzo blisko masy mq, tzn. r;1 < 1. Dominujacym wy-
razem w rownaniu (2.13) jest wtedy 2(1 20 s 1w przyblizeniu obo-
wigzuje

2(1—p)
1

~ C, (2.15)

czyli réwnanie sfery o promieniu 2 (1 — p) C~1, opisanej wokot masy
my. Ruch mozliwy jest tylko wewnatrz sfery, gdyz dla v? > 0 mamy
r1=2(1—p)(C+v?)~!

3. Czastka jest bardzo blisko masy mg, czyli r9 < 1. Dominujacym wy-
razem w rownaniu (2.13) jest %‘ > 1 i mamy przyblizone réwnanie

powierzchni
2
Heo (2.16)
2
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Podobnie jak w poprzednim przypadku jest to réwnanie sfery o pro-
mieniu 2 C~1, opisanej wokét masy mso. Tu takze ruch mozliwy jest
tylko wewnatrz sfery.

Trzy wymienione wyzej powierzchnie oznaczymy odpowiednio W, S1 1 Ss.
Sa one przedstawione na rys. 2.4.

Co bedzie sie dzialo przy zmniejszaniu wartosci statej C' 7 Promien walca
W zmniejsza sie 1 to tym szybciej, im blizej jestesmy plaszczyzny Oxy. W
przestaje wiec by¢ walcem. Dodatkowo pojawiaja sie ,wgniecenia” w poblizu
przeciecia z osig Ox. Powierzchnie S7 1 So powiekszaja swdj promieni i za-
tracaja charakter sferyczny. S1 wydtuza sie w strone masy mo a Sy w strone
masy m1. Gdy wartos$¢ statej Jacobiego spadnie do krytycznej wartosci C,
powierzchnie S7 i S92 stykaja sie w punkcie Lagrange’a L, potozonym na
osi Oz. Dla C' < C) powierzchnie te zlewaja sie w jedna powierzchnie Sio
wewnatrz ktorej mozliwy jest ruch. Tak wiec, tylko dla C' < C] mozliwa jest
sytuacja, w ktorej czastka, poruszajac sie poczatkowo wokoédt jednej z mas,
moze przejsé na orbite wokoét drugiej masy.

W miare jak zmniejszamy wartosé statej Jacobiego, dochodzimy do sytu-
acji, w ktorej powierzchnie W i S1o uzyskuja punkt wspolny. Dzieje sie tak
dla pewnej wartosci statej Jacobiego Ca, a punkt wspdélny, lezacy na osi Ox
na prawo od masy me, nazywamy punktem Lagrange’a Ls. Gdy C < Cy,
czastka przestaje by¢ uwieziona w otoczeniu mas mp i mg i moze opuéci¢
uktad przez  korytarz” z > 0. Mozliwe takze jest wejdcie czastki nadlatujacej
z duzej odlegtosci w poblize mas my i ma. Od tego momentu mamy do czynie-
nia z jedng powierzchnia WSi9 o ksztalcie przypominajacym zdeformowny
walec wgnieciony od strony dodatnich wartosci zmiennej x.

Istnieje kolejna wartos¢ krytyczna Cs < Cq, dla ktoérej pojawia sie trzeci
punkt Lagrange’a Ls. Jest to punkt styku powierzchniWS1s z sama soba;
wgniecenie wzdhuz osi Ox staje sie na tyle gtebokie, ze dotyka powierzchni
zdeformowanego walca po stronie z < 0 osi Ox. Dla wartosci C' < Cs3 mozliwa
jest juz ucieczka z uktadu (lub wejécie w jego otoczenie) od strony z < 0.

Dalsze zmniejszanie C' powieksza tunel” wzdtuz osi Ox. Rozrasta on sie
do tego stopnia, ze nastepuje rozerwanie powierzhcni W.S12 na dwie czedci:
powierzchnie gbrng W i powierzchnie dolng W_. Rozerwanie to nastepuje w
dwéch, symetrycznie rozmieszczonych punktach Lagrange’a Ly i L, umiesz-
czonych w wierzchotkach trojkata réwnobocznego o podstawie mi, ma i boku
A = 1. Krytyczna wartoéé stalej Jacobiego dla tych punktéw oznaczymy Cys.

Jesli mamy do czynienia z granicznym przypadkiem réwnych mas m; =
ma, czyli p = %, powierzchnie zerowej predkosci sa symetryczne wzgledem
plaszczyzny Oyz. Mamy wtedy Co = (5, punkt Ly wypada w érodku uktadu,
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Rysunek 2.4: Powierzchnie Hilla dla ¢ = 0.2 1 C = 10. Ruch mozliwy jest
tylko na zewnatrz walca asymptotycznego W lub wewnatrz sfer Sy i So. U
dotu powiekszenie wnetrza walca asymptotycznego.
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Rysunek 2.5: Powierzchnie Hilla dla p = 0.2 i C = 4. Po prawej przekroj w
plaszczyznie y = 0.

Rysunek 2.6: Powierzchnie Hilla dla p = 0.2 1 C = C =~ 3.80465. Powierzch-
nie wewnetrzne stykaja sie punkcie Lagrange’a L.
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Rysunek 2.7: Powierzchnie Hilla dla y = 0.2 1 C = 3.6.

Rysunek 2.8: Powierzchnie Hilla dla p = 0.21 C = Cy = 3.5524. Powierzchnia
wewnetrzna i walec asymptotyczny stykaja sie punkcie Lagrange’a L.
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Rysunek 2.9: Powierzchnia Hilla dla g = 0.2 1 C = 3.4.

Rysunek 2.10: Powierzchnia Hilla dla 4 = 0.2 1 C' = C5 = 3.1973. Powierzch-
nia styka sie sama z soba punkcie Lagrange’a Ls.
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2=

Rysunek 2.11: Powierzchnia Hilla dla 4 =0.21 C' = 3.

82

Rysunek 2.12: Powierzchnia Hilla dla g = 0.2 1 C = Cy5 = 2.84. W ptlasz-
czyznie z = 0 powierzchnia Hilla redukuje sie do punktéow Lagrange’a Ly i
Ls.
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Rysunek 2.13: Powierzchnie Hilla dla 4 = 0.2 C' = 2.3.

punkty Lg i Ls sg rozmieszczone symetrycznie na osi Oz, za$ punkty Ly i Ly
leza na osi Oy.

Krzywe Hilla w zagadnieniu plaskim

Krzywe Hilla to odpowiednik powierzchni Hilla (Roche’a) w zagadnieniu pta-
skim z = 2 = 0. Ich ksztalt mozemy wywnioskowaé, przecinajac powierzchnie
Hilla ptaszczyzng z = 0. Odpowiednikiem walca asymptotycznego W staje
sie okrag asymtotyczny; takze sfery asymptotyczne Sy i Sz przyjmuja postac
okregéw. Wszystkie punkty Lagrange’a pojawiajg sie na ptaszczyznie z = 0
przy tych samych wartosciach statej Jacobiego C1 > Co > C3 > Cys. Za-
uwazmy, ze Cys staje sie najmniejsza wartoscig stalej Jacobiego dla ktorej
istnieja krzywe Hilla, poniewaz dla C' < Cy5 powierzchnie maja z # 0.

Inne konwencje oznaczerni

W literaturze mozna spotkaé¢ inne konwencje oznaczein niz przedstawiona
wyzej. I tak:

e masy moga by¢ rozmieszczone odwrotnie, to znaczy wieksza m; po
dodatniej stronie osi Ox, a mniejsza ms po ujemne;j,

e punkty Lagrange’a moga by¢ numerowane od lewej do prawej, to zna-
czy L1, Lo, Ls zamiast Ls, Ly, Lo,
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e czasami do statej Jacobiego C dodaje sie wyraz zalezny od mas, tak
aby jej warto$¢ w punktach Lagrange’a L4 i Ls wynosita zawsze C' = 3.
Oznacza to C' = C + p(1 — p)/2.

Kilka zastosowan praktycznych powierzchni zerowej predkosci

Rozpatrzmy kilka przyktadowych sytuacji, w ktérych znajduje zastosowanie
analiza powierzchni zerowej predkosci kotowego ograniczonego zagadnienia
trzech cial.

Astrodynamika: loty do Ksiezyca.

Zagadnienie lotu statku kosmicznego z orbity okoloziemskiej na Ksiezyc
mozna dodé¢ dobrze przyblizy¢ w ramach ograniczonego zagadnieniem trzech
cial Ziemia(mi)-Ksiezyc(ma)-statek. Zalozmy, ze statek znajduje sie w od-
legtosci r1 od Ziemi i 2 od Ksiezyca. Jaka predkoéé trzeba mu nadaé¢, aby
mogl on dolecie¢ do Ksiezyca ? Z punktu widzenia catki Jacobiego predkosé
statku musi by¢ co najmniej taka, aby stata Jacobiego C byta co najwyzej
rowna granicznej wielkosci C — tej, dla ktorej powstaje punkt Lagrange’a Ly.
Przypomnijmy, ze im mniejsza predkosé¢ w obracajacym sie uktadzie wspol-
rzednych, tym wieksza stata Jacobiego.

7 drugiej strony, statek nie ucieknie z uktadu Ziemia-Ksiezyc, jeéli jego
predkosé jest mniejsza od granicznej wartosci, odpowiadajacej statej Jaco-
biego Cs. A zatem, statek kosmiczny, ktory ma znalezé sie na orbicie wokol
Ksiezyca, powinien mie¢ stata Jacobiego Co < C' < Cf.

Planetologia: stabilno$¢ ukladu planeta — ksiezyc.

Rozpatrzmy planete posiadajaca ksiezyc o zaniedbywalnej masie. Czy ksie-
zyc ten pozostanie trwale zwigzany z planeta, czy tez pewnego dnia ucieknie
w przestrzen miedzyplanetarng wyrwany przez wpltyw Stonica 7 Odpowiedz
na to pytanie mozna uzyska¢ w ramach ograniczonego zagadnienia trzech ciat
Storice(mq)-planeta(ms)-ksiezyc. Warunkiem koniecznym stabilnosci staje
sie kryterium C' > C7. Przy mniejszych wartosciach statej Jacobiego ksiezyc
moze opusci¢ otoczenie planety przez okolice punktu L;. Oczywiscie, nawet
ten warunek nie wyklucza innych zagrozen stabilnosci, takich jak mozliwosé
kolizji ksiezyca z planeta.

Co ciekawe, dla uktadu Storice-Ziemia-Ksiezyc mamy statyg C1 ~ 3.0009;
tymczasem Ksiezyc ma wartosé¢ statej Jacobiego C' &~ 3.0012, tylko nieznacz-
nie wiekszg od C]. Trzeba przyznaé, ze nasz satelita jest dos¢ luzno zwigzany
z Ziemig ...

Takie uwiezienie satelity wewnatrz powierzchni zerowej predkosci ota-
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czajacej planete nazywane jest stabilnoscia satelity w sensie Hilla (ang. Hill
stability).

Astrofizyka: ciasne uklady podwdjne gwiazd.

Powierzchnie zerowej predkosci okazuja sie réwniez dobrym przyblizeniem
ksztaltu gwiazd podwédjnych w uktadach ciasnych, to znaczy takich, gdzie
odlegtosé sktadnikéw jest tego samego rzedu wielkosci co rozmiary wickszej
z dwoch gwiazd. Ograniczone zagadnienie trzech ciat obejmuje wtedy na-
stepujace trzy ,ciata” srodek masy jednej z gwiazd jako masa mj, drodek
masy drugiej gwiazdy jako masa mg 1 wreszcie maty element materii jed-
nej 7z gwiazd przy jej powierzchni jako masa zaniedbywalna. Dogé czesto
spotyka sie sytuacje, kiedy z dwdch gwiazd uktadu jedna jest olbrzymem i
zapelnia catkowicie powierzchnie zerowej predkodci zdefiniowang przez stala
Jacobiego (. ,Nadmiar materii” tej gwiazdy uchodzi wtedy przez punkt L
do otoczenia drugiego sktadnika uktadu.
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WYKLAD 8

2.2.5 Polozenie punktow libracyjnych Lagrange’a

Analizujac powierzchnie i krzywe zerowej predkosci obserwowalismy powsta-
wanie punktéw libracyjnych Lagrange’a badz to jako miejsc styku powierzchni
Hilla, badz tez jako miejsc, gdzie krzywe Hilla degeneruja sie do punktéw.
Obecnie znajdziemy potozenie punktéw Lagrange’a jako punktéw krytycz-
nych (polozeri rownowagi) uktadu réwnar ruchu.

Z funkcji Hamiltona w zmiennych bezwymiarowych (2.11) wyprowadzamy
réwnania kanoniczne ruchu

T = g—? = X +y,

y = gi; =Y —uz,

;o= Z—Z = Z, (2.17)
X o= G e v e - G-t

Punkty krytyczne réwnan ruchu to takie wartosci zmiennych, dla ktérych
wszystkie prawe strony rownan staja sie rowne zero (czyli punkty, w ktorych
zamiera ruch uktadu). Poszukajmy takich punktéw dla uktadu (2.17).

Warunki A. Trzecie i széste z rownan (2.17) posiadaja punkty krytyczne
gdy z = Z = 0. Oznacza to, ze wszystkie punkty Lagrange’a musza leze¢ w
plaszczyznie orbity mas my i me, gdyz taka jest definicja ptaszczyzny Oxy.
Warunki B. Pierwsze dwa rownania uktadu (2.17) wymagaja przyjecia

X=—y, Y=uz,

co w ttumaczeniu z jezyka pedéw oznacza warunki zerowych predkosci z i ¢
w uktadzie rotujacych osi.

Warunki C. Po uwzglednieniu warunkéw A i B pozostaja nam jeszcze dwa
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nierozpatrywane warunki: X =01 Y = 0 czyli

L—p p

r——5 (z+p)— z@-1+p = 0, (2.18)
1 T
L—p u)
— : = = 0. 2.19
y (rf T3 (2.19)

Warunek (2.19) moze by¢ spelniony w dwoch przypadkach. Pierwszy z nich
to dosé oczywiste zatozenie y = 0. Nazwiemy ten przypadek CK, gdyz od-
powiada on kolinearnym punktom Lagrange’a znajdujacym sie na osi Ox
czyli na prostej przechodzacej przez masy mi i mo. Oczywidcie, samo przy-
jecie y = 0 nie wystarcza, gdyz musimy jeszcze sprawié, aby zostat spelniony
warunek (2.18). Prowadzi to do rownania

. z—14p
((x — 1+ p)2)*?

T+

(@ + )" -

z—(1-p) (2.20)

Pamietajac, ze /£2 = |£|, wystrzegamy sie pochopnego uproszczenia mia-
nownikow i zapisujemy (2.20) jako

r—14+p
x—14pp

rtp
|z + pl?

x—(1—p) (2.21)

]

Aby rozwiaza¢ rownanie (2.21), musimy je rozpatrywac w trzech roztacz-
nych przedziatach:

przedziat 1

przedzial I1

przedzial I11

|z 4 pl =
[z —1+4p| =

T+
—(z—1+4p)

T+ W
r—1+p

—(z + )
—(x—1+p)

Warunek CK-I. Przedzial I oznacza polozenie pomiedzy masami mq i mao.
Warunek (2.21) przybiera wtedy postac

1—p p _
(+p)? (2—1+p)?

Po pomnozeniu obu stron przez (x -+ u)?(x — 1+ u)? dochodzimy do wniosku,
ze punkt Lagrange’a L; znajduje si¢ na osi Oz i ma wspolrzedna = bedaca
pierwiastkiem réwnania

c@+p)@—14+p) Q- @—1+p)’+p@+p)?=0 (2.22)
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Jest to réwnanie piagtego stopnia i twierdzenia algebry pozwalaja jedynie
na stwierdzenie, ze w rozwazanym przedziale posiada ono doktadnie jeden
pierwiastek rzeczywisty; nie potrafimy natomiast rozwiazaé¢ tego réwnania
w sposob Scisty poza granicznymi przypadkami: i) p = %, co prowadzi do
xy, = 0, oraz ii) u — 0, z asymptotycznym x1,, — 1. Pozostaja nam wiec w
og6lnosci metody numeryczne poszukiwania pierwiastka lub rachunek zabu-
rzen. Dla dostatecznie matych wartosci pu < %, mozna przedstawié¢ potozenie
punktu L; w postaci do$¢ wolno zbieznego szeregu

1/3 1 2/3
1 1
T1, (3> +3<3> + (223)

Mozna udowodnié, ze punkt ten lezy zawsze blizej masy ma (mniejszej) niz
masy mj.

Warunek CK-II. Przedzial 1T to potozenie na prawo od masy mg. Warunek
(2.21) przybiera wtedy postac
I—p 2

T R wotapE 0

Tak wiec, aby znalezé potozenie punktu Lagrange’a Lo, musimy rozwiazad
réwnanie pigtego stopnia

z(@+p)?(c—1+p)? = 1—p)(@-1+p?—ple+p)?=0.(224)

Podobnie jak poprzednio wiemy, ze istnieje jeden pierwiastek rzeczywisty ale
nie potrafimy go znalez¢ w sposéb doktadny. Nawet dla p = % mamy tylko
przyblizona wartos¢ xr, ~ 1.1984 (ale xy, nie jest monotoniczna funkcja u
i osiaga maksimum w okolicach p ~ 0.17). Zauwazmy takze, ze dla p — 0
mamy, podobnie jak dla Li, 1, — 1, tyle tylko, ze teraz zblizamy sie do
masy mg od drugiej strony.

Dla dostatecznie matych wartodci p < %, mozna przedstawi¢ polozenie
punktu Lg w postaci szeregu zblizonego do (2.23)

1/3 1 2/3
xL2:1+(g> +3<g> +.. (2.25)

Podobienistwo szeregéw i zblizone zachowanie dla 1 — 0 sugeruja pewne
matematyczne pokrewienstwo punktéw Lj i Lo.

Warunek CK-III. Przedzial III oznacza potozenie na lewo od masy m;
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a zatem bedziemy sie zajmowa¢ punktem Ls. Warunek (2.21) ma w tym
przedziale postaé

L —p n p _
(z+p)?  (z-1+4np)?

T+

A zatem z1,, to warto$¢ = bedaca pierwiastkiem réwnania
c@+p)ec—1+p)?+0—p)@—14+p)?+pE+p)?=0 (2.26)

I tym razem brak rozwiazania dokladnego — nawet dla p = %, gdy 2, =
—x1, ~ —1.1984. Szereg dla x1,, rozni si¢ istotnie od poprzednich (2.23) i
(2.25), posiadajac o wiele lepsza zbieznosgé

mLBf:—l—%u%—%;ﬁ—i—... (2.27)
W ten sposoéb, wychodzac od warunkéw CK, znalezlismy trzy kolinearne

punkty Lagrange’a jako trzy rozwiazania (2.18) dla y = 0. Istnieje jednak i
druga mozliwo$¢ spetnienia (2.19) oprocz y = 0; nastapi tak, gdy

1—
1- 3M - % =0,
Ty TS
co jest mozliwe dla
T =T = 1.

W ten sposéb otrzymujemy warunki CT. Upewnijmy sie jednak jeszcze, czy
na pewno warunki CT, spetniajace (2.19), czynia zados¢ rowniez i (2.18).
Podstawiajac do (2.18) zwiazek r; = rp = 1 dostajemy

1

) E @1 =

= z—(@+p—ap—p*)—(pz—p+p?)=0

Jak wida¢, warunki C'T prowadza istotnie do kolejnych punktéw krytycznych
rownan ruchu zagadnienia. Warunek r; = ro = 1 definiuje dwa punkty: jeden
moze by¢ umieszczony w wierzchotku tréjkata réwnobocznego mq msma o
wspolrzednej y > 0 (punkt Lyg) a drugi w wierzchotku tréjkata rownobocz-
nego mjmgms o wspolrzednej y < 0 ( punkt Ls). Czysto geometryczne
rozwazania prowadza nas do wniosku, ze

o

’ (2.28)

1
{[L’L4:2—,LL, yL4:
_ 1 _
TLs =35 — My Yy, = —

ol
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Podsumowaniem tego rozdziatu niech bedzie tabelka zawierajaca dane
pieciu punktéw krytycznych réwnari ruchu kotowego ograniczonego zagad-
nienia trzech ciat. Dla utatwienia powrotu z jednostek ,bezwymiarowych” do
tradycyjnych jednostek astronomicznych przywrdcimy w niej czynniki, ktore

uznali$my za réwne jeden w dotychczasowych rozwazaniach.

Ly Lo L3 Ly Ls
r/A](222) (224) (226) | (1—2p)/2 (1—2p)/2
Y 0 0 0 V3A/2 —V/3A/2
z 0 0 0 0 0
X 0 0 0 —V3QA/2 V3QA/2
Y | Qur, Quap, Qo | QA1 —-2p)/2 QA1 —-2p)/2
Z 0 0 0 0 0
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WYKELAD 9

2.2.6 Stabilno$é¢ punktéow libracyjnych Lagrange’a
Wiadomo$ci ogélne

Po ustaleniu potozenia punktéw Lagrange’a przejdzmy do zbadania ich sta-
bilnodci. Istnieje wiele réznych sposobéw definiowania pojecia stabilnosci.
Wyrazajac sie w sposéb niezbyt $cisty mozna powiedzie¢, ze punkt krytyczny
uktadu réwnan ruchu nazywamy stabilnym, gdy przyjawszy warunki po-
czatkowe nieznacznie odbiegajace od tego punktu otrzymamy orbite, ktora
zawsze pozostawaé bedzie w jego malym otoczeniu. W obecnym rozdziale
ograniczymy sie do tzw. stabilnosci liniowej punktoéw krytycznych (i to tylko
w przypadku kanonicznym).

W uktadach posiadajacych funkcje Hamiltona mamy do czynienia z dwiema
typowymi sytuacjami, przedstawionymi na rysunku: albo punkt krytyczny
jest stabilny typu eliptycznego albo niestabilny typu hiperbolicznego. Przed-
stawiony nizej rysunek jest tylko pogladowy, gdyz przedstawia zagadnienie z
jednym stopniem swobody (dwuwymiarowa przestrzen fazowa). Nie uwzgled-
nia on przypadkéw zdegenerowanych, gdy punktu krytyczne nie s izolowane,
lecz zapetniaja gesto pewna krzywa lub powierzchnie. Podobienistwo przed-
stawionych wykreséw do trajektorii oscylatora harmonicznego

Ho = 3(X? + w?a?),

lub ,antyoscylatora” z odpychajaca sita

Ha

LX),

nie jest przypadkowe. Badanie stabilnosci liniowej polega w istocie na stwier-
[ ]

Rysunek 2.14: Eliptyczny punkt stabilny (z lewej) i hiperboliczny punkt nie-
stabilny (z prawej).



dzeniu, ktéry z tych dwoéch modeli przypomina ruch uktadu w dostatecznie
matym otoczeniu punktu krytycznego.

Rozpatrzmy réwnania uktadu o K stopniach swobody, opisanego zmien-
nymi & = col(r, R), z funkcja Hamiltona H

£E=JVH=F(¢), (2.29)

gdzie J to standardowa macierz symplektyczna

=(% %)

Zaltozmy, ze dla zmiennych & = &, rownania (2.29) posiadaja punkt kry-
tyczny F(&,) = 0. Interesuje nas zachowanie malego przyrostu € zdefinio-
wanego jako odchylenie od punktu krytycznego, a wiec § = & —i—é’ . Zauwazmy,
ze transformacja € — é jest kanoniczna, gdyz sprowadza sie do elementar-
nej translacji. Badanie stabilnosci liniowej sprowadza sie do analizy ruchu
w zmiennych é opisanej uktadem réwnan zlinearyzowanych w otoczeniu &.
Jesli wiec podstawimy & + &€ w miejsce & w réwnaniach (2.29), to w wyniku
linearyzacji otrzymamy
dé

o+ a F(&)) + DF(SO)E = F(&)) + M(fo)é,

gdzie DF' oznacza macierz Jacobiego funkcji wektorowej F' wzgledem wek-
tora zmiennych & W réwnaniu tym pochodna &, = 0, gdyz sa to wartosci
state, natomiast F(&,) = 0 z definicji punktu krytycznego. Pozostaje wiec
tak zwany uklad réwnan wariacyjnych

dé

T =M&)€ (2:30)

bedacy uktadem réwnar rézniczkowych liniowych jednorodnych o statych
wspolezynnikach (pochodne sktadajace sie na macierz M obliczamy w punk-
cie krytycznym &, wiec sg stale).

Macierz Jaocbiego M jest macierza kwadratowa stopnia 2K i ma postaé

oF, .. OR
0&1 082k
M = . (2.31)
Oy .. OFg
0&1 I3V%

W przypadku kanonicznym jest to zarazem macierz drugich pochodnych ha-
miltonianu H, gdyz skoro £ = JVH = F, to

M = DF = D (JVH) =JDD"H = JH.
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Macierz drugich pochodnych, zwana macierza Hessego, jest symetryczna, a
jej elementy to

0*H
9€; 05
Skoro jednak wektor stanu & sktada sie z wektora wspotrzednych uogélnio-
nych 7 i wektora pedéw uogélnionych R, to mozemy rozbi¢ macierz Hessego
na cztery bloki:

Hij = Dz‘DjH =

) O*H
A — D']"D;EH, Cth AU = W,
B=DpDLH, coyli B«-—ﬂ
~ VRER™ U P T 5ROR,
O*H
= DpDj; i Cjj = ————
C RDrH, czyli Cj; o OR,

oraz czwarty, CT = DTD}%H. Tak wiec, macierz réwnan wariacyjnych M
przybiera posta¢ blokowa

T
e (8B (A S) (G B) e

Jesli rozwiazanie zlinearyzowanego uktadu (2.30) jest ograniczone, to mo-
wimy, ze polozenie réwnowagi &, jest liniowo stabilne.

Z teorii rownan rozniczkowych liniowych wiemy, ze rownania typu (2.30)
z nieosobliwag macierzg M posiadaja rozwiazanie w postaci superpozycji 2K
liniowo niezaleznych rozwiagzan

=

&=

k

oo
5

Il
—

Dla poszczegblnych rozwiazan mozna przyjaé¢ postac
£, = oy exp A\ t, (2.33)

gdzie \i jest jedna z warto$ci wlasnych macierzy M(&,), to znaczy roz-
wigzaniem réwnania charakterystycznego

det (M — AEsg) =0, (2.34)
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czyli

Mii—X Mo <o Mok
M> 1 Moo — X -+ Msaog

det . =0.
Mo 1 Msg 2 oo Mok ok — A

Jedli chodzi o o, to gdy Ag jest pierwiastkiem pojedynczym, oznacza on
wektor statych dowolnych. Dla pierwiastkéw wielokrotnych jest to wektor
wielomianéw zmiennej ¢, ale tym przypadkiem nie bedziemy sie obecnie zaj-
mowac.

Geneza réwnania charakterystycznego jest prosta: podstawiamy (2.33)
do rownan wariacyjnych (2.30) (zakladajac, ze oy jest staly) i mnozymy
obie strony przez exp (—Ag t). Otrzymujemy ,zagadnienie wlasne” macierzy
M

)\k A = M o,

czyli
(M - )\k EQK) A — 0.
Jest to uktad 2K réwnan jednorodnych z niewiadomymi . Uktad taki
posiada zawsze rozwiazanie trywialne oy = 0, ktoére nie interesuje nas z
punktu widzenia analizy stabilnosci. Wazniejsze sg rozwigzania nietrywialne,
a te istnieja wtedy i tylko wtedy gdy gdy wyznacznik macierzy gléwnej
uktadu jest réowny 0. I tak dochodzimy do réwnania charakterystycznego
(2.34).
Jest to rownanie stopnia 2K i tyle tez pierwiastkoéw zespolonych

)\k:ak—l—z’bk

powinno ono posiada¢ (uwzgledniajac krotnos$é pierwiastkow). Jesli wiec za-
miast poszukiwa¢ doktadnego rozwigzania uktadu (2.30) ograniczymy sie do
znalezienia wartoéci wiasnych Ar macierzy M, to rozpatrujemy tzw. stabil-
nosc spektralng punktu krytycznego. Przyjmujemy wtedy, ze rozwiazanie
(2.33) uktadu zlinearyzowanego (2.30) przybiera postaé superpozycji wyra-
zow typu
ék = oy, exp (ay t) [cos byt + i sinbyt], (2.35)

wiec jesli dla ktérejkolwiek z wartodci wlasnych cze$é¢ rzeczywista ay jest
dodatnia, to & ,, moze rosnaé nieograniczenie i punkt krytyczny uznajemy za
niestabilny. W przeciwnym przypadku mamy punkt spektralnie stabilny.

Macierze rownar wariacyjnych M otrzymanych z réwnaii Hamiltona (tzw.
macierze hamiltonowskie) maja wazna wlasciwoséé: ich wartosci wlasne

/\k = ag + ibk,
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a>0
t
A a=0
t
A
a<0
t

Rysunek 2.15: Zachowanie funkcji exp (at) cosbt dla b # 0 i réznych znakow
parametru a
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1 stopien swobody

Im Im

2 stopnie swobody

Rysunek 2.16: Mozliwe konfiguracje wartosci wtasnych hamiltonowskiej ma-
cierzy rownan wariacyjnych na plaszczyznie zespolonej (tylko dla pierwiast-
kow jednokrotnych). Ramka wyr6znione sa sytuacje odpowiadajace rozwia-
zaniom stabilnym.
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pojawiaja w postaci par lub czworek (rys. 2.16):

e Jedli dla pewnej wartosci wlasnej A\; mamy a; = 0 lub b; = 0, to
towarzyszy jej wartos¢ wlasna A\jy1 = —A;.

e Jezeli dla pewnej wartosci wlasnej A\; mamy a; # 01 b; # 0, to towa-
rzyszy jej trzy wartosci wlasne A\j11 = —Aj, Ajp2 = Aj, Ajp3 = —A;.

Wystarczy wiec stwierdzié, ze ktéras wartoéé wtasna uktadu z macierza ha-
miltonowska ma niezerowa cze$¢ rzeczywista, a juz mozemy by¢é pewni nie-
stabilnosci punktu krytycznego. Jedli zas wszystkie wartoéci wlasne sa czysto
urojone, to punkt réwnowagi nazywamy spektralnie stabilnym.

Stabilno$¢ spektralna jest réwnowazna stabilnodci liniowej, o ile tylko
wsrod wartosci wlasnych nie znajduja sie pierwiastki wielokrotne réwnania
charakterystycznego (bo wtedy rozwigzanie nie ma postaci (2.33)). Moze tez

~

sie zdarzy¢, ze zaniedbane wyrazy nieliniowe O(§ ) maja niezaniedbywalny
wplyw i wtedy stabilnos¢ liniowa przestaje by¢ wiarygodna. Natomiast nie-
stabilnog¢ liniowa przesadza o wszystkich pozostalych rodzajach niestabil-
nosci.

WYKEAD 10

Réwnania wariacyjne dla punktéow Lagrange’a

Przejdzmy teraz do sformutowania réwnan wariacyjnych dla punktéw La-
grange’a. Przyjmujac wektor stanu zmiennych bezwymiarowych

€= (v,y,2,X,Y,2)",

i funkcje Hamiltona (2.11), ktora prowadzi do réwnan ruchu (2.17), wy-
znaczamy posta¢ macierzy M z wzorow (2.31) lub (2.32). Nastepnie pod-
stawiamy te wartosci zmiennych, ktére sa wspolne dla wszystkich punktéw
Lagrange’a: zp = 01 Zp = 0 (warunki A), oraz Xo = —yo i Yo = 2o (warunki
B). Otrzymujemy wtedy uktad rownan wariacyjnych

& 0 1 0 10071 2
g -1 0 0 010 (0
d | 2 0 0 0 00 1 z
dt | X | T | Myy Msy 0 0 1 0| | X | (2.36)
Y Ms, Msy 0 -1 0 0 Y
| Z ] 0 0 Mgz 00 0] | 2|
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gdzie

My, = —gi?; = _110—?,u_;%+3 <1p_i"u(:co+u)2+;%(xo—l+u)2),
Mso = ?;;: = 1;%u[/é+3<1p_‘i’u+/%> yg,
O*H 1-
Mes = 92 pi”u_p%
Mia = Mia = 2 =3 (Sl )+ S -1+ i

oraz p1 = \/(xo + )2 + Y5 i p2 = \/(xo —1+p)? +y5.

W uktadzie tym pozostawiliémy dwie zmienne x¢ 1 yo odpowiadajace
lokalizacji wybranego punktu Lagrange’a.
Wydzielenie réwnan dla 2 i Z

Zauwazmy, ze uklad (2.36) mozna rozbi¢ na dwa osobne, wzajemnie nieza-
lezne poduktady, z ktérych jeden opisywaé bedzie ruch w zmiennych 2 i Z
a drugi — ruch w pozostalych zmiennych. W ten sposéb mozemy uproscié¢
rozwazania, gdyz zamiast bada¢ wartosci wtasne macierzy 6 X 6 zaczniemy
od prostej macierzy 2 x 2. Co wiecej, gdyby juz w tym momencie okazato
sie, ze poduktad dla 2 i Z ma rzeczywiste wartodci wlasne, to moglibyémy
na tym zakoriczy¢ calty procedure. Réwnania dla pary 2, Z maja postaé

d [z 0 1]z
ilo]-lwio 2] e

Wprowadzmy wielkos¢ dodatnia

L—p  p
fr=—=~+5>0 (2.38)
i

Dzieki tej definicji mozemy przyjaé
Mgs=—3°<0

i rozwigzaniem réwnania charakterystycznego macierzy uktadu (2.37)

-2 1
detl—52 _)\1 =0,
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czyli
N2 =0, (2.39)

sy dwie sprzezone liczby czysto urojone A = +i 5. W tej sytuacji nie mozemy
jeszcze okredli¢ stabilnosci punktéw Lagrange’a i musimy poczekaé na wyniki
badania pozostalych czterech réwnar wariacyjnych. Stwierdzamy jedynie,
ze w razie pojawienia sie niestabilnosci, ucieczka od punktéw krytycznych
odbywacé sie bedzie raczej w ptaszczyznie xy niz w kierunku osi Oz.

Rownania wariacyjne w plaszczyznie zy (skrot)

Po oddzieleniu réwnar (2.37) od (2.36), pozostaje nam do zbadania uktad

i 0 1 10 &

d | 9 -1 0 01 (]

dt | X | | Mys Ms; 0 1 X |’ (240)
Y Msy Mss; —1 0 Y

Podstawiajac do macierzy potozenie poszczegbdlnych punktéw Lagrange’a
otrzymujemy w wyniku dosé prostej, ale zmudnej analizy nastepujace wyniki:

1. Punkty kolinearne L1, Ls, L3 s liniowo niestabilne, a wiec niestabilne
takze w sensie og6lniejszym.

2. Trojkatne punkty libracyjne Ly i Ls sa liniowo stabilne dla

1 53
S (1-4/22) ~0.03852. .. 2.41
“<2< 27) 0 (241)

a niestabilne dla wiekszych wartodci stosunku mas pu.

Stabilnosé liniowa nie zawsze jest dostatecznym kryterium. Uwzglednia-
jac wyrazy wyzszego rzedu w réwnaniach wariacyjnych znajdujemy dwa wy-
jatki od stabilnosci linowej w kotowym ograniczonym zagadnieniu trzech ciat.
Maja one miejsce dla

p=13 (1 4 V1833) ~ 0.0243....

oraz dla
p=13 (1- 2 V117) % 0.0135...

Punktu tréjkatne sa wtedy niestabilne mimo, iz spetniony jest warunek
(2.41).
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2.3 Rozwigzania Lagrange’a w Ukladzie Slonecz-
nym, orbity halo

Rozwiazania Lagrange’a zagadnienia trzech cial traktowane byty poczatkowo
jako ciekawostka matematyczna. Okazalo sie jednak, ze sa one realizowane w
Uktadzie Stonecznym. Z oczywistych wzgleddéw jedynie rozwigzania tréjkatne
moga by¢ realizowane w sposéb trwalty. Klasycznym przyktadem sa tu dwie
grupy planetoid zwane trojanskimi. Nazwa ta wywodzi sie z czaséw, gdy
znalismy tylko po kilka obiektéw w okolicach punktéw tréjkatnych uktadu
Storice—Jowisz. W poblizu Ly poruszali sie wtedy niemal wytacznie ,Grecy”
z Iliady, pomijajac 624 Hektora, natomiast dla obiektéw okolicach punktu
L5 — ,/ Trojanczykow” — przewazaly imiona mieszkanicow Troi (ale i tu trafiaty
sie wyjatki jak 617 Patroklos). Poniewaz stosunek mas Jowisza i Storica jest
dostatecznie malty (u = 1073), trojkatne punkty Lagrange’a sa stabilne i
planetoidy nie uciekajg z ich otoczenia mimo, iz nie mamy tu do czynienia
z idealnym kolowym zagadnieniem ograniczonym (mimosrod orbity Jowisza
jest rzedu 0.05). Dzi$ znamy juz ponad 5000 planetoid w obu grupach tacznie.

Od niedawna wiemy, ze takze Uran, Neptun, Mars i Ziemia posiadaja
planetoidy w punktach trojkatnych (zwane czesto takze planetoidami tro-
janskimi).

W uktadzie Ziemia-Ksiezyc punkty trojkatne tez sa wyréznione: znajduja
sie w nich tak zwane ksiezyce pytowe odkryte przez Kazimierza Kordylew-
skiego w roku 1961. Poniewaz sa to obloki pylu, ich badanie nie moze ogra-
nicza¢ sie jedynie do metod kotowego zagadnienia ograniczonego, lecz trzeba
uwzgledni¢ rowniez site cisnienia promieniowania stonecznego (tzw. zagad-
nienie fotograwitacyjne). Dla uktadu Ziemia-Ksiezyc parametr p ~ 0.01 <
0.0385, jest on formalnie zgodny ze stabilnoscia punktéw tréjkatnych, ale
tylko przy zaniedbaniu ci$nienia §wiatta na czastki pytu. Istnienie ksiezycow
Kordylewskiego byto systematycznie podwazane, gdyz brakowato obserwacji
innych niz wykonane gotym okiem przez odkrywce. Dopiero w roku 2019
uzyskano zdjecia z wykorzystaniem polaryzacji §wiatta, ktére potwierdzity
zageszczenie pytu w okolicach punktéw trojkatnych, zas§ model teoretyczny
sugeruje, ze 83 to twory powstajace dzieki przejsciowemu uwiezieniu pytu, a
wiec niestabilne i wymagajace doptywu materii. Ten za$ jest nieregularny,
co moze wplywaé na mozliwosé obserwowania ksiezycow Kordylewskiego w
réznych latach.

Realizacje rozwiazan tréjkatnych odnajdujemy réwniez wéréd ksiezycow
planet. W uktadzie Saturna mate ksiezyce Helena i Polideukes znajduja sie
w punktach trojkatnych pary Saturn—Dione, a Telesto i Kalipso w punk-
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tach trojkatnych uktadu Saturn—Tetyda. Znajdujemy tam réwniez trojkatna
konfiguracje Saturn—Janus—Epimeteusz, jednak jest ona dosé nietypowa z
dwéch wzgledéw: po pierwsze, oscylacje wokét polozenia réwnowagi maja
amplitude siegajaca stukilkudziesieciu stopni a po drugie, oba ksiezyce maja
poréwnywalne masy, a wiec nie mozna tu mowic o zagadnieniu ograniczonym.
Uktad ten nalezy rozpatrywac jako rozwiazanie trojkatne ogoélnego zagadnie-
nia trzech ciat (orbity homograficzne). Dla ogolnego zagadnienia trzech ciat
o masach my, ma i m3 dysponujemy znanym od roku 1875 kryterium sta-
bilnoéci liniowej podanym przez Routha. Uklad trojkatny pozostaje stabilny
jesli
(mq +ma +mg3)?
mimse + mims + moms

> 27. (2.42)

Zauwazmy, ze gdy jedna z mas dazy do zera, warunek Routha pokrywa sie
z (2.41).

Cho¢ punkty kolinearne s niestabilne, to w ich otoczeniu moga poja-
wié sie szczegbdlne rozwiazania w postaci orbit okresowych zwanych orbitami
halo. Sa to orbity stabilne, co oznacza, ze w ich otoczeniu moga pojawic sie
ograniczone w przestrzeni orbity nieokresowe, zapetniajace obszar toroidalny,
zwane orbitami Lissajous.
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Rozdzial 3

Metody analityczne mechaniki
nieba

WYKELAD 11

Wiemy juz, ze w mechanice nieba wystepuja powszechnie zagadnienia
niecatkowalne. W jaki sposéb mozemy otrzymac ich przyblizone rozwiaza-
nia 7 Zaleznie od potrzeb, mozna uzy¢ metod numerycznych lub metod
analitycznych. Powstaje wtedy rozwigzanie rownan ruchu zwane zargo-
nowo teorig ruchu z przymiotnikiem ,analityczna” lub ,numeryczna’.

Metody analityczne postuguja sie rachunkiem zaburzen i moga prowa-
dzi¢ do bardzo skomplikowanych szeregéw. Sa to szeregi potegowe malego
parametru, ktérym moze by¢ stosunek mas, sptaszczenie planety itp.

Metody numeryczne sa muniej skomplikowane od analitycznych; przy ich
pomocy mozemy wyliczy¢ pojedynczg trajektorie uktadu ciat dla zadanych
warunkéw poczatkowych. Tu takze wykorzystuje sie szeregi lub wielomiany
ale zwiazane z potegami matego przyrostu czasu.

O ile metody analityczne dostarczaja wyjasnienia fizycznego zjawisk i ich
zaleznosci od rozmaitych parametroéw, o tyle metody numeryczne potrafia
zapewni¢ bardzo wysoka dokladnos$é pojedynczej trajektorii. W starszych
podrecznikach mozna spotkaé sie z terminami ,perturbacje ogélne” dla metod
analitycznych i ,perturbacje szczegblne” dla metod numerycznych.
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3.1 Szeregi Fouriera anomalii $redniej

3.1.1 Szereg Fouriera

Przy stosunkowo stabych ograniczeniach (nie wymagamy nawet ciagtosci),
funkcje F'(x) mozna przedstawi¢ na skonczonym przedziale —m < z < 7 o
dtugoéci 2 w postaci zbieznego szeregu Fouriera

F(z) = co + Z (ck coskx + spsinkx) . (3.1)
k=1

Jedli zas funkcja F'(x) jest funkcja 2m-okresowa, to znaczy jesli
Ve: F(x+27m)=F(x),

wtedy szereg Fouriera (3.1) obejmuje cala dziedzine funkcji F'(z). Zaltozenie
dtugoéci przedziatu lub okresu réwnej 27 nie jest zadnym istotnym ogranicze-
niem, gdyz zawsze mozna liniowo przeskalowaé¢ zmienng tak, aby spetni¢ ten
warunek. Wspolczynniki ¢, sp poszczegolnych harmonik! oraz wyraz
staly co zadane sg wzorami catkowymi

1 s
cr = —/F(J;)cosk:x dz,
7r

1 s
s = —/F(x)sinkx dx, (3.2)

™

a w szczegllnosci dla k = 0 mamy sg = 0 oraz
1 K
0=~ / F(x) de = 2 (F(2))a. (3.3)

Ten ostatni wzor zastuguje na szczegélna uwage, gdyz definiuje on zarazem
wartos¢ sredniej catkowej funkeji F'(x).

Poniewaz catka z dowolnej funkcji nieparzystej na przedziale od —n do
7 jest rowna 0, mozemy zauwazy¢, ze:

1. Jesli F(x) jest funkcja parzysta, to F'(x) sin kx jest funkcjg nieparzysta
i mamy s; = 0, natomiast ze wzgledu na symetrie

2 s
k= — /F(:L') coskzx dx. (3.4)
T
0

! k-tg harmoniks nazywamy pojedynczy wyraz (cx cos kx + sy, sin kx).
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2. Jesli F(x) jest funkcja nieparzysta, to F(z)coskz jest funkcja niepa-
rzysta i mamy ci = 0 oraz
2 1 ,
Sk = —/F(x) sin kz dx. (3.5)
T
0

Tak wiec funkcje parzysta aproksymujemy szeregiem funkcji parzystych (cos kx)
za$ nieparzysta — szeregiem funkcji nieparzystych (sinkz). Wartosé $red-
nia funkcji nieparzystej wynosi zero.

Jesli w rownaniu (3.1) sumowanie przebiega w zakresie 1 < k < o0, to
prawa strona réwnosci jest suma szeregu trygonometrycznego, a jesli
zakres sumowania jest skoriczony (1 < k < N), to prawa strone nazywamy
wielomianem trygonometrycznym stopnia N.

3.1.2 Funkcje Bessela i inne funkcje specjalne

Funkcje Bessela pierwszego rodzaju

Funkcje Bessela to tylko czubek gory lodowej zbudowanej z rozmaitych funk-
cji specjalnych wykorzystywanych w mechanice nieba. Funkcje Ji(z) sa
wazne nie tylko same w sobie, lecz rowniez dlatego, ze wiele innych funkcji
specjalnych wyraza sie¢ jako szeregi funkcji Bessela.

Funkcje Bessela k-tego rzedu Ji(x) zmiennej rzeczywistej  mozna zde-
finiowaé na r6zne sposoby. Wymienimy tylko cztery:

1. Wzorem calkowym?
17 .
Ji(z) = = /cos (kp —x sinp) dp. (3.6)
0

Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze argument funkcji cosinus w tym wzo-

rze zawiera wyrazenie przywodzace na mysl réwnanie Keplera M =
E —esinF.

2. Jako rozwiazanie réwnania rézniczkowego

22y 4+ xy + (w2 — kz2) y=0, (3.7)

2sposob o tyle typowy, ze wiele funkcji specjalnych wprowadza sie w fizyce do oznaczenia
calki niemozliwej do wyrazenia poprzez funkcje elementarne.
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zwanego réwnaniem Bessela. Z odpowiednimi warunkami poczatko-
wymi lub brzegowymi dostajemy jedno z dwéch niezaleznych rozwigzan
w postaci y(z) = Jx(x). Konkretnie, ma to by¢ rozwiazanie nieosobliwe
dla z = 0.

. Jako sume szeregu potegowo (tylko dla naturalnych k)

B oo (_1)j z k+2j
W) =% 5 (2) | (3.8)

Jesli musimy wyliczy¢ funkcje Bessela ktorej rzad k jest liczba catko-
witg ujemna, to wystarczy skorzystaé z wtasnosci

J_p(z) = (=1)F Jp(z). (3.9)
Z wzoru (3.8) plyna dwa wazne wnioski:
wo-{y B e ow
oraz (dla k > 0)
Jp(z) = % (;C)k +O(aF+2). (3.11)

Dla k = 0 powyzszy wzor dawalby trywialne Jy(z) = 1, wiec stosow-
niejszym przyblizeniem jest

2
Jola) =1 — (;) + oY), (3.12)
. Jako funkcje speliajace wzor rekurencyjny
2k
Jk—&-l(fv) = ; Jk(x) — Jk_l(:E). (313)

Sciglej rzec biorac, wzor rekurencyjny moze stuzy¢ do zdefiniowania
funkcji tylko pod warunkiem, ze dodamy do niego minimalng ilosé
sStartowych” funkeji. W przypadku funkeji Bessela wystarcza dotgczyé
do (3.13) definicje dwoch dowolnych Ji(x) — na przyktad Jo(z) i Ji(z).

Wspomnielismy juz, ze dla funkcji specjalnej nalezy znalezé¢ sposéb obli-

czania pochodnych. W przypadku pierwszej pochodnej funkcji Bessela mamy
do dyspozycji jeden z dwoch wzoréw

Jie(@) = 5(Je—1(2) = Jega(z) ), (3.14)
Ta) =~ (@) + (e, (3.15)
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Zastosowanie do rownania Keplera

Jak wiadomo, r6wnanie Keplera
M =F —esinF,

wiazace anomalie §redniag M = n(t —t)) i anomalie mimosrodowa na orbicie
eliptycznej o mimosrodzie e jest rownaniem przestepnym i zadaje E(M,e) w
sposéb uwiktany. Jednym z podstawowych probleméw praktycznych mecha-
niki nieba jest znalezienie jawnego zwiazku miedzy anomaliami, co pozwala
w spos6b przyblizony wyrazi¢ poltozenie i predkosé na orbicie jako jawne
funkcje anomalii §redniej, a wiec i czasu. Sprobujmy rozwiazaé ten problem
rozwijajac funkcje esin E' w szereg Fouriera wzgledem anomalii sredniej M.
Wiemy, ze ogoélna postac¢ takiego szeregu to

[e.@]
esin £ = Z sk(e) sinkM,
k=1

gdzie

si(e) = g/esinEsin kM dM. (3.16)
"9
Catkowanie odbywa sie tu od perycentrum, gdzie M = E = 0, do apocen-
trum, gdzie M = E = 7.
Problemem zasadniczym jest obecnosé dwoch réznych anomalii w (3.16),
wiec najpierw catkujemy przez czesci:

2 7 d(cos kM
S = —m/esinE(CZ&M)dM
0
2e . M=r o ¢ d(esin E)
= —EsmEcoskM +—/cosk:MWdM.

M=0 ™
0

Pierwszy wyraz w drugim wierszu znika, gdyz sin(0) = sinm = 0. W drugim
wykorzystamy réwnanie Keplera

dlesinE) d(E—-M) dE

= =— -1
dM dM dM ’
a wtedy
2 7 E 2 7
S = m/cosk:ijde—m/cosk:MdM
0 0
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2 7 4
= —/cosk:MdE— isimk:M )
k7r0 k2w 0

Drugi wyraz znika, wiec zostaje tylko pierwszy, w ktérym podstawiamy réw-
nanie Keplera

Sk —

E
3=

/COS (kE — kesin F) dE. (3.17)
0

Poréwnanie (3.17) z definicja catkowa funkeji Bessela (3.6) prowadzi do wnio-
sku, ze
=2
esin E = — Ji(ke) sinkM, 3.18
S ik (318)

wiec rownanie Keplera przybiera postaé

> 2
E=M+esinE=M+ E EJk(ke) sinkM. (3.19)
k=1

Wiele innych funkcji zagadnienia dwoch cial mozna wyrazi¢ poprzez anoma-
lie §rednia przy uzyciu funkcji Bessela. Na przyktad funkcje a/r rozwijamy
latwo na podstawie (3.19) gdyz mamy

a dFE

dM’

a skoro tak, to rozniczkujac (3.19) wzgledem M otrzymamy

a

— =142 E Ji(ke) coskM. (3.20)
r
k=1

Funkcje Bessela wystarczaja do rozwiniecia sin mE, cosmE, r/a, cos f, sin f
oraz (r/a)cos f i (r/a)sin f. Inne wazne rozwiniecia otrzymujemy korzy-
stajac z tak zwanych wspo6tczynnikéw Hansena X, (e) definiowanych jako
amplitudy fourierowskie

(2>n[cosmf+isinmf]: i X (e) cos kM +isinkM].  (3.21)

k=—o0

Niektore ze wspodlczynnikéw Hansena sa funkcjami elementarnymi mimo-
srodu, a inne wyraza sie jako szeregi funkcji Bessela.
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3.1.3 Wartosci $rednie w ruchu keplerowskim

Wyznaczanie wartosci érednich funkcji w zagadnieniu dwéch cial pelni wazna,
role w rachunku zaburzen dla orbitalnego ruchu perturbowanego. Jest ono w
zasadzie elementarne i sprowadza sie do kilku typowych sytuacji zwiazanych
z catka

1 ™
(F(z)), = — / F(z)da. (3.22)
27 J_x

Zacznijmy od zasad ogolnych:
a) Ugrednianie jest operacja liniowg; jesli « i § oznaczaja stale, to
(a®+ YY) =a(P)+[(¥). (3.23)

W szczegolnodci, dla funkceji stalej,

(@) = a. (3.24)

b) Wartosé¢ érednia kazdej funkcji nieparzystej wynosi zero.
c) Jesli k # 0 jest liczba catkowita, zas « jest dowolna stala, to
(sin (kz + a))y = (cos (kz + ), = 0. (3.25)

Oczywiscie, dla k = 0, mamy do czynienia z usrednianiem funkcji sta-
tej.

Jedli interesuje nas wartosé srednia wzgledem anomalii éredniej M w ru-
chu eliptycznym, a uéredniane wyrazenie jest zadane jako funkcja anomalii
prawdziwej f lub mimosrodowej E, to mozemy skorzystaé¢ z regut dotycza-
cych catkowania przez podstawienie. Przypomnijmy, ze rézniczkujac réwna-
nie Keplera otrzymamy

dM = (1 —ecosE)dE = de,
a

natomiast II prawo Keplera poprzez

Af _ Vi

e r27

oraz dM = ndt i III prawo Keplera n?a® = p, prowadzi do

7,2

dM = ———df.
a?y/1 — e? /

69



Mamy wiec

@E)m = (B(E)(r/a)s, (3.26)
@ = (®(f) (r/a)? (1 —e2)77);. (3.27)

W ruchu eliptycznym $rednia wgledem anomalii sredniej (F) s jest zarazem
wartoscig $rednia wzgledem czasu t.
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WYKEAD 12

3.2 Rachunek zaburzen dla réwnan algebraicznych
i przestepnych

3.2.1 Podstawy

Aby uchwycié istote rachunku zaburzen, rozpatrzmy poszukiwanie pierwiastka
réwnania zaburzonego

fly; ) =0, (3.28)
w ktorym y jest zmienng (niewiadoma), zas$ € pelni role malego parame-
tru (najezesciej zaktadamy |¢| < 1). Rachunek zaburzeri mozemy stosowac
wtedy, gdy znamy rozwiazanie tego rownania dla € = 0, czyli gdy potrafimy
znalezé¢ wartod§é y = = dla ktorej

f(z; 0) =0.

Mozemy wtedy znalezé takie przeksztalcenie zmiennej y < x, zeby w nowych
zmiennych réwnanie zostato przeksztatcone do postaci g(z) = f(z;0) = 0.
A wtedy z postaci przeksztalcenia y = y(x) znajdziemy wartosé¢ pierwiastka
réwnania (3.28).

Przyklad trywialny: niech rownanie (3.28) ma posta¢
fly;e) =y—e=0.

Dla € = 0 rownanie przechodzi w y = 0 i jego pierwiastkiem jest
yo = 0. Wprowadzamy przeksztalcenie

y(z;e) = +e.
Lewa strona réwnania zaburzonego zostaje przeksztalcona w
flx+ee)=(x+e)—e=x=g(z).

Rozwigzaniem g(x) = 0 jest x = 0, wiec pierwiastkiem wyjscio-
wego rownania (3.28) jest y =0+¢ =e¢.

Przyjmijmy, ze zalezno$¢ od matego parametru pozwala na przedstawie-
nie lewej strony réwnania w postaci sumy szeregu potegowego wzgledem
matego parametru

fyie)=fow) +e Aly) +e° faly) +... = i " fr(y), (3.29)
k=0
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co prowadzi do

Fe) =3 & fly) = 0. (3.30)
k=0

Jesli podstawiajac € = 0 do (3.28) otrzymamy latwo rozwiazywalne rownanie
niezaburzone

fo(y) = f(y; 0) =0, (3-31)

ktérego pierwiastkiem jest y = x, to mozemy uruchomié¢ procedure rachunku
zaburzen.

Zaczynamy od pytania o krotnos¢ pierwiastka rownania (3.31), a doktad-
niej — tego z pierwiastkéw, ktory wybralisimy jako x. Powiedzmy, ze wynosi
ona n (czyli n = 1 dla pierwiastka jednokrotnego, ktory spelnia fo(z) =01
f4(z) # 0; krotnosé n = 2 dla pierwiastka podwojnego z fo(z) = fi(x) =01

J(x) # 01 tak dalej).

Nastepnie zakladamy, ze pierwiastek réwnania zaburzonego y mozna

przedstawi¢ jako sume

o
y :a:—l-zfs% Q;(x), (3.32)
j=1

w ktorej pojawiaja si¢ pewne funkcje ®;. Wyraz en ®;(x) nazywamy zabu-
rzeniem (perturbacja) rzedu j.

Jesli podstawimy zalozong wyzej postaé pierwiastka do funkeji f, otrzy-
mamy z niej nowa funkcje g

flyie) = fla+ 3 en @(); ) = g(wse),

jz1

rowng co do wartosci funkeji f, ale posiadajaca inna postaé zaleznosci od
zmiennej. Srodkowy czlon powyzszej rownosci zalezy od x w sposob skompli-
kowany, dlatego zawsze sprowadzamy wynik podstawienia do postaci szeregu
potegowego

g(z;e) = go(x) + en g1(z) + en gz)+...= i s%gk(x). (3.33)
k=0

Nawet gdy n # 1, mozna tu nadal wykorzysta¢ zwykly szereg Taylora z
pomocniczg zmienng v = {/e (czyli € = v™) i rozwinieciem wzgledem poteg
V¥ w otoczeniu v = 0.

Zauwazmy, ze funkcje go(z), . . ., gn—1(x) wywodza sie wylgcznie z wyrazu
fo(y), gdyz juz

eh(y) =eh(@)+0 (),
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a wiec wyraz €f] = en fi moze zasili¢ tylko funkcje gy i nastepne.

7 definicji mamy fo(x) = go(x) = 0, a dla pierwiastkow podwodjnych
dodatkowo fj(z) = gi(x) = 01 tak dalej, wiec sumowanie w (3.33) zaczyna
sie w istocie od k = n i mamy

g(z;¢) = i E%gk(x). (3.34)
k=n

A zatem, skoro f(y;e) = g(zx;e) = 0, to rownanie zaburzone (3.29) dla
zmiennej y przechodzi w réwnanie

> engi(z) =0, (3.35)
k=n

to za$ powinno by¢ spelnione dla kazdego gr(z) osobno, czyli gi(z) = 0 dla
wszystkich k.

Latwo to zrozumieé po przypomnieniu, ze funkcje g zaleza od = za po-
$rednictwem nieoznaczonych funkeji ®;(x) z rownania (3.32). Spetnienie row-
nania (3.35) uzyskujemy poprzez odpowiedni wybor ®;, a te zostaly zdefi-
niowane jako niezalezne od matego parametru, wiec € nie moze sie pojawic
w réwnaniach stuzacych do ich wyznaczenia.

Mamy wiec do czynienia z nastepujaca drabinka réwnan:

gn(P1(x)) = 0,
In+1(P1(7), P2(z)) = 0,

gnJrk,l((IH(CU), (I)Q($), e ,<I>k(a:)) = 0, (3.36)

i tak dalej. Kazde z nich zwiera tylko jedng nowa funkcje ® oraz znane juz
z wezesniejszych rownan funkcje ®p_q,..., P

Rzadko sie zdarza, by$my byli w stanie znalezé ogolny przepis na ®;(z) z
dowolnie duzym indeksem j. Zazwyczaj musimy poprzestaé na ograniczonej
liczbie wyrazéw i postepujemy wedlug nastepujacego algorytmu rachunku
zaburzen rzedu K dla rownania (3.30)

1. Wybieramy pierwiastek x réwnania niezaburzonego fo(z) = 0 i okre-
glamy jego krotnosé n.

2. Wprowadzamy pomocniczy maly parametr v = e

73



3. Zakladamy postaé¢ rozwigzania

K
y=1x+ Z V&) + O, (3.37)
=1

4. Rozwijamy w szereg potegowy malego parametru v lewa strone réw-
nania, czyli znajdujemy

K+n—-1
glwiv) =S v fi (e + I v By(@) = Y (@), (338)
k>0 k=0

to znaczy identyfikujemy wzory dla g wyrazonych przy pomocy funkcji
®;. Powinni$my przy tym mie¢ go(x) = ... = gn—1(x) = 0, niezaleznie
od wyboru funkcji ®;.

5. Dla k=1,..., K rozwiazujemy réwnania
Intk-1(P1(2), Pa(2),..., Pp(z)) = 0, (3.39)
znajdujac kolejne @y (z).
6. Znalezione @y (z) podstawiamy do (3.37) otrzymujac rozwiazanie przy-
blizone K-tego rzedu, ktore powinno spelnia¢ réwnanie (3.30) z btedem

K+1

rzedu O (eT)
3.2.2 Przyklad: Tr6jmian kwadratowy — pierwiastek poje-
dynczy

Elementarnym przyktadem zastosowania rachunku zaburzen moze byé po-
szukiwanie przyblizonego pierwiastka réwnania

fly;e) =ey* +y—1=0. (3.40)

Krok 1: Rownanie f(y;0) = y—1 = 0, posiada pierwiastek pojedynczy
y=1=ux,gdyz f'(z;0) =1#0.

Krok 2: Malym parametrem jest v = ¢, gdyz krotnoéé¢ n = 1.

Krok 3: Z doktadnoscig K = 3 zaktadamy postaé¢ rozwigzania

y =z +edi(z) + 20y(z) + 3®3(x) + O(e). (3.41)
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Krok 4: Rozwijamy lewa strone réwnania (3.40). W obecnym przy-
padku mozna to zrobi¢ wprost, wykonujac mnozenia w

fly;e) = ¢ (:1: + e® () 4 2Py () + 53®3(x))2
42 + @y () + 20y(z) + 3P3(2) — 1 + O(*),(3.42)

i odrzucajac wyrazy rzedu O(g?).

Mozna tez podejs¢ formalnie, wprowadzajac do postaci (3.30) funkcje
foly) =y — 1, fi(y) = y? i pozostate fi(y) = 0. Rozwijamy wtedy

fe(y) = fu(z) + Z jj ldjg’; )] + O(e*F), (3.43)
7j=1 e=0,y=z

gdzie pochodna wzgledem ¢ wynika z obecnodci malego parametry w
transformacji (3.41), a wiec

dfi(y) dfy(y) dy

de - dy dg_fk() y'(¢),
2
‘ ﬁgy) = R G E) + iy E), (3.44)

i tak dalej, gdzie y(g) oznacza prawg strone wzoru wzoru (3.41). Mamy
wtedy

foly) = z—1+e®i(x)+2Py(x) + 303(x) + O(e?),
fity) = a®+e(20®(@) + £ (B (@) + 20s(x) ) + O(),
fely) = 0, dlak>1 (3.45)

Tak, czy inaczej dostajemy

flyse) = foly) +efi(y)

= z—1
+e (a:2 + <I>1(:c))
£2 (22®1(z) + Po(z))
&3 (93(2) + 20®@a(2) + Dy(x) ) + O(e)
= go(x) +eg1(z) + 2ga(x) + 3g3(x) + O(e?). (3.46)
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Krok 5: Aby funkcja g(x) sktadata sie tylko z go, szukamy po kolei

funkcji ®;.
gz) =0 — 22+®=0— & = -2
g2(z) =0 — 20Dy + By = —22° 4+ Dy = 0 — Py = 223,
g3(z) =0 — ®(z)+ 22Dy(z) + D3(x) (3.47)

=gt + 42 + B3 =0 — O3 = —52?,

Krok 6: Wz6r przyblizony dla pierwiastka ma postaé

y = x—ex? 2% — 5321 + O(eh)
= 1-—e+2% -5 40(?). (3.48)

Jak wiadomo, réwnanie (3.40) posiada dwa pierwiastki

-1 —+1+44e¢ _—1+\/1+45

hw=———"" Y2

’ ‘ (3.49)

z ktorych pierwszy jest osobliwy dla € — 0, za$ drugi posiada rozwiniecie w
szereg MacLaurina wzgledem ¢ zgodne z wzorem (3.48).

3.2.3 Przyklad: Tré6jmian kwadratowy — pierwiastek podwdjny

. ., 1 . .
Aby zobaczy¢, czemu musimy wprowadzi¢ v = en | przyjrzyjmy sie prostemu
réwnaniu

flyie)=y*—e=0. (3.50)

Dla € = 0, jego pierwiastkiem jest y = 0 = x. Sprébujmy otrzymadé rozwia-
zanie pierwszego rzedu (K = 1) zakladajac niepoprawnie

y=u1a+ed(z) + O(?). (3.51)
Po podstawieniu uzyskujemy
flyie) = (x +e®1)? —e+ O =22+ (22®, — 1) + O(?),  (3.52)
wiec go = x = 0, oraz
g1 =2zxPi(x) —1=—1. (3.53)

Jak wida¢, nie ma mozliwosci, aby doprowadzié¢ do spelnienia gq(x) = 0.
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To, ze procedura musiata zakonczy¢ sie fiaskiem, byto jasne od poczatku,
gdyz rownanie (3.50) posiada dwa pierwiastki:

y1 = —Ve, Y2 = Ve, (3.54)
co nie pasuje do zalozenia (3.51). Natomiast przyjecie v = /¢ i zalozenie

K

Yy :$+Zyj<1>j(m), (3.55)
j=1

doprowadzi nas do rozwigzania doktadnego, w ktorym ®2 = 1, zas wszystkie
pozostate ®; = 0.
Wezmy K = 2, i dla uproszczenia podstawiajmy od poczatku x = 0.
Wtedy dla
y =v®; + 12y + O(1?), (3.56)

podstawienie musimy wykonaé tak, aby dojs$é do funkcji g,—1+x czyli gs:
fyie) = (04 v®; + 120y + O(3))? — 12
= 2 (@% - 1) + 2030, @ + O (1)
= go+vg 7+ g3+ O(W?). (3.57)
Skoro go = ¢ = 0, oraz g1 = 0, to wybor ®; nastepuje w warunku
@p=01-1=0, — & ==+I, (3.58)
natomiast g3 = 2Py = 0 oznacza P2 = 0. Mamy wiec dwa rozwigzania:
y = x v, co jest zgodne z rozwigzaniem doktadnym (3.54).
3.2.4 Przyklad: Ré6wnanie Keplera

Rozpatrzymy réwnanie Keplera wiazace dla orbit eliptycznych anomalie §red-
nig M, anomalie mimosrodowa £ i mimosréd e

f(E;e)=FE—M —esinE =0. (3.59)

Rownanie to posiada formalna strukture (3.30) ze zmienng y = E, malym
parametrem ¢ = e i funkcjami fo(y) = E — M, fi(y) = —sinE, fi(y) =0
dla k > 1.

Dla e = 0, rownanie niezaburzone fo(E) = 0 posiada pierwiastek £ = M
i jest to pierwiastek pojedynczy. Mamy wiecn=1iv=c=e.
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Poszukajmy rozwiazania przyblizonego drugiego rzedu (K = 2). Zalo-
zong postacia rozwigzania (3.37) jest

E=M+e®(M)+e*®y(M) + O(e?). (3.60)
Podstawienie (3.60) do rownania (3.59)
(M + e®q + 62(1)2) — M —esin(M + ed; + 62<I>2) =0
prowadzi do postaci
e® (M) — e sin M + 2®y(M) — €2®1 (M) cos M = 0. (3.61)
Rownania (3.39) wypisujemy przyréownujac do zera wspotczynniki pierwszej
i drugiej potegi mimosrodu
O (M)—sinM = 0,
Do(M) — Py (M)cosM =
i bez trudu znajdujemy
O (M) = sinM,
Oy(M) = sinM cos M.
Tak wiec, rozwiazaniem drugiego rzedu réwnania Keplera jest
E =M +esin M +e? sin M cos M + O(e?), (3.62)

co tatwo sprawdzi¢ poréwnujac otrzymany wynik z szeregiem Fouriera (3.19)
i rozwijajac funkcje Bessela w szeregi potegowe (3.8).

3.2.5 Przyklad: Polozenie punktu Lagrange’a L,

Wréémy do ograniczonego kotowego zagadnienia trzech ciat i sprobujmy roz-
wiaza¢ metoda rachunku zaburzeni réwnanie (2.22), bedace warunkiem na
potozenie punktu L; na osi z. Zeby unikna¢ konfliku oznaczen, przepiszemy
je ktadac & zamiast wspotrzednej x

EE+m*E—14p)’ - Q- (E—14+p)’+pE+p)?=0. (3.63)

Malym parametrem zagadnienia bedzie stosunek mas € = pu, a zmienng
y = &, co pozwala nadac¢ rownaniu (3.63) formalna postaé (3.30), gdzie

fo®) = (€-1)(€-12=-1+2-+& 26"+ ¢,

fi(e) = 3—-4¢+48 — 68 +4¢",

f2(6) = =34 56— 662 +683, (3.64)
f3(6) = 2—-26+48,

fi§) = ¢,
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a wszystkie pozostate fi(£) = 0.

Rownanie niezaburzone fy(§) = 0 posiada interesujacy nas pierwiastek
rzeczywisty x = 1, ktory jest pierwiastkiem tlgzykrotnym. Rachunek zaburzen
bedziemy wiec prowadzié¢ przyjmujac v = p3. Uwzgledniajac zaburzenia do
drugiego rzedu wilacznie przyjmiemy

E=14vd + 120y + O(?), (3.65)

gdzie od poczatku wstawiamy = = 1, wiec nie musimy traktowaé¢ P jako
funkcji 1 poprzestajemy na ich wartoéciach.
W my¢l rownari (3.38) i (3.39) otrzymamy ®; i 9 z réwnarn

v g3(91) =0, vl ga(®1,P2) = 0.
To znaczy, ze podstawiajac (3.65) do (3.63) mozemy poprzestaé¢ na
fg(l +vdP + V2¢2) + V3f1(1 + V(I)l) =0,

i rozwijajac w szereg (w tym konkretnym przypadku wystarcza wymnozenie
nawiaséw i wzoér na dwumian Newtona) dochodzimy do

go=g1 =92 =0,
oraz

g3 = 14383 (3.66)
g = O (2 4303 + 9<1>1<1>2) . (3.67)

Z warunku g3 = 0 i rownania (3.66) otrzymujemy

1
1\3

Podstawiajac ten wynik do (3.67) dochodzimy do réwnania

1— 350, =0,

5
1\3
Dy =(=] .
’ <3)
Jak wida¢, rachunek zaburzeri doprowadzil nas do rozwigzania drugiego

rzedu 1 2
E=1- (§>3 + % (g)S +O0(n), (3.68)

ktore zgadza si¢ z podanym wczesniej ,na wiare” wzorem (2.23).

Z rozwigzaniem
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WYKEAD 13

3.3 Rachunek zaburzen pierwszego rzedu dla réw-
nan kanonicznych

Na rozwiazywanie réwnan metoda rachunku zaburzen warto spojrzeé jako
na zastosowanie przeksztalcenia zmiennej y — x, ktére powoduje, ze orygi-
nalne rownanie f(y) = 0 ulega uproszczeniu do postaci g(z) = 0, o znanym
rozwigzaniu. Komplikacja zostaje przesunieta z réwnania do przeksztalcenia.

Te sama idee stosowaé¢ mozna do réwnain rézniczkowych, a réwnari ruchu
w szczegblnosci. Warunkiem jest, abysmy mieli zagadnienie opisane uktadem
zaburzonym

Y =Fo(y) +eFi(y,1), (3.69)

dla ktorego potrafimy podaé rozwigzanie uktadu niezaburzonego y = Fy(y).
Jedli takim zagadnieniem niezaburzonym bedzie zagadnienie dwoch cial, to
zauwazmy, ze najprosciej poshugiwaé sie réwnaniami dla uzmiennionych sta-
tych (np. elementéw keplerowskich lub zmiennych Delaunaya), gdyz te za-
wiera¢ beda wyjatkowo proste rownania niezaburzone (a = 0 itp.)

Metoda Poincarégo — von Zeipela

Zajmiemy sie teraz sytuacja, gdy ruch orbitalny pojedynczego ciala w ze-
wnetrznym polu sit zadany jest funkcja Hamiltona

H(v) = Ho(v) + eHi(v), (3.70)

gdzie v oznacza zmienne kanoniczne, natomiast € jest malym parametrem
charakteryzujacym site zaburzenia. Gdy mamy do czynienia z zaburzonym
zagadnieniem wzglednym dwdch cial, najwygodniej jest przyja¢ zmienne De-
launaya
v=(l,9,h,L,G,H)T,
gdyz wtedy Hamiltonian niezaburzony ma najprostsza postac
2

,u

(3.71)

Nadrzedna idea rachunku zaburzen w przypadku kanonicznym jest:

znalez¢ takie zmienne kanoniczne v’, aby nowa funkcja Hamiltona
K(v") miata posta¢ najprostszg z mozliwych.
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Z oczywistych wzgledéw musimy zastosowaé transformacje kanoniczng, gdyz
inaczej nie ma co moéwié¢ o nowej funkcji Hamiltona. Pierwsze zastosowania
tego podejscia wiaza sie z nazwiskami Delaunay i Poincaré. Stosowali oni
transformacje z wykorzystaniem funkcji tworzacej zmiennych mieszanych.
Obecnie, od korica lat szedé¢dziesiatych XX wieku, stosuje sie raczej metody
wykorzystujace transformacje Liego, ale ich zalety objawiaja sie w pelni do-
piero na poziomie rachunku zaburzen drugiego i wyzszych rzed6w. Dlatego
tez przedstawimy metode Poincarégo (znang czasem jako metoda von Zei-
pela) jako prostsza do wyjasnienia.

Jak wiadomo, kanoniczna transformacja bliska identycznosci moze byé
zadana funkcja tworzaca typu Fb

F(l,g,h, L',G' H") =1L+ gG' + hH —e¥(l,g9,h, L',G', H'), (3.72)

ktora zalezy od pierwotnych (oskulacyjnych) katow [ = M (anomalia §red-
nia), g (argument perycentrum) i h (dtugosé¢ wezta wstepujacego) oraz no-
wych pedéw uogdlnionych L', G', H'. Znak minus przy nieokreslonej jeszcze
funkcji ¥ wprowadzilismy ze wzgledéw ,kosmetycznych” i nie jest on istotny.
Zgodnie z definicja funkcji typu Fo mamy

0ROV , OF o

L=y =L -5 V=50 =
_OF, ., v , OFy o

G = 99 =G Eag’ 9 =50 =9 50 (3.73)
OF, ., OV , OF, o

0=y =M =5 N=gm ="

wiec transformacja v — v’ przechodzi w tozsamos$¢ dla € = 0, natomiast dla
ograniczonej funkcji ¥ roznica miedzy zmiennymi bedzie rzedu O(g).

Glownym problemem technicznym metody Poincarégo jest uwiktany cha-
rakter transformacji, ale na poziomie pierwszej potegi € nie jest to problem
powazny.

Musimy teraz znalez¢ taka funkcje U, ktora pozwoli zrealizowaé zamie-
rzony cel. Jedli transformacja nie zalezy jawnie od czasu, to nowa funkcja
Hamiltona powstaje jako

K(v'") = H(v(v")), (3.74)

a wiec przez podstawienie wyrazenia starych zmiennych przy pomocy no-
wych. Tam, gdzie hamiltonian H zalezal od pedu L, podstawiamy L =
L' — e¥; (pochodna czastkows oznacza¢ bedziemy jako dolny indeks) i po-
dobnie G = G' —e¥,, H = H' — e¥},. Natomiast katy [, g, h zostawimy na
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razie bez zmian. A zatem
K =Ho(L —e¥))+ecHi(l,g,h, L —e¥;, G’ — s\I/g,H’ —eWy).  (3.75)

Przypomnijmy teraz, ze ograniczamy sie do zaburzen pierwszego rzedu, wiec
mozemy przeksztatci¢ K(I, g, h, L', G', H'") do postaci

L/
K = HO(L/)_S\IllaI}—gOlg,)+€H1(Z,g,h,L/,G/,H/)—|—O(E2>:
2 2
_ M _wov P o
- 2(L,>2—|-E< (L3 ol +H1(l,g,h,L,G,H)>+O(5)_
= Ko+ K1+ O(?). (3.76)

Ostatni wiersz zawiera czysto umowne definicje: K podzielony bedzie na
niezaburzone Ky i zalezny od pierwszej potegi matego parametru wyraz eKy.
Wybor gy jest jednoznaczny:

) e 1
Ko(L') = _2(L’)2 =50 (3.77)
Te druga posta¢ przytaczamy, zeby zasygnalizowaé, ze mozna wprowadzi¢
tzw. elementy $rednie o', ¢/, I, ktore powiagzane sa z nowymi pedami L/,
G’, H' takimi samymi zwiazkami, jak elementy oskulacyjne a, e, I z pedami
L, G, H.
Bedziemy takze uzywac¢ pojecia $redniego ruchu sredniego zdefinio-
wanego jako

Ko (L 2
/: 0( ) — l’l’ _ = /J’ _. (3.78)
oL’ (L/)s (a/)d
Dochodzimy teraz do kluczowego momentu. Definicja K; zawiera nie-
okreslong jeszcze funkcje ¥

1\
O % g b LG HY, (3.79)

gdzie mogliémy zstapi¢ pochodna czastkows przez zupelna, gdyz tylko jedna
zmienna ! pojawila sie jako ,czynna”. Mamy teraz pozornie pelnag swobode
wyboru Ky, ktéry zdefiniuje funkcje tworzaca ¥, gdyz

- ;,/(Hl — Ky dl. (3.80)

Rozpatrzmy formalnie najprostszy wyboér, w ktéorym K; = 0, co by ozna-
czato, ze ruch w nowych zmiennych bedzie czysto keplerowski, bo z zanie-
dbanym K', otrzymamy K = Ky. Wyglada to atrakcyjnie, ale jakie ma kon-
sekwencje dla ¥ 7
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Funkcja H; jest z punktu widzenia zalezno$ci od anomalii $redniej suma,
dwoch sktadnikow: wartosci redniej (H1);, ktora nie zalezy od [, oraz czesci
czysto okresowej H1, dla ktorej (H1); = 0. Wartosc¢ srednia, pozostawiona
pod znakiem catki w réwnaniu (3.80), doprowadzi do powstania w ¥ sktad-
nika )

v = — [t = )
ktory roénie w spos6b nieograniczony i staje sie sprzeczny z zalozeniami
transformacji bliskiej identycznosci. Jestesmy wiec skazani na najprostszy z
mozliwych wybér

L (Hi)it, (3.81)

1 —
n/

Ki(—=,9.h,L',G' H') = (Hi(l,9,h, L',G', H')), (3.82)

ktory prowadzi do ograniczonej, okresowej funkcji tworzacej
1 ~
W@%MUK%Hﬂzj/HﬂL (3.83)
n' .

Otrzymaliémy nowy Hamiltonian

2

,C(_vgvhaleGluH/) = _2<l2/)2 +5K1(_7gvh7L/aG/7H,) + O<52)7

ktory jeszcze nie nadaje sie do generowania réwnan ruchu, gdyz zalezy od
zmiennych mieszanych. Ale roznica miedzy eK1(—,g,h, L',G', H') a
eK1(—, g, W, L',G' H') jest na poziomie €2, wiec

2

Kl g/ WL G HY) = = s + oK, LG +0(E2). (3:84)

7 btedem rzedu O(£?), nowy hamiltonian nie zalezy od §redniej anomalii
sredniej I, a wigc powstala nowa, przyblizona calka ruchu

L' = \/pa’' = const, (3.85)

czyli $rednia potos wielka a’ jest rowniez stala. Rzeczywiscie, rownania ruchu
dla zmiennych $rednich maja teraz postaé

. oK, ., 0K
V=n'tegm, L=-7=0
. a/C1 . aICI
! !
§ =t o= T (3.86)
oG dg’
. 15),%1 . 15),1
1 91 r_ Y
W=com S on
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pertubacje krotkookresowe + perturbacje dlugookresowe +  perturbacje wiekowe

M
AT
A"

Rysunek 3.1: Typy perturbacji w zagadnieniach grawitacyjnych. Perturbacje
krotkookresowe moga wystapi¢ we wszystkich zmiennych, dtugookresowe we
wszystkich oprécz L, wiekowe tylko w katach [, g, h.

przy czym ewolucje ¢, h',G', H' mozna bada¢ niezaleznie od I'. Zreduko-
walismy wiec liczbe stopni swobody z 3 do 2 i nawet jeéli nowy uktad nie
daje sie rozwiaza¢ w sposob Scisty, to ¢',h’',G', H' sa wolnozmienne, gdyz
ich pochodne wzgledem czasu sg rzedu € (por. prawe strony rownari ruchu).
Przy catkowaniu numerycznym pozwala to na stosowanie dtugiego kroku cat-
kowania. Moze sie zdarzy¢, ze nowy hamiltonian posiada dodatkowa caltke
ruchu (np. nie zalezy od h' lub ¢’ ze wzgledu na symetrie zagadnienia) i
wtedy zagadnienie ruchu w zmiennych srednich daje sie rozwigza¢ w sposéb
jawny. Bywa tez, choé¢ rzadko, ze nowy Hamiltonian w ogéle nie zalezy od
katow, przez co zmienne $rednie staja sie zmiennymi kat-dzialanie. Katy ¢’ i
I/ mozna tez wyeliminowa¢ poprzez druga transformacje kanoniczna, ale to
wymaga rachunku zburzeri drugiego rzedu podczas pierwszej transformacii.

Wréémy do zwiazkéw miedzy zmiennymi $rednimi a oskulacyjnymi. Wy-
nikaja one z réwnan (3.73), w ktorych — z bledem rzedu O(g?) — mozemy
zastepowaé w W zmienne §rednie oskulacyjnymi lub na odwrét. A zatem,
wracajac do (3.73), mamy

(')

L = L'-¢ Bl +0(?),
OV (v
I = I'+e a(;)+0(52), (3.87)

i podobnie dla pozostatych par zmiennych. Wyrazy z pochodnymi funkc;ji
eV nazywamy perturbacjami krotkookresowymi pierwszego rzedu (rys. 3.1).
Nazwa wynika stad, ze maja ogdlng posta¢ wyrazéow typu

AL, G, H' (:i:) (K1l + kag' + ksh'),
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gdzie k1 # 0, za$ okres takiego wyrazu jest poréwnywalny z utamkiem 1/k;
okresu obiegu. Zmienne ¢’, h/,G', H’, jako rozwigzanie uérednionych réwnan
ruchu, moga zawiera¢ perturbacje dwéch rodzajéow:

sin
cos

e dlugookresowe typu A(L")(3M)evt, (wszystkie cztery),
e wickowe, typu evt (tylko w ¢, b/ oraz w I'),

przy czym czestotliwosdci v sg funkcjami pedow. Podkreslmy, ze stowo ,;moga”
nie oznacza ,musza,’.

WYKEAD 14

3.4 Rachunek zaburzen dla rownan Gaussa

Jedli sita zaburzajaca nie posiada potencjatu i nie mozna odwotaé sie do
formalizmu kanonicznego, to musimy uzy¢ rownan Gaussa. Zatdézmy, ze sita
zaburzajaca P z réwnan

T = —%7’ + P,
r
jest wielkodcia maty rzedu e
P=cQ(r,v,t). (3.88)

Wrystepujace w @ potozenie i predkosé wyrazamy jako funkcje pieciu ele-
mentéw oskulacyjnych i anomalii §redniej (zmiennej)

y:(aa €, Iawa QvM)T>

a wtedy rownania Gaussa przyjmuja posta¢ typu (3.69), przy czym czesé
niezaburzona prawych stron Fy(y) to wektor, ktorego wszystkie sktadowe
proécz jednej sg zerowe

+e | D (3.89)

S cococoocoo
|

z. €~ O

L n ] L Flar |

Sktadowe F{q), ..., F(ar) wektora F'y to oczywiscie prawe strony odpowied-
nich réwnan Gaussa z sita zaburzajaca P = ¢F';.
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Istnieja metody rachunku zaburzen dla réwnarn niekanonicznych oparte
o te sama zasade, co metoda Poincarégo-von Zeipela, czyli o transformacje
blisky tozsamogci. Ale sy one bardziej ztozone, gdyz nie moga korzystaé ze
skalarnej funkcji tworzacej. 7 tego wzgledu zajmiemy sie tylko najprostsza
reguta znana jako metoda usredniania ,nozycowego”.

Zatozymy, ze istnieje transformacja ze zmiennych oskulacyjnych y do
zmiennych érednich x

/AN ! / / I\T
x=(a,e, ', Q, M),

w ogoblnej postaci
y=x+ecX(x,t), (3.90)

ale nie bedziemy szukaé¢ konkretnej postaci perturbacji okresowych X, a je-
dynie — przez analogie z przypadkiem kanonicznym — uznamy, ze X sa ogra-
niczonymi funkcjami krétkookresowymi, gdy « spetnia usrednione wzgledem
anomalii §redniej réwnania Gaussa

= Fo(x)+e(Fi(x,1)), (3.91)
czyli i i
a’ [0 ] [ (Flay) ]
¢ 0 (Fe))
Il (o (Fny)
S +e (Foy) (3.92)
94 0 (Floy)
i M/ i L n/ | L <FM > 1

Warto wiedzie¢, ze wszystkie zmienne §rednie zawiera¢ moga zaréwno
perturbacje wiekowe typu const x ¢ jak i dlugookresowe typu cos(et), na
przyklad w postaci cosw’. Nie ma tu takich regul jak w przypadku kano-
nicznym.

3.5 Zagadnienie dwoéch cial ze slabg silg tarcia.

Sprobujmy otrzymaé przyblizone rozwiazanie analityczne dla zagadnienia
wzglednego dwoch cial ze stabg sity tarcia P styczng do predkosci

P=—cv. (3.93)

Jedli € € 1, to mozemy postuzy¢ sie metoda udredniania.
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Zaczynamy od wypisania rownan Gaussa, podstawiajac (3.93), czyli dla
sktadowej stycznej, normalnej i binormalnej

S=—-ev, N=B=0.

Powstaja rownania znane z Matematycznych podstaw mechaniki nieba (rozdz.
1.5.911.6.1)

202
G = —&——
n2a’
2
e = —e—pcosE,
r
dl .
dt ’
w = —e-sinf,
e
: V1—e2? 2re?
M = n—sie <1+ 7ne)sinf.
e P

W réwnaniu dla @ mozemy uwzglednié catke sit zywych i III prawo Keplera
dla orbit eliptycznych
vop_ e 2,3
2 r 2a’

co pozwala podstawic

i ostatecznie w rownaniach typu (3.89) mamy

a
F(a) = —2a (27“_1)’
F = _2p cos F,
(e) r
Fpn =0, (3.94)
2
Fo) = — sin 7
F(Q) = 0,

Fory = -

1 — e2 2 2
€(1+ Te)sinf.
p

e
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Nastepnie usredniamy prawe strony F'. Oprocz dwédch trywialnych przy-
padkow (0) = 0, mamy tu takze dwie funkcje nieparzyste, wiec

(Fin) = (Flw)) = (Foy)) = (Farn) = 0.

Pozostate dwie funkcje usredniamy korzystajac miedzy innymi z wzoru (3.26)
jak réwniez z liniowosci operacji usredniania

<F(a)>M - <—2a (22—1)>M—<—4SQ>M+<2Q>M_

= —4a<a> —|—2a:—4a<ar> +2a =
T/ M ra/ g

= —da(l)p+2a=-2a. (3.95)
<F(e)> = <—2pcosE> = _2p <aCOSE r> =
M r M a r alg
2
- —7]7 (cos E) , = 0. (3.96)

Jak widaé, réwnania dla zmiennych srednich sa bardzo proste i sprowadzaja,
sie do

a = —2ed, (3.97)
¢ =1 =o =0 =0, (3.98)
Moo= = [ (3.99)

Roéwnania dla zmiennych $rednich moga zosta¢ rozwigzane bez wiek-
szego trudu. Rownanie rézniczkowe (3.97) mozna rozwiazaé metoda separacji
zmiennych; po sprowadzeniu do postaci

d/
—Cf = —2edt,
a

i obustronnym catkowaniu dochodzimy do
a' = ag exp[—2¢t], (3.100)

gdzie ag oznacza staty catkowania — w tym wypadku jest to wartosé¢ Sredniej
polosi wielkiej a’ w epoce t = 0. Znajac zaleznos¢ @’ (t) mozemy przejsé do
rownania (3.99), ktore sprowadza sie do prostej kwadratury

M’
dM’ = / / (exp [—2¢t]) 24t =
Mo \/ \/ ap)?

= /0 exp [3et]dt = 3€(exp[3€t]—1)
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50 100 150 5 10 15 20 25 30

Rysunek 3.2: Ruch keplerowski z liniowym oporem os$rodka, gdy € = 0.01 i
u = 1. U gory — trajektoria na plaszczyznie (x,y) dla 0 < ¢ < 207. U dotu
— oskulacyjna poétos wielka dla 0 < t < 607 (po lewej) 1 0 < ¢t < 107 (po
prawej).
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Rysunek 3.3: Oskulacyjny mimosréd w zagadnieniu z rys. 3.2 dla 0 < ¢t <
20m.

Przyjmujac epoke t = 0 jako moment przejécia przez perycentrum, co od-
powiada stalej dowolnej catkowania My = 0, otrzymujemy rozwigzanie dla
$redniej anomalii $§redniej

M = ;—g(exp[Sat]—l). (3.101)

Wszystkie pozostate réwnania dla elementéw srednich sa trywialne 1 maja
rozwiazania w postaci statych

6/ = €y, I/ = Io, w' = wo, Q/ = QO- (3.102)

Mozemy teraz podsumowaé wiadomodci na temat zachowania elemen-
tow srednich w zagadnieniu dwoch cial z sita tarcia (3.93). ,Orbita §rednia”
ma stala orientacje w przestrzeni i staly mimosréd, ale jej srednica (potos
wielka) maleje wykladniczo, dazac asymptotycznie do zera (rys. 3.2). Zmiany
w poétosi wielkiej wplywaja na ruch éredni, a wiec na predkoéé zmian ano-
malii gredniej M’. Srednia anomalia $rednia rosnie wykladniczo, przy czym
mozemy sprawdzi¢, ze na matych odcinkach czasu odstepstwa od III prawa
Keplera sa niewielkie. Uzywajac przyblizenia expcx ~ 1+cx+c?2%/2+. . .,
mozemy napisac

1o
3e

M <1+35t+252t2+,..—1)znot(1+§5t).(3.103)
Dodajmy dla écistodci, ze wlasciwosé € = const jest specyficzna dla sily
P = —cv; dla innych rodzajow sity tarcia (proporcjonalnej do v? albo z ge-
stodcia osrodka zalezna od 7) mimosrod §redni réwniez maleje wyktadniczo.
Pamietajmy takze, ze w naszej analizie nie uwzglednilismy efektéw drugiego
rzedu (proporcjonalnych do €2) dla zmiennych érednich. Tak wiec, nawet jesli
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mimosdrod systematycznie maleje, to musi sie to odbywaé w tempie o wiele
wolniejszym niz dla poélosi wielkiej. Rysunek 3.3 nie wykazuje systematycz-
nego trendu w mimosrodzie, ktory bytby zauwazalny w skali kilkudziesieciu
obiegbw.

Perturbacje okresowe, ktére zauwazalne sa na przedstawionych wykre-
sach, majg charakterystyczna ceche: ich okres systematycznie maleje, a am-
plituda zanika wyktadniczo. Mozna to tatwo wyttumaczyé wyznaczajac per-
turbacje krotkookresowe. Zrobmy to dla mimosrodu, przyjmujac e = €’ +cep,
gdzie e, oznacza perturbacje okresowe. W ramach przyblizenia pierwszego
rzedu mozemy rozpatrzy¢

gép=¢—¢ = —527]3 cos E, (3.104)
gdzie ¢’ = 0, zgodnie z réwnaniem (3.98). Calkujac obie strony mozemy nie
tylko zastapi¢ zmienne oskulacyjne érednimi, ale réwniez uznac, ze zmiennosé
a'(t) wplynie na calke prawej strony w sposob zaniedbywalny (a' = O(e),
wie¢ wplyw bedzie rzedu O(g?)). Przy takich zalozeniach

2/ 2/ /
ep = —/li cos B/ dt = — /p//g/ cos E' dM’
T n'a T
2/ / / 2/
= — ,p//a—/cosE’r—/dE’:— /p/sinE’
n'a T a n'a
1_ AV
= —2¢sinE’. (3.105)
n

Otrzymany wz6r na perturbacje krotkookresowe w mimosrodzie powinienn
by¢ uzywany z uwzglednieniem ewolucji zmiennych ¢rednich, a wiec n’ =

p/(a’)? w mianowniku bedzie wzrasta¢ zgodnie z rozwiazaniem (3.100).
Tak wiec amplituda perturbacji okresowych systematycznie maleje, a ich
okres sie skraca, gdyz okres sinusa $redniej anomalii mimosrodowej E’ wynosi
27 /n’. Podobne cechy wykazywa¢ beda perturbacje okresowe w pozostatych
elementach, to znaczy w poélosi a, argumencie perycentrum w i anomalii
$redniej M.
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Rozdzial 4

Metody numeryczne mechaniki
nieba

4.1 Klasyczne metody calkowania numerycznego

Przez catkowanie numeryczne rozumieé bedziemy rozwiazywanie zagadnienia
Cauchyego dla uktadu réwnan rozniczkowych zwyczajnych rzedu N ( gdzie

y, f € RY) ;
ay
{ W= fy.b), m
Y

(to) = Yo

na interwale ¢ € [tg, t1 ] zwanym przedzialem calkowania.

Jakkolwiek istnieja metody opracowane szczegblnie dla réwnain dynamiki
drugiego rzedu ©# = F(r,v,t), to nie bedziemy ich wprowadzac, gdyz albo
uzywamy rownan kanonicznych typu (4.1), albo mozemy sprowadzi¢ rowna-
nia drugiego rzedu do postaci (4.1) w sposoéb przedstawiony w rozdziale 1.1
Matematycznych podstaw mechaniki nieba.

4.1.1 Metoda Eulera

Metoda Eulera jest w najprostsza z metod catkowania numerycznego i po-
wstaje ona w sposéb catkiem ,naturalny”. Zatézmy, ze na krétkim odcinku
czasu t € [tg, to+h], gdzie h nazwiemy krokiem calkowania, mozemy uzy¢
pierwszych wyrazéw szeregu Taylora

y(to + h) = yo + h [9],, + O(h?).

92



Poniewaz ¢y = f, mozemy przyjac, ze
y(to+h) = y1 = yo + h f(yo. to). (4.2)

Wzor ten definiuje jeden krok metody Eulera catkowania réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych, zwanej tez krotko integratorem Eulera.

Przyktad: Réwnania ruchu wahadla maja wektory

y:<§->, f(y):<_§m>~

Integrator Kulera dla tego uktadu zadany jest przez

$1:$0+hX0, XlzXo—hSinxo.

Jeden krok metody Eulera obarczony jest bledem lokalnym, definiowa-
nym jako roznica prawdziej wartosci rozwiazania y(to + h) i wyniku metody
Eulera y; otrzymanego przy uzyciu wzoru (4.2)

ly(to +h) =yl = 01 + A,
w ktorego sktad wchodza

1. blad obciecia
81 o h2,

wynikajacy z obciecia szeregu Taylora, oraz

2. blad zaokraglenia
A x e,

wynikajacy z prowadzenia obliczen przy uzyciu skonczonej ilosci cyfr
znaczacych. Wielkosé € oznacza tu rzad wielkosci odpowiadajacy ostat-
niej dokladnej cyfrze znaczacej obliczen (typowo 10~ dla oémiobaj-
towych zmiennych komputera).

Metode Eulera nazywamy metoda pierwszego rzedu, gdyz jej lokalny
blad obciecia jest proporcjonalny do kwadratu dlugosci kroku catkowania
h. Kazda metode numeryczng nazywamy metoda k-tego rzedu jesli jej lo-
kalny blad obciecia jest proporcjonalny do h*+1,

Integrator Eulera mozemy matematycznie potraktowaé jako funkcje,
ktora danemu wektorowi poczatkowemu y, przyporzadkowuje nowy wektor
Y1,

O yo — y1(vo, h), (4.3)
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gdzie y, jest zdefiniowane wzorem (4.2). Zapis ten wazny jest dla dowolnego
integratora — nie tylko dla metody Eulera.

Zaktadalismy dotad, ze krok catkowania h jest maty. Interwal catkowania
H (catkowity przedzial czasu, na ktoérym chcemy znaé¢ wartosci y) jest za-
zwyczaj na tyle duzy, ze wymaga rozbicia na m podprzedzialéw o mniejszej
dtugosci kroku catkowania. W praktyce, kazdy integrator ®; stosowany jest
rekurencyjnie. Zalt6zmy dla uproszczenia, ze przedzial catkowania H zostal
podzielony na m réwnych czesci, tzn. H = mh. W takiej sytuacji przy-
blizenie dla y,, =~ y(to + H) otrzymujemy jako wynik m-krotnego zlozenia
integratora Eulera

Ym = 3" (Yo) = Pr(- .. Pu(®nlyy)) - - -)-

Innymi stowy, tworzymy ciag wartosci

Y1 = Yo+ hF(yo to)
Yo = yi +hf(y;,to+h),
Y = ym—1+hf(ym—17t0+(m_1> h)

Kazdy krok integratora produkuje wartosci y,, obarczone bledem lokalnym.
Przyjmijmy jako oszacowanie, ze bledy lokalne ulegaja linowej akumulacji
podczas catkowania. W takim razie, btad globalny E,, = ||y(to+H)—y,,||
powinien by¢ réwny sumie m bledéw lokalnych

Em:m((51+A).

Niech §; = a3 h?, A = as e; wtedy, po podstawieniu m = H/h, otrzymamy

En—H (a1 h+ O‘ff) . (4.4)
Wzér ten przedstawia oszacowanie bledu globalnego pochodzacego z dwoch
7zrodet. Btad obciecia jest tym mniejszy, im mniejszy jest krok catkowania
h. Nie mozna jednak skraca¢ kroku catkowania bezkarnie, gdyz po przekro-
czeniu pewnej granicy zwanej krokiem optymalnym, dochodzi do glosu btad
zaokraglenia (Rys. 4.1).

Zauwazmy takze, ze globalny blad obciecia jest proporcjonalny do pierw-
szej potegi h, a nie do potegi drugiej. W ogolnosci, dla integratora k-tego
rzedu blad globalny bedzie mialt postac

E,=H (alhk+a25/h).
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blad catkowity

" blad obeiccia

T . bfad zaokraglenia

D h

Rysunek 4.1: Blad globalny metody Eulera jako suma btedu obciecia i btedu
zaokraglenia.

Wzor (4.4) jest dos¢ bezlitosny: sugeruje on, ze aby osiagnaé¢ btad glo-
balny rzedu 10~?, musimy podzieli¢ interwal catkowania na miliard krokéw
h. Wiekszej doktadnosci by¢ moze nie da sie osiggnaé ze wzgledu na btad
zaokraglenia. Jak wida¢, metoda Kulera nie ma zadnego prawie znaczenia
praktycznego; metody wyzszego rzedu sa niezbedne, gdyz tylko one pozwa-
laja na uzycie kroku nie krétszego niz optymalny dla uzyskania rozsadnej
dokladnosci numeryczne;j.

Przyklad: Stosujemy metode Eulera do ruchu wahadta z warun-
kami poczatkowymi xo = Xo = 1. Interwat catkowania H = 0.4
dzielimy na m = 10, 100 i 1000 krokéw. Otrzymujemy btad glo-
balny we wspolrzednej x réwny odpowiednio Eyjg = 8 x 1073,
Fi00 =8 x 107%1 Ej900 = 8 x 107°. Jest on zdominowany przez
blad obciecia, gdyz istotnie E,, o« h = H/m. Gdyby jednak
prowadzi¢ rachunki z doktadnoécia czterech miejsc znaczacych
(e = 10™%), to odpowiednie wartosci btedu globalnego wyniosa
Ei9=8x%x1073, Eig0 =9 x 107%1 Ej900 = 5 x 1073, co oznacza,
ze krok optymalny ma wartodé

0.0004 < hopty < 0.004.
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Przy okazji zauwazmy, ze skoro f(y,) = (1,—-0.841...)T, to krok
h < e w ogoble nie zmieni wartosci zmiennych, gdyz dodajemy
wtedy do y, przyrosty mniejsze niz blad zaokraglenia. Integrator
Eulera bedzie wtedy generowat punkt staly yp. 1 = yi.

Uzywanie stalego kroku (rowny podzial H) bywa niewskazane gdy ba-
damy ruch ciala z silnie zmienng predkoécia — na przyktad na orbicie eliptycz-
nej o duzym mimosrodzie. Wtedy w poblizu perycentrum krok powinien by¢
maly, zeby zredukowaé btad obciecia, a w poblizu apocentrum — duzy, zeby
zredukowa¢ akumulacje btedu zaokraglenia i przyspieszy¢ rachunki. Znaczna
czedé integratoré6w pozwala na automatyczna regulacje kroku, zeby dopaso-
waé h do zadanego lokalnego btedu obciecia.

W przedstawionej analizie btedu globalnego przyjeliémy pesymistycznie,
ze lokalne btedy zaokraglenia maja zawsze ten sam znak. Dirk Brouwer
(1937) pokazal, ze podejscie statystyczne daje globalny blad zaokraglenia
rzedu e\/H/h lub E(H/h)% W przypadku ruchu orbitalnego, ten drugi, gor-
szy przypadek dotyczy btedu w potozeniu mierzonego wdtuz orbity.

4.1.2 Metody wyzszego rzedu

Wobec niewystarczalnosci metody Eulera, postugujemy sie w praktyce réz-
nymi integratorami wyzszego rzedu, ktore pozwalaja na uzycie wiekszego
kroku catkowania h, gdyz maja wiekszy krok optymalny. Zasadnicza linia
podziatu przebiega miedzy metodami jednokrokowymi a wielokrokowymi.

Metody jednokrokowe

Wazniejsze typy metod jednokrokowych to metoda szeregéw Taylora, me-
tody ekstrapolacyjne, metody Rungego-Kutty i metody kolokacji.

1. Metoda szeregéw Taylora: W metodzie tej uzywamy wielomianu
Taylora, ktéry wlacza wiecej wrazéw niz metoda Eulera, ale dzieje
sie to kosztem postepujacej komplikacji wzorow, gdyz wyraz y(k)hk/k!
wymaga wyliczenia pochodnej z f rzedu k — 1, co dla funkcji wektoro-
wej wielu zmiennych bywa zmudne. Czasem jednak udaje sie znalezé
wrglednie proste rekurencyjne wzory na kolejne wspoétczynniki wie-
lomianu Taylora. Méwimy wtedy o metodzie rekurecyjnych szeregéw
potegowych. W takiej sytuacji integrator moze mieé¢ niemal dowolnie
wysoki rzad i staje sie najbardziej wydajna metoda catkowania. Nie-
stety, mozliwe jest to tylko dla wzglednie prostych prawych stron (np.
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zagadnienie N cial), a dodanie nowego oddziatlywania wymusza wy-
prowadzanie wszystkich wzoréw od nowa. Coraz czedciej stosuje sie
wtedy algebre komputerowa (pakiety do rachunkow symbolicznych) ze
skryptami piszacymi programy dla takiego integratora w standardo-
wych jezykach programowania.

Przyktad: Dla wahadla mamy & = X, X = —sin x, wiec
a'j:X:—sin:B, X = —cosai = —X cos .

Wtedy wielomian Taylora drugiego stopnia definiuje integra-
tor

2

r1 = mo+ htg+ ?.io
2

= zo0+ hXo— ?sinxo,
. h2? ..
X, = Xo—l—hXo—l—?Xg

2
= Xy — hsinzg — ?Xo CoS Zp. (4.5)

7 definicji jest to metoda drugiego rzedu, z lokalnym btedem
obciecia O(h?).

2. Metody ekstrapolacyjne: Jest to bardzo ciekawa grupa metod, ktore
pozwalaja na obejécie bariery kroku optymalnego. Wykorzystuja one
prosta metode pierwszego lub drugiego rzedu do wygenerowani a kilku
wartosci y;. Na przyklad, liczymy y; 5, z krokiem h, a potem, dla tych
samych warunkéw poczatkowych wykonujemy dwa kroki catkowania o
dlugosci h/2, otrzymujac inne, potencjalnie doktadniejsze Yi,n/2 1 tak
dalej. Zatrzymujemy proces przed osiagnieciem kroku optymalnego i
dopasowujemy wielomian lub funkcje wymierna do ciagu wartosci y, .
Ostatecznym wynikiem kroku catkowania h jest granica limy 0 Yy .. W
astronomii najczesciej stosujemy metode ekstrapolacyjna opracowana
przez Bulirscha i Stoera.

3. Metody Rungego-Kutty: W metodach Rungego-Kutty staramy sie
zastapi¢ wyzsze pochodne z wielomianu Taylora kombinacja liniowa
wartoéci prawych stron f w odpowiednio dobranych punktach ¢ €
[to, to + h] z przyblizonymi wartosciami y(¢). Metoda s-etapowa (RKs)
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zdefiniowana jest przez tak zwang tablice Butchera

G | Qij

. ij=12...,s (4.6)
bj

Tablica Butchera zawiera: s2

wspotczynnikow a; j, s wezlow c;, oraz
s wag b;. Elementy tablicy nie sa niezalezne, gdyz obowiazuja dwa

ograniczenia
S S
Z a5 = Cj, Z bj = 1. (47)
j=1 J=1

Jesli znamy tablice Butchera, to réwnania definiujace s-etapowa me-
tode RK maja postac

{’!h = yo+h X, bnkn,

g 48
kn = f<y0+h2]:1 Qn,j k], t0+Cn h) . ( )

Zauwazmy, ze metoda Fulera moze by¢ przedstawiona jako jednoeta-
powa metoda RK1 z tablica

ktora prowadzi do (4.2). Z punktu widzenia warunkow (4.7) jest to
jedyna mozliwa metoda z s = 1 (poza trywialng y, = yg, z a11 = ¢1 =
0).

Dla przyktadu, dwuetapowa metoda trapezéw ma tablice Butchera

a wiec przyjmuje posta¢ algorytmu

kl = f(y07 tO)’
ko = f(yo+hki, to+h).
¥y, = yo+ (h/2) (k1 +k2). (4.9)

i ma btad obciecia O(h3), czyli jest metoda drugiego rzedu. Jest ona
wykorzystywana w integratorach ekstrapolacyjnych.

98



4. Metody kolokacji: Kazda metoda kolokacji moze by¢ przeksztatcona
do postaci RKs (ale nie na odwrét), wiec nie bedziemy poswieca¢ im
szczegblne] uwagi. Idea polega na konstruowaniu wielomianu przybli-
zajacego y(t) na danym kroku catkowania,ktory jednak nie jest wie-
lomianem Taylora, lecz ma zapewniaé zgodnos$¢ swojej pochodnej z
prawymi stronami f wyliczanymi na odpowiednio dobranych weztach
t € [to,to+ h]. Stad tez pokrewienistwo z metodami RK. W astronomii
spora kariere zrobila metoda Radau-Everharta z wielomianem 8 stop-
nia, zapewniajacym rzad 15 dzieki umiejetnemu wyborowi weztéw.

Metody wielokrokowe

Metody wielokrokowe wykorzystujg informacje o wartosciach

YoroYi15---5Yn—1>
do ktoérych dopasujemy wielomian zmiennej ¢ i z niego otrzymujemy vy,,.

Przyklad: Dwukrokowa metoda Adamsa-Bashfortha ma postaé

h
Yo =Yn—1 + 5 [3f(yn71’tn*1) - f(ynf%tn*?)} )

gdzie t = to + k h. Jej lokalny blad obciecia ma wielkos¢ O(h?),
wiec metoda jest drugiego rzedu. Aby wystartowaé i obliczyé
Yo potrzebujemy, oprécz warunkéw poczatkowych y,, réwniez
wartosci dla ¢ = £y + h, czyli y,;. Te ostatnie nie musza by¢
doktadne — formalnie wystarcza, ze sa podane z btedem O(h?),
wiec moga pochodzi¢ z dowolnej metody jednokrokowej drugiego
rzedu.

W zastosowaniu do wahadla z warunkami poczatkowymi xg =
Xo =11 krokiem h = 0.01, musimy najpierw wygenerowac

x1 = 1.0099578, oraz X; = 0.99155851.

Wartosci te pochodza z metody Taylora (4.5).

Nastepnie otrzymujemy
h
ro = X1+ 5 [3X1 — X()] = 1.01987,

h
Xy = Xi— 3 [3sinzy — sinxp] = 0.98309.
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W poréwnaniu z rozwigzaniem doktadnym mamy btedy
0y A2 x 1077,

oraz
dx ~5x 1077,

co wyglada na zgodne z oszacowaniem O(h?), ale pewnosci na-
bieramy dopiero wtedy, gdy zastosujemy krok o potowe krotszy
i otrzymamy blad mniejszy 8 razy, co rzeczywiscie ma miejsce.

Jak tatwo zauwazy¢, metody te, cho¢ szybkie i proste do zaprogramowania,
maja dwa ograniczenia. Po pierwsze, w standardowych wariantach z pro-
stymi wzorami wymagaja statego kroku A na catym przedziale catkowania.
Po drugie zas, wymagaja do rozpoczecia catkowania wygenerowania warto-
sciyy,-..,Y,_1 Przy uzyciu jakiejs metody jednokrokowej, czyli takiej, ktora
wylicza y,, jedynie na podstawie y,,_1.

4.2 Metody symplektyczne i inne metody dedyko-
wane

Od kilkudziesieciu lat nastepuje burzliwy rozwéj metod catkowania przy-
stosowanych do szczegélnych przypadkéw zagadnienn mechaniki. Istnieja na
przyktad metody geometryczne, ktore z definicji zachowywaé¢ beda war-
tosci pewnych catek ruchu lub wiezéw geometrycznych (na przyktad dtugosc
catkowanego wektora jednostkowego). Potozenia i pedy beda wtedy nadal ob-
cigzone btedem catkowania, ale ich funkcja bedaca catka ruchu bedzie stata,
7 doktadnoécia do nieuniknionego bledu zaokraglenia.

Wazne dla mechaniki nieba sa metody symplektyczne. Sg to metody,
ktore z definicji generuja przeksztalcenie kanoniczne zmiennych i mozna udo-
wodnié, ze otrzymana numerycznie trajektoria jest rozwigzaniem Scistym ka-
nonicznych réwnan ruchu z nieznacznie rézniaca sie od prawdziwej funkcja
Hamiltona. W efekcie, prawdziwa funkcja Hamiltona (czesto jest to ener-
gia catkowita) wyliczana wzdtuz catkowanej numerycznie trajektorii nie wy-
kazuje bledu systematycznie rosnacego, a jedynie oscylacje wokét wartosci
§redniej, ktorych amplituda zalezy od kroku h. Wtlasnoé¢ te maja niektore
metody RK (tzw. metody Gaussa-Legendre’a), metody taczace szereg Tay-
lora z funkcja tworzaca transformacji kanonicznej, oraz tak zwane metody
podziatu.

Metody podziatu (ang. splitting methods) wymagaja, aby dla

Y= f(yat) = fA('!/,t) +.fB(y7t)a
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znane bylo dokladne rozwiazanie analityczne dwoch osobnych zagadnien
Ya = falya,t), oraz yg = fp(yp,t). Whasciwe rozwiazanie otrzymujemy
podazajac na przemian wzdiuz y4(t) oraz wzdtuz yg(t) przez odpowied-
nio dobrane utamki kroku h. Zauwazmy, ze jesli rozwigzujemy w ten sposéb
réwnania kanoniczne

y:{va}:fa

gdzie H = Ha + Hp, i przyjmiemy f4 = {y,Ha} oraz fp = {y,Hp}, to
otrzymamy integrator symplektyczny, gdyz sktada¢ bedziemy dwie transfor-
macje kanoniczne.

Warto wiedzie¢, ze jesli ||fgll/||1fall = € < 1, to blad obciecia metody
rzedu k bedzie zawierat czynnik ehFT! a wiec mozna przyja¢ wiekszy krok
catkowania h niz w metodzie tradycyjne;j.

Przyktad: Hamiltonian wahadta mozna przedstawié¢ jako sume
energii kinetycznej Hy = %X2 1 potencjalnej Hp = —cosx.
Energia kinetyczna generuje ruch z rozwiazaniem

z(t) =z0+ Xo (t —to),  X(t) = Xo, (4.10)
natomiast energia potencjalna prowadzi do
x(t) = xp, X (t) = Xo — (t — tp) sin zo. (4.11)

Popularny integrator Stoermera-Verleta (znany jako leapfrog) sktada
te rozwiazania wedlug schematu: pot kroku (4.10), caly krok
(4.11) i kolejne pot kroku (4.10). Powstaje schemat

h
t = wo+ 50,
X1 = Xo— hsinz™, (4.12)
. h
T, = T + §X1.

Jest to metoda drugiego rzedu.
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Dodatek A

Zagadnienie Hilla

A.1 Wstep

Zagadnieniem Hilla nazywamy uproszczony wariant kotowego ograniczonego
zagadnienia trzech ciat rozpatrywanego w rozdziale 2.2. Przyjmijmy jako
punkt wyj$cia hamiltonian (2.4), w ktorym wprowadzimy parametr mas
zdefiniowany wzorem (2.10), oraz skorzystamy z IIT prawa Keplera dla mas
m1 i my podstawiajac

k2(my + ma) = Q2A3, (A1)

Mamy wtedy

1/ 2 2

Moo= 5 (X24Y2 4 Z2) + Qo Xo — 2, Vo)
1 —
C2A {M _ N} , (A.2)
1 T2

gdzie

r= (o — 22 42 22 ra= A (wo—w2)2 £ 2422, (A3)

x1 = —Ap, z2=A(1-p), (A.4)
zas 1
mo mi
a mi + ma H mi + ma HS3 (A-5)

Indeks o pozwoli odrézni¢ oryginalne zmienne od tych, ktore wkrétce wpro-
wadzimy.

George William Hill poszukiwat dobrego przyblizenia dla ruchu Ksiezyca,
wiec wprowadzil do zagadnienia ograniczonego kotowego dwa postulaty:
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H1: Stosunek mas p jest maty, czyli p < 1.
H2: Badane ciato porusza sie dostatecznie blisko masy me, czyli ro < A.

Trzecim postulatem byl ruch w plaszczyznie z = 0, a wiec zagadnienie pta-
skie, ale mozemy go pomina¢ i rozpatrywaé zagadnienie ogélniejsze.

A.2 Kolowe ograniczone zagadnienie trzech cial w
uktadzie zwigzanym z masa ms

Zanim skorzystamy z zatozen Hilla, przeniesiemy $rodek uktadu wspétrzed-
nych z barycentrum mas m; i me do samej masy ms, przy czym pozostawaé
bedziemy w obracajacym sie uktadzie wspoétrzednych. Przeniesienie srodka
dla wspoélrzednych jest proste i realizujemy je odejmujac od wspélrzednej x,
wspOlrzedng xo masy meo czyli A(1 — u), a pozostate wspolrzedne pozostaja
bez zmian, co daje

r=(2,y,2)" = (o — AL — 1), Yo, 20) T =T — A (1 —11,0,0)T.  (A6)

Nie zapominajmy jednak, ze ped tez musi by¢ odniesiony do masy mg. Mu-
simy wiec od pedu R, odja¢ ped masy ms. Ten ostatni znajdujemy spraw-
dzajac jaki ped musi mie¢ punkt o wspotrzednych 7, = (z2,0,0), aby jego
predkosé wynosita rg = 0, bo masa msy spoczywa w obracajacym sie ukla-
dzie. Poniewaz

oM oM oH
_aXO = X, + Qyo, yo—aiyo—yo_ﬁxo’ zo—azo =

To Zo, (A7)
wystarczy podstawié¢ &, = ¥, = 2, = 0, oraz x, = X2, Yo = 2, = 0, by stwier-
dzi¢, ze masa mo ma ped (0,Qxs,0)T, wiec nowe pedy beda zdefiniowane
przez

R= (XY, 2)" = (X,,Y, — Qx9,Z,)" = R, — QA (0,1 — 11,0)T.  (A.8)

Transformacja

("“oa Ro) e (T'a R)7

jest przeksztalceniem kanonicznym, gdyz stalte przesuniecia znikajg przy réz-
niczkowaniu i macierz Jacobiego tej transformacji jest jednostkowa (a wiec
symplektyczna). Poniewaz transformacja jest niezalezna od czasu, nowy ha-
miltonian otrzymamy przez proste podstawienie przeksztatcenia do H. Przyj-
mujac Yo=Y + QA1 —pu), zo =2+ A1l —p), ro =1,

=@tz —n)+y"+2°=(2+A)° +y° +2° = A* + 28z + 17,
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oraz Yo = Y, 2o = 2, Xo = X i Z, = Z, znajdujemy funkcje Hamiltona
dla kotowego ograniczonego zagadnienia trzech cial w uktadzie zwigzanym z
masa ma:

X2 (Y +QA(1—p))? 72
7+(+ ( u))+7

H =
2 2 2
+QX - Q@+ AL —p) (Y +QA(1 —pn))
L—p 1
—Q%A3 { + ] . A9
VAT oA T (4.9)

Po wykonaniu iloczynéw mamy

X2 4+Y24+ 27
H = % Q@Y —yX)
—Q2A3 |: 1- :u:|
VA2 +2Aac+r2 r
QA(L — p))*
—’A(1 - p)x — ((2) (A.10)

W ostatnim wierszu znalazt sie na konicu wyraz staty, ktory nie zalezy od
zmiennych; mozna go odrzuci¢, gdyz cho¢ zmienia wartosé funkcji Hamiltona,
to znika przy rézniczkowaniu, a wiec nie wpltywa na réwnania ruchu.

A.3 Rownania zagadnienia Hilla

Aby wprowadzi¢ do zagadnienia postulaty Hilla musimy odpowiedzie¢ na
zasadnicze pytanie: jedli p jest malym parametrem, jaka odlegtosé od mao
uznamy za maltg ? Przyjmijmy, ze jest to odlegtosé r rzedu vA, wprowadzajac
maly parametr powiazany z p zwigzkiem

w@l=

B

pw=uv", (A.11)

V= 8.
Nie wiemy jeszcze jakg warto§é ma wyktadnik 3 i znajdziemy ja w trakcie
dalszych przeksztalceri (cho¢ podpowiedz mozna by juz teraz zaczerpnaé z
potozenia punktu Lagrange’a L1 w kotowym zagadnieniu ograniczonym we-
dtug wzoru (2.23)). Wazne tylko, zeby 5 > 0, jesli ¥ ma by¢ wielkoscig malg.
W ten spos6b postulaty Hilla przybieraja forme: @ jest matym parametrem
(H1), a stosunek r/A nie przekracza rzedu wielkosci v = p!/? (H2).
Wprowadzimy teraz zmienne bezwymiarowe podobnie jak w rozdziale 2.2.3.
Ale tym razem nows jednostka odlegtosci bedzie vA ( wiec w nowych jednost-
kach A = v~1), a nows jednostke czasu dobierzemy tak, aby k%(mj +mg) =
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-3

v~—°, co w $wietle III prawa Keplera daje
0= [Rlmtma)
A3

Uzywajac nowych jednostek mozemy przepisaé funkcje Hamiltona (A.10)
w postaci powstajacej z podstawienia A = 1/v 1 Q =1, czyli

X2 4+Y24 22 1—
oo XAYTHZT L x i -
2 V21 + 2ux +v2r2 vor
(1-pa  (1-p)’
— — : A12
v 202 ( )
Ostatni wyraz w pierwszym wierszu sugeruje przyjecie
1
p=1> cayli B=—-. (A.13)

3

Ma to sens, gdyz wtedy ten wyraz, opisujacy przyciaganie przez mase cen-
tralna me, nie bedzie znikat ani nie bedzie osobliwy w granicy v — 0. Mamy

wted
Y _ X2+Y2—|—Z2

'
H 2

1
—xYerX—;—/L (A.14)
gdzie

(1-+%) (1—v¥ (1=
A= . Al
V21 + 2ux + v2r? + v + 212 (A.15)

Probujac rozwingé A w szereg Maclaurina wzgledem v natrafimy na osobli-
wos¢, ale mozemy wyciagna¢ przed nawias czynnik v~2 i rozwinaé

-3 1—13)2
VA = 1-v) —i—(l—V%m}—FM
V14 2ux + v2r2 2
1 1
= +ux+§+0(y3)

V1+2vx 4 vir?

2 .2
= g + %Trﬂ +O>A). (A.16)

Po podzieleniu obu stron (A.16) przez v?, podstawieniu otrzymanego A do
H’, odrzuceniu wyrazu statego %1/*2 (ktory jest osobliwy dla zerowego v, ale
nie wplywa na réwnania ruchu) i zaniedbaniu reszty rzedu O(v), otrzymu-
jemy hamiltonian zagadnienia Hilla

_X2+Y2+Z2 1 222 —y?—22

—zY X ——-— Al
K 5 zY +y . > (A.17)

105



Zauwazmy, ze o ile kolowe ograniczone zagadnienie trzech ciat zalezato od
jednego parametru p, to zagadnienie Hilla nie zalezy od zadnego parametru,
co znacznie upraszcza jego analize.

7 funkcji Hamiltona I wyprowadzamy réwnania ruchu dla zmiennych

bezwymiarowych
. 0K . oK x
. 0K - oK Yy
y_—aY_Y—a:, Y_——ay——X—y—ngv (A.18)
. 0K . oK z
oz =7 =TT T

Aby przywrocic¢ im jednostki konwencjonalne (astronomiczne lub SI), powin-
nismy w ich rozwigzaniu kazda wspétrzedng pomnozy¢ przez Ay, a kazdy
ped przez QA ¥/pu. Ta reguta dotyczy rozwigzania, a nie samych réwnan ru-
chu, gdzie rézne potegi ) zostaly podstawione jako réwne 1.

A.3.1 Analiza jakoSciowa zagadnienia

Catlka Jacobiego

Poniewaz hamiltonian (A.17) nie zalezy jawnie od czasu, jest on catka pierw-
sza uktadu (A.18). Przez analogie z kolowym zagadnieniem ograniczonym
nazwiemy caltka Jacobiego zaré6wno postaé¢ z pedami

X2 4+Y24 22 1 222 —y? — 22 ¢
— —1zY X--———=—— A19
2 ey, 2 A1)
jak i postaé z predkosciami
2
v? =322+ 22 -S4 c=0, (A.20)
r

gdzie v? = @2 + ¢? + 2. Warto zauwazyé, ze w poroéwnaniu z (2.6) brak
wyrazu y2, natomiast pojawit sie kwadrat wspotrzednej z. Jest to wynik
potaczenia sit bezwtadnosci (odérodkowej i Coriolisa) z przyciaganiem przez
mase mj.

Stala Jacobiego zagadnienia Hilla oznaczyliSmy osobnym symbolem c,
aby umozliwi¢ poréwnanie ze stata Jacobiego z kolowego zagadnienia ogra-
niczonego C'. Jesli przyrownamy hamiltonian (A.12) do statej H' = —C/2, i
przesledzimy dalsze przeksztatcenia, to stwierdzimy, ze

3

”5

=

). (A21)
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Jak wida¢, wartosci ¢ = O(1) beda w istocie odpowiadaé¢ duzym wartosciom
statej Jacobiego C, co wymuszalo ruch wewnatrz powierzchni Sy otaczajacej
mase mg z punktu widzenia kotowego ograniczonego zagadnienia trzech ciat
(rozdzial 2.2.4).

Caltka Jacobiego (A.19) jest jedyna calka ruchu zagadnienia Hilla, wiec
zagadnienie to, mimo pozornej prostoty, nalezy do niecatkowalnych.

Powierzchnie zerowej predkosci

Analogicznie do rozdziatu 2.2.4, zbadamy ograniczenia obszaru ruchu wyni-
kajace z faktu, ze v? > 0. Powierzchnie zerowej predkosci dane sa rowaniem

2
32 -2+ =c (A.22)
T

Zaczynajac analize od ¢ > 1, mamy dwie mozliwosci:

1. ciato jest blisko masy mso i porusza sie wewnatrz powierzchni S, ktéra
jest w przyblizeniu sfera o matym promieniu r ~ 2¢~!,

2. cialo jest daleko od masy mg i porusza sie na zewnatrz powierzchni
zblizonej do walca hiperbolicznego W o réwnaniu 322 — 22 ~ ¢, ktory
posiada 0§ symetrii Oy, plaszczyzne symetrii z = 0 i nieskoniczona
rodzine ptaszczyzn symetrii y = const. Te ostatnie w przekroju daja
hiperbole.

Drugi wariant jest czysto formalny, gdyz oddalajac sie na odlegtosci » > 1
naruszamy zalozenia modelu, ale bedzie pomocny w éledzeniu deformacji
powstajacych gdy c maleje.

W miare zmniejszania ¢, powierzchnia wewnetrzna S rosnie i wydtuza sie
wzdtuz osi . W pierwszym przyblizeniu mozna jg uznaé za elipsoide obro-
towa.

cdn. (28.02.2021)

Punkty Lagrange’a
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Dodatek B

Szereg Fouriera w postaci
zespolone;]

W rozdziale 3.1.1 nieco dziwnie moze wyglada¢ pojawianie sie czynnika %

przy wyrazie stalym i jego brak dla pozostatych wspétczynnikéw. Nie jest
takze oczywiste, czemu catki we wzorach (3.2) dzielone sa przez polowe
okresu. Zrodtem tej konwencji jest postaé zespolona szeregu Fouriera, ktora
ujawnia, ze w gruncie rzeczy mamy do czynienia z szeregiem potegowym.

Dla 2m-okresowej funkcji zespolonej F'(x) zmiennej rzeczywistej x, suma
zespolonego szereg Fouriera ma postaé

oo o0 oo
F(x) = Z ay exp (tkz) = Z ax [exp (iz)]* = Z arck, (B.1)
k=—0o0 k=—00 k=—o00
a wiec jest sumg szeregu potegowego (Laurenta) zmiennej ¢ = exp (iz).

Wspoélcezynniki tego szeregu sa liczbami zespolonymi zdefiniowanymi przez

T ™

ak = 5 / F(x)exp (—tkz)dx = % / F(x) Zk dx. (B.2)

—T

Jezeli F(x) jest funkcjy rzeczywista, to wspotczynniki ayp maja specy-
ficzna postaé. Wedlug wzoru Eulera

exp (tikx) = cos kx + isin kx, (B.3)

wiec

1 T
ar = 5 / [F(x) cos ka — iF (x) sin ka] dz = Ay, + iBy, (B.A)
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gle(f

7 parzystosci funkcji trygonometrycznych wynika, ze
A_p = Ag, B .=-Br, = a_p=a, (B.G)
z prostym wnioskiem, ze By = 0, wiec ag = Ag jest liczbg rzeczywista.
Jedli teraz rozbijemy sume (B.1) na trzy czesci, to mozemy napisac

-1

F(z) = ao+ Y agexp(ikz)+ > apexp (ikz)
k=1 k=—o00

= ap+ Z [ay, exp (ikx) + a_ exp (—ikx)]
k=1

= Ap+ Z [(Ax + iBy)(cos kx + isin kx)
k=1
+(Ag —iBy)(cos kx — isinkx)] . (B.7)

Po wymnozeniu nawiaséow w (B.7) stwierdzamy, ze cze¢$¢ urojona znika i
zostaje

F(x)=Ap+ Z (2Aj cos kx — 2By sinkx) . (B.8)
k=1

Poréwnanie z postacia (3.1), czyli

[e.e]
F(z) = Jco+ Z (ck cos kx + s sinkx) ,
k=1

prowadzi do wniosku, ze
co = 24y, cp = 2AL = a_y + ay, S = —2Br = a_j — ay, (B.g)

co wyjasnia zaré6wno pojawienie sie czynnika % przy wyrazie stalym, jak i
czynnik 1/7 = 2/(27) w catkach (3.2).

109



Dodatek C

Efekt Starka

Jako ilustracje kanonicznego rachunku zaburzen rozpatrzymy ciekawe za-
gadnienie, analizowane jeszcze przez Lagrange’a a spopularyzowane w fizyce
dzieki pracom doswiadczalnym J. Starka nad widmami atoméw w polu elek-
trycznym. Chodzi o zagadnienie dwéch ciatl z zaburzeniem w postaci stalej
sity. Przyjmiemy uktad wspoétrzednych, w ktorym sita ta jest skierowana
wzdtuz osi Oz. Co ciekawe, zagadnienie to posiada §ciste rozwigzanie, ale my
zajmiemy sie przypadkiem stabego zaburzenia i uzyjemy metody Poincarégo-
von Zeipela. Mamy wtedy Ho = —u?/(2L?), oraz

eH1 = —ez = —ersinIsin (f + w). (C.1)
Jak wida¢, zagadnienie ma juz dwie catki pierwsze:

e zachowana jest energia catkowita H = Ho + ¢H1, gdyz

IH

— =0
ot ’

e zachowany jest rzut momentu pedu na o Oz, gdyz

_OH oM

H=n=8a~

Wprowadzamy zmienne srednie, dzieki ktérym hamiltonian upraszcza sie
do K = Ko + €Ky, gdzie

3
Ki=—{'sinl'sin(f +u')) = 2 a'e’sinI’'sinw'. (C.2)
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Wartosé srednig (z) otrzymalismy stosujac regule (3.26), czyli

(z) = sinI(rsin(f+w)),
(rsin(f +w)) = (rsinf)cosw + (rcos f)sinw,
(rsinf)y = 0,
(rcosf) = a(cosE —e) = a(cos E) — ae,
(cosE)py = (COSE—60082E>E:—§.

Jesli wyrazimy i w zmiennych Delaunaya, to przybiera on postaé

3L

Kr= 2uG"

V(L2 —G2)(G? — H?)sing'. (C.3)

Poniewaz jedynym katem jest tu ¢, to przeksztalcone zagadnienie jest z do-
ktadnosciag O(g2) calkowalne jako uktad z jednym stopniem swobody (L' i
H' sa w nim stalymi).

cdn. (28.02.2021)
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