
Sªawomir Breiter
Obserwatorium Astronomiczne UAM

Wst¦p do mechaniki nieba

II r. Astron. (pierwszy stopie«)
wersja 26.01.2016



Rozdziaª 1

Zagadnienie dwóch ciaª �

wiadomo±ci wst¦pne

Mechanika nieba jest nauk¡ o ruchu naturalnych i sztucznych ciaª niebieskich.
Najwa»niejsz¡ z siª decyduj¡cych o ruchu tych ciaª jest zazwyczaj siªa grawi-
tacji. Gdyby przyj¡¢ w uproszczeniu, »e ciaªa niebieskie maj¡ form¦ punktów
materialnych i siªa grawitacji jest jedyn¡ siª¡, to najprostszym nietrywialnym
zgadnieniem mechaniki nieba staje si¦ problem ruchu dwóch ciaª niebieskich
czyli zagadnienie dwóch ciaª. Zagadnienie to, rozwi¡zane przez Isaaca New-
tona w XVII wieku, stanowi klucz do mechaniki nieba.

1.1 Prawo grawitacji

Zacznijmy od przypomnienia prawa powszechnej grawitacji:

Siªa F 21 z jak¡ punkt materialny o masie m2 przyci¡ga punkt o
masie m1 jest wprost proporcjonalna do iloczynu ich mas a odwrot-
nie proporcjonalna do kwadratu ich wzajemnej odlegªo±ci. Jest ona
skierowana wzdªu» odcinka ª¡cz¡cego oba punkty.

Na Rys. 1.1 wida¢, »e wektor F 21 skierowany jest od masym1 dom2; informacja
ta jest obecna w podanym wy»ej tek±cie prawa, gdy» mówimy tam nie tylko o
orientacji odcinka, lecz równie» o przyci¡ganiu, co jednoznacznie okre±la zwrot
siªy. Je±li wi¦c wektor r ma pocz¡tek w punkcie o masiem1 a koniec w punkcie o
masiem2, to siªa F 21 skierowana jest zgodnie z r. Najpro±ciej mo»na to wyrazi¢
korzystaj¡c zwersorów. Przypomnijmy, »e ka»dy wektorA przedstawi¢ mo»na
jako iloczyn jego dªugo±ci A = ||A|| i wersora Â o jednostkowej dªugo±ci, który
zawiera jedynie informacj¦ o kierunku wektora

A = A Â. (1.1)

W takim razie, dla wersorów siªy F 21 i odlegªo±ci wzgl¦dnej r mamy

F̂ 21 = r̂. (1.2)
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Rysunek 1.1: Dwa punkty materialne i siªy ich wzajemnego przyci¡gania.

Pozostaje ju» tylko kwestia staªej proporcjonalno±ci dla zale»no±ci siªy od m1m2

r2 .
Przyjmijmy, »e staªa ta jest równa k2 i mo»emy przej±¢ od postaci sªownej prawa
grawitacji do postaci wzoru

F 21 = k2
m1 m2

r2
r̂. (1.3)

U»ycie staªej k2 nie pozostawia »adnej w¡tpliwo±ci co do jej znaku (je±li k jest
dowoln¡ liczb¡ rzeczywist¡, to k2 > 0) i wzór (1.3) musi opisywa¢ prawo przy-
ci¡gania a nie odpychania.

Fakt, »e przyci¡ganie jest wzajemne i »e równie» masa m1 przyci¡gana jest
przez m2 skierowan¡ przeciwnie siª¡ F 12

F 12 = −F 21 = −k2
m1 m2

r2
r̂, (1.4)

cho¢ jest równie wa»ny jak (1.3), nie wchodzi bezpo±rednio w skªad prawa gra-
witacji, lecz jest prost¡ konsekwencj¡ III zasady dynamiki Newtona.

1.2 Staªa Gaussa

Po±wi¦¢my nieco wi¦cej uwagi staªej k, która pojawiªa si¦ w poprzednim roz-
dziale. Nosi ona nazw¦ staªej Gaussa i u»ywamy jej w astronomii zamiast
znanej z kursu �zyki staªej grawitacji G. Tak wi¦c, je±li w jednostkach SI

G = (6.67428± 0.00067)× 10−11 m3 kg−1 s−2, (1.5)
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to staªa Gaussa ma w tych jednostkach warto±¢

k =
√
G = (8.16922± 0.00041)× 10−6 m

3
2 kg−

1
2 s−1. (1.6)

Podana wy»ej warto±¢ k wynika z prostego przeliczenia rekomendowanej o�cjal-
nie przez Mi¦dzynarodow¡ Uni¦ Astronomiczn¡ (IAU) warto±ci staªej G. Ale �
paradoksalnie � nie jest to warto±¢ k rekomendowana przez IAU. Unia Astrono-
miczna przyj¦ªa, »e warto±¢ staªej Gaussa wyra»ona w dobach d, masach sªo«ca
M⊙ i jednostkach astronomicznych au wynosi

k = 0.01720209895 au
3
2 M

− 1
2

⊙ d−1. (1.7)

Jest to warto±¢, która nie ulegnie zmianie w wyniku dalszych obserwacji, po-
niewa» (1.7) przyj¦to jako tzw. staª¡ de�niuj¡c¡. W odró»nieniu od warto±ci
(1.6), która posiada jedynie 4 miejsca znacz¡ce dokªadne, staªa Gaussa (1.7) po-
siada nie tylko 10, ale w zasadzie niesko«czenie wiele miejsc znacz¡cych. Wolno
nam dopisa¢ dowoln¡ ilo±¢ zer po prawej stronie, gdy» jako staªa de�niuj¡ca nie
posiada ona niepewno±ci pomiarowej.

Niepewno±ci pomiarowe ukryte s¡ w zastosowanych jednostkach. O ile doba,
tradycyjnie zwana ±redni¡ dob¡ sªoneczn¡, przeliczana jest na sekundy w sposób
±cisªy

1 d = 86400 s, (1.8)

o tyle pozostaªe jednostki znane s¡ z ograniczon¡ dokªadno±ci¡. Co gorsza,
ich warto±ci mog¡ zale»e¢ od rodzaju skali czasu, czyli od de�nicji sekundy
(dalej podamy warto±ci spójne z sekund¡ TDB). Jednostka astronomiczna �
pogl¡dowo, acz nie do ko«ca ±ci±le, zwana ±redni¡ odlegªo±ci¡ Ziemi od Sªo«ca
� jest przy tym wyznaczona o wiele lepiej ni» masa Sªo«ca, mamy bowiem

1 au =
(
1.49597870700× 1011

)
± 3 m, (1.9)

z jedenastoma pewnymi miejscami znacz¡cymi, ale ju»

1M⊙ = (1.9884± 0.0002)× 1030 kg, (1.10)

z czterema zaledwie miejscami znacz¡cymi. Przyszªe dokªadniejsze wyznacze-
nia masy Sªo«ca b¦d¡ wpªywa¢ na de�nicj¦ jednostki astronomicznej tak, aby
utrzyma¢ podan¡ w równaniu (1.7) warto±c staªej Gaussa.

1.3 Równania ruchu zagadnienia dwóch ciaª

Gdy ju» wiemy, jak wygl¡daj¡ dziaªaj¡ce w zagadnienu dwóch ciaª siªy, mo-
»emy si¦gn¡¢ do pierwszych dwóch zasad dynamiki Newtona, aby sformuªowa¢
równania ruchu obu mas. Zasada pierwsza postuluje istnienie ukªadu inercjal-
nego w którym opisywa¢ b¦dziemy zmiany poªo»e« r1 i r2 bez konieczno±ci
wprowadzania �siª pozornych�. Druga zasada dynamiki wi¡»e przyspieszenia

r̈i =
d2ri
dt2

, i = 1, 2, (1.11)
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z dziaªaj¡cymi siªami. Wynika z niej, »e

r̈1 =
F 21

m1
=

k2 m2

r3
r,

r̈2 =
F 12

m2
= −k2 m1

r3
r, (1.12)

gdzie
r = r2 − r1, r = ||r|| =

√
r · r.

Równania (1.12) stanowi¡ ukªad sze±ciu równa« ró»niczkowych (ka»dy wektor ri
posiada trzy wspóªrz¦dne) z których ka»de zawiera drug¡ pochodn¡ wzgl¦dem
czasu t jako zmiennej niezale»nej. Jest to wi¦c ukªad dwunastego rz¦du.

Czasami wygodniej jest u»ywa¢ ukªadu równa« ró»niczkowych sprowadzo-
nego do postaci 12 równa«, z których ka»de zawiera tylko pierwsz¡ pochodn¡
wzgl¦dem czasu. Przeksztaªcenie takie jest elementarne i wymaga wprowadzenia
dodatkowych zmiennych

vi = ṙi =
dri
dt

, i = 1, 2. (1.13)

Z �zycznego punktu widzenia te dodatkowe zmienne to nic innego jak pr¦dko±ci
obu mas. Mo»emy wi¦c w miejsce (1.12) wprowadzi¢ ukªad

ṙ1 = v1,

ṙ2 = v2, (1.14)

v̇1 =
k2 m2

r3
r,

v̇2 = −k2 m1

r3
r,

który równie» jest ukªadem dwunastego rz¦du, gy» zawiera dwana±cie równa« z
pierwszymi pochodnymi.

Je±li znamy poªo»enia i pr¦dko±ci obu ciaª w pewnymmomencie czasu (epoce)
t0, zwane warunkami pocz¡tkowymi, i chcemy znale¹¢ poªo»enia i pr¦dko-
±ci w dowolnym momencie czasu t, to problem taki nazywamy zagadnieniem
Cauchy'ego lub zagadnieniem pocz¡tkowym. Czasami zamiast warunków po-
cz¡tkowych zadaje si¦ warto±ci poªo»e« w dwóch ró»nych epokach czyli warunki
brzegowe. Prowadzi to do tzw. zagadnienia brzegowego, które odgrywa istotn¡
rol¦ w procesie wyznaczania orbit z obserwacji. W dalszej cz¦±ci wykªadu zajmo-
wa¢ si¦ b¦dziemy jedynie zagadnieniem Cauchy'ego z warunkami pocz¡tkowymi
w postaci

r1(t0) = r1,0, r2(t0) = r2,0, v1(t0) = v1,0, v2(t0) = v2,0. (1.15)

Co mo»emy powiedzie¢ o równaniach (1.12) lub (1.14), zanim zaczniemy je
rozwi¡zywa¢ ? Po pierwsze, s¡ to równania autonomiczne, to znaczy, »e nie
pojawia si¦ w nich jawna zale»no±¢ od czasu. Prawe strony równa« zale»¡ tylko
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od staªych parametrów k, m1 i m2, oraz od zmiennych zale»nych: r1 i r2 (za
po±rednictwem r) w równaniach (1.12) oraz dodatkowo v1 i v2 w równaniach
(1.14). S¡ to tak»e ukªady równa« nieliniowych, a to oznacza, »e nie mo»na
zastosowa¢ do nich bezpo±rednio prostych szablonów rozwi¡zania znanych z ele-
mentarnej teorii równa« ró»niczkowych.

1.4 Dodatek: pr¦dko±¢ radialna i transwersalna

Przypomnijmy kilka wa»nych wzorów zwi¡zanych z rozkªadem pr¦dko±ci v na
skªadow¡ radialn¡ vr i transwersaln¡ (poprzeczn¡) vt

v = vr + vt.

Skªadowa radialna powstaje przez rzut wektora pr¦dko±ci na kierunek pro-
mienia wodz¡cego, czyli

vr = (v · r̂) r̂.
Opisuje ona zmiany dªugo±ci wektora poªo»enia r, a wi¦c

vr = v · r̂ = ṙ.

Skªadowa transwersalna le»y w pªaszczy¹nie wyznaczonej przez r i v i jest
prostopadªa do wektora poªo»enia. Wersor transwersalny t̂ speªnia wi¦c

t̂ · r = t̂ · (r × v) = 0.

Skoro pr¦dko±¢ radialna opisywaªa zmiany dªugo±ci wektora poªo»enia r, to
pr¦dko±¢ transwersalna opisuje zmiany kierunku tego wektora, czyli zmiany
wersora r̂. Wprowadzaj¡c k¡t pozycyjny ϑ mierzony od dowolnie wybranego
kierunku na pªaszczy¹nie zwieraj¡cej r i v do wektora r, mo»emy stwierdzi¢, »e
zgodnie z wzorami opisuj¡cymi ruch po okr¦gu (wykluczamy zmiany dªugo±ci r
jako opisane pr¦dko±ci¡ radialn¡ !) zachodzi vt = rϑ̇. Mamy zatem

v = vr + vt = ṙ r̂ + rϑ̇ t̂. (1.16)

Z równania (1.16) wynika bardzo wa»na wªasno±¢

r · v = r ṙ. (1.17)

Dowód tej wªasno±ci jest elementarny:

r · v = r · (vr + vt) = r · vr + r · vt.

A poniewa» r · vt = 0, gdy» te dwa wektory s¡ prostopadªe, to

r · v = r · vr = ṙr · r̂ = ṙ r.

Je±li za± chodzi o iloczyn wektorowy, to

r × v = r2ϑ̇(r̂ × t̂). (1.18)

Dowód jest równie prosty. Tym razem r × vr = 0, a zatem

r × v = r × (vr + vt) = r × vt = rvt (r̂ × t̂).
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Rozdziaª 2

Caªki barycentrum i redukcja

do zagadnienia wzgl¦dnego

2.1 Caªki pierwsze równa« ruchu

Jednym ze sposobów rozwi¡zywania ukªadów równa« ró»niczkowych jest poszu-
kiwanie ich caªek pierwszych. Zaªó»my, »e mamy ukªad równa« ró»niczkowych
zwyczajnych rz¦du N w postaci

ẏ = f(y, t), (2.1)

gdzie y,f ∈ RN . Zaªó»my dalej, »e y = y∗(t) jest rozwi¡zaniem ukªadu (2.1),
czyli podstawiaj¡c funkcj¦ y∗(t) w miejsce zmiennej y w równaniu (2.1) otrzy-
mamy równo±¢ prawdziw¡.

Caªk¡ pierwsz¡ ukªadu (2.1) nazywamy ka»d¡ funkcj¦ K(y, t), która jest
staªa, gdy w miejsce y podstawimy dowolne rozwi¡zanie y∗(t) tego ukªadu, to
znaczy

K(y∗(t), t) = C = const,

i która zale»y tylko od jednej staªej dowolnej C. Staªa dowolna C zale»y od
warunków pocz¡tkowych y0. W mechanice, gdy (2.1) s¡ równaniami ruchu, ich
caªk¦ pierwsz¡ nazywamy czasem caªk¡ ruchu a staª¡ C � staª¡ ruchu.

Gªówn¡ zalet¡ caªek ruchu jest fakt, »e nie musimy zna¢ rozwi¡za« y∗(t) aby
zbada¢, czy jaka± funkcja jest caªk¡ ruchu, czy nie. Warunek K(y, t) = const,
czyli K̇ = 0, sprawdzamy bowiem na podstawie wzoru dla pochodnej funkcji
zªo»onej

dK(y, t)

dt
=

∂K

∂t
+

N∑
j=1

∂K

∂yj

dyj
dt

=
∂K

∂t
+

N∑
j=1

∂K

∂yj
fj = 0. (2.2)

Skorzystali±my przy tym z postaci równa« ruchu (2.1) zast¦puj¡c ẏj przez fj .
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Je±li pojawi si¦ M caªek ruchu K1, K2, . . . ,KM , to czasem mo»na je potrak-
towa¢ jako elementy wektora K ∈ RM . Wektorowa caªka ruchu K(y, t) = C,
zwi¡zana z wektorem staªych ruchu C ∈ RM , musi speªnia¢ warunki

∂K

∂t
+ Jf = 0, (2.3)

gdzie J oznacza macierz pochodnych cz¡stkowych (macierz Jacobiego)

J =

[
∂Ki

∂yj

]
=


∂K1

∂y1
· · · ∂K1

∂yN

...
. . .

...
∂KM

∂y1
· · · ∂KM

∂yN

 . (2.4)

Znajomo±¢ caªek ruchu jest bardzo wa»na, poniewa» ka»da nowa i niezale»na
od pozostaªych caªka ruchu pozwala obni»y¢ rz¡d ukªadu o 1. A poniewa»
ka»de pojedyncze równanie ró»niczkowe pierwszego rz¦du potra�my rozwi¡za¢,
to znalezienie N − 1 niezale»nych od siebie caªek pierwszych jest równoznaczne
z rozwi¡zaniem ukªadu równa« (2.1).

2.2 Caªki barycentrum

Dwie gªówne metody poszukiwania caªek ruchu to:

a) postulowanie (zgadywanie) postaci caªki K(y, t) = C i u»ycie warunku
(2.2) do wery�kacji,

b) doprowadzenie równa« ruchu do jawnej postaci K̇(y, t) = 0.

Zacznijmy od sposobu drugiego i rozpatrzmy równania ruchu zagadnienia dwóch
ciaª (1.12) pomno»one stronami przez odpowiednie masy

m1 r̈1 = F 21 =
k2 m1 m2

r3
r,

m2 r̈2 = F 12 = −k2 m1 m2

r3
r. (2.5)

Je±li dodamy je stronami, to otrzymamy

m1 r̈1 +m2 r̈2 = 0. (2.6)

Ten zwi¡zek, b¦d¡cy oczywist¡ konsekwencj¡ III zasady dynamiki, zawiera po
lewej stronie pochodn¡ zupeªn¡ wzgl¦dem czasu, gdy»

r̈i =
dvi

dt
, i = 1, 2,

czyli
d

dt
[m1 v1 +m2 v2] = 0. (2.7)
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Wyra»enie w nawiasie kwadratowym jest wi¦c staªe: pr¦dko±ci obu mas w zagad-
nienu podlegaj¡ ci¡gªym zmianom, ale ich kombinacja liniowa z masamim1 im2

ma niezmienn¡ warto±¢, która oznaczymy A ∈ R3. To oznacza, »e znale¹li±my
wektorow¡ caªk¦ ruchu

m1v1 +m2v2 = A. (2.8)

Zauwa»my, »e w j¦zyku �zycznym mo»emy wyrazi¢ (2.8) nast¦puj¡co:

caªkowity p¦d w zagadnieniu dwóch ciaª jest staªy.

Jest to wªasno±¢ wszystkich ukªadów, gdzie mamy do czynienia tylko z oddzia-
ªywaniami wzajemnymi w ukªadzie inercjalnym.

Równanie (2.8) pozwala nam wykona¢ jeszcze jeden krok. Zauwa»my, »e

vi =
dri
dt

, i = 1, 2,

a wi¦c lewa strona (2.8) jest nadal pochodn¡ zupeªn¡ wzgl¦dem czasu

d

dt
[m1 r1 +m2 r2] = A. (2.9)

Co prawda, po prawej stronie nie mamy zera, ale przecie»

A =
d(A t)

dt
,

wi¦c mo»emy zapisa¢ (2.9) jako

d

dt
[m1 r1 +m2 r2 −A t] = 0. (2.10)

A wi¦c znów mamy styuacj¦, w której wyra»enie w nawiasie kwadratowym jest
staªe: znale¹li±my kolejn¡ wektorow¡ caªk¦ ruchu

m1r1 +m2r2 −A t = B, (2.11)

z nowym wektorem staªych ruchu B ∈ R3.
Caªki ruchu (2.8) i (2.11) nosz¡ nazw¦ caªek barycentrum czyli caªek

±rodka masy. Nazwa ta staje si¦ jasna, gdy przyst¡pimy do �zycznej interpre-
tacji tych równa«. Przypomnijmy de�nicj¦ ±rodka masy (barycentrum) dwóch
punktów materialnych; jest to punkt b¦d¡cy ko«cem geometrycznego wektora

R =
m1 r1 +m2 r2

m1 +m2
. (2.12)

W przyj¦tym przez nas ukªadzie wspóªrz¦dnych punkt ten ma pr¦dko±¢

Ṙ =
m1 ṙ1 +m2 ṙ2

m1 +m2
. (2.13)

A zatem pierwsze dwa wyrazy lewej strony równo±ci (2.11) to nic innego jak
(m1 + m2)R, a m1v1 + m2v2 w równaniu (2.8) to iloczyn sumy mas przez
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pr¦dko±¢ barycentrum Ṙ. Mo»emy wi¦c przepisa¢ caªki barycentrum (2.8) i
(2.11) w równowa»nej postaci

R = (A t+B)/(m1 +m2),

Ṙ = A/(m1 +m2).
(2.14)

Prowadzi to do nast¦puj¡cego wa»nego twierdzenia

�rodek masy dwóch ciaª w dowolnym ukªadzie inercjalnym
porusza si¦ ruchem jednostajnym prostoliniowym.

Istotn¡ konsekwencj¡ tego twierdzenia jest wniosek, »e

je±li ±rodek ukªadu odniesienia umie±cimy w barycentrum
dwóch ciaª, a osie zachowywa¢ b¦d¡ staª¡ orientacj¦ w
przestrzeni, to taki ukªad, zwany ukªadem barycentrycz-
nym, b¦dzie ukªadem inercjalnym.

Caªki barycentrum uwalniaj¡ nas od operowania tajemniczym �dowolnym
ukªadem inercjalnym�. Dzi¦ki nim wiemy, gdzie jeden z takich ukªadów ma swój
±rodek. W ukªadzie barycentrycznym R = Ṙ = 0, a to oznacza A = B = 0 i z
caªek (2.8,2.11) dowiadujemy si¦, »e w ukªadzie barycentrycznym

m1r1 +m2r2 = 0,
m1v1 +m2v2 = 0.

(2.15)

Ruch jednego ciaªa wzgl¦dem barycentrum b¦dzie wi¦c wiern¡ kopi¡ ruchu dru-
giego ciaªa, przeskalowan¡ o czynnik równy stosunkowi mas. Dysponujemy
w tym momencie podpowiedzi¡, »e obni»enie rz¦du zagadnienia dwóch ciaª z
12 do 6, mo»liwe dzi¦ki wykorzystaniu sze±ciu caªek barycentrum, pozwala w
istocie rozpatrywa¢ ruch jednego ciaªa wzgl¦dem barycentrum, albo te» ruch
wzgl¦dny jednego ciaªa odniesiony do drugiego. To drugie podej±cie jest bar-
dziej atrakcyjne, gdy» prawe strony równa« (1.12) lub (1.14) zawieraj¡ wprost
wzgl¦dne poªo»enie r.

2.3 Wzgl¦dne zagadnienie dwóch ciaª

Dzi¦ki caªkom barycentrum mo»emy sobie pozwoli¢ na chwilowe pomini¦cie in-
formacji o poªo»eniu jednego z ciaª bez obawy utraty tej informacji. Wró¢my
wi¦c do równa« (1.12)

r̈1 = k2
m2

r3
r,

r̈2 = −k2
m1

r3
r.

Mo»emy je odj¡¢ stronami otrzymuj¡c

r̈2 − r̈1 = −k2
m1 +m2

r3
r.
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A zgodnie z de�nicj¡ r̈ = r̈2− r̈1, otrzymujemy równania ruchu wzgl¦dnego

r̈ = − µ

r3
r, (2.16)

gdzie
µ = k2 (m1 +m2), (2.17)

nazywamy parametrem grawitacyjnym.
Oczywi±cie i tutaj mo»emy zastosowa¢ alternatywn¡ posta¢ ukªadu (2.16),

wprowadzaj¡c wektor pr¦dko±ci v = ṙ i przechodz¡c do ukªadu

ṙ = v,

v̇ = − µ

r3
r, (2.18)

zawieraj¡cego 6 równa« pierwszego rz¦du.
Równania (2.16) lub (2.18) tworz¡ ukªad szóstego rz¦du i opisuj¡ ruchu

ciaªa o masie m2 w ukªadzie wspóªrz¦dnych zwi¡zanym z mas¡ m1. Wbrew
nazwie jest to wi¦c zagadnienie jednego ciaªa w zadanym polu siª. Nale»y pod-
kre±li¢, »e ukªad wspóªrz¦dnych o ±rodku w m1 nie jest ukªadem inercjalnym;
masa m1 nie porusza si¦ przecie» wzgl¦dem barycentrum ruchem jednostajnym
prostoliniowym. Mimo to, posta¢ równa« ruchu wygl¡da bardzo podobnie do
(1.12). Prawa strona równa« (2.16) zawiera sum¦ przyspieszenia grawitacyjnego
(−k2 m1 r

−3 r) oraz przyspieszenia �pozornego� wywoªanego nieinercjalno±ci¡
ukªadu odniesienia (−r̈1), które ma niemal identyczn¡ posta¢ (−k2 m2 r

−3 r).
W efekcie, zagadnienie wzgl¦dne mo»na potraktowa¢ tak, jakby ruch odbywaª
si¦ w ukªadzie inercjalnym ale ze zmody�kowanym prawem grawitacji (siªa pro-
porcjonalna do iloczynu (m1 +m2)m2 zamiast do m1m2).
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Rozdziaª 3

Caªki ruchu zagadnienia

wzgl¦dnego

Aby w peªni rozwi¡za¢ wzgl¦dne zagadnienie dwóch ciaª musimy znale¹¢ 5 nie-
zale»nych caªek pierwszych.

3.1 Caªka siªy »ywej (energii)

Je±li punkt materialny porusza si¦ w polu siª, które nie zale»¡ jawnie od czasu ani
od pr¦dko±ci, to caªkowita energia (kinetyczna i potencjalna) tego punktu jest
staªa. Energia caªkowita jest sum¡ energii potencjalnej i kinetycznej. Poniewa»
energia kinetyczna jest proporcjonalna do v2 = v · v, za±

d(v · v)
dt

= v̇ · v + v · v̇ = 2v̇ · v,

to spróbujmy poszuka¢ nowej caªki ruchu bior¡c drugie z równa« (2.18) i mno»¡c
obie strony skalarnie przez v, gdy» wtedy po lewej stronie równania

v̇ · v = − µ

r3
r · v, (3.1)

mamy ju» wyraz b¦d¡cy pochodn¡ zupeªn¡ znanej funkcji 1
2 v

2. Skoro operacj¡
odwrotn¡ do ró»niczkowania jest caªkowanie, to mo»emy przepisa¢ (3.1) jako w
postaci

d

dt

[
v2

2
+

∫
µ

r3
r · v dt

]
= 0.

Pozostaje tylko pytanie, czy potra�my obliczy¢ caªk¦ nieoznaczon¡ wystepuj¡c¡
w tym wzorze.

Dzi¦ki podstawowej wªasno±ci r · ṙ = rṙ, znanej z równania (1.17), mo»emy
wykona¢ nast¦puj¡ce caªkowanie∫

µ

r3
r · v dt = µ

∫
rṙ

r3
dt = µ

∫
1

r2
dr

dt
dt = µ

∫
1

r2
dr = −µ

r
.
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I tak doszli±my do
d

dt

[
v2

2
− µ

r

]
= 0,

wi¦c wyra»enie w nawiasie kwadratowym jest caªk¡ ruchu. Oznaczaj¡c odpo-
wiedni¡ staª¡ ruchu przez h, mamy

1

2
v2 − µ

r
= h. (3.2)

Wzór (3.2) nazywamy caªk¡ siªy »ywej (ªac. vis viva), co jest nieco archa-
icznym (trzy wieki tradycji) ale nie pozbawionym swoistego uroku synonimem
caªki energii. Staª¡ dowoln¡ h nazywamy odpowiednio staª¡ siªy »ywej lub
staª¡ energii.

3.2 Caªki pól

3.2.1 Wektorowe caªki pól (momentu p¦du)

Siªa dziaªaj¡ca we wzgl¦dnym zagadnieniu dwóch ciaª ma charakter radialny,
gdy» jest skierowana zawsze do ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych. Jak wiemy, ka»da
siªa radialna F ma zerowy moment r × F , a wi¦c nie mo»e zmieni¢ momentu
p¦du r×m2 v. To oznacza, »e w naszym zagadnieniu powinna istnie¢ wektorowa
caªka momentu p¦du

G = r × v = const, (3.3)

zwana tak»e tradycyjnie caªk¡ lub poprawniej caªkami pól. Staªe pól tworz¡
wektor G ∈ R3, którego dªugo±¢ i kierunek s¡ staªe.

Jak zwery�kowa¢ caªki pól (3.3) ? Najpro±ciej jest z ró»niczkowa¢ iloczyn
wektorowy wzgl¦dem czasu:

Ġ =
d

dt
(r × v) = ṙ × v + r × v̇.

Si¦gaj¡c do równa« ruchu (2.18) otrzymamy

Ġ = v × v + r ×
(
− µ

r3
r
)
.

Poniewa» dla dowolnego wektora y × y = 0, wi¦c istotnie Ġ = 0.

Z wektorowych caªek pól wypªywa bardzo wa»ny wniosek:

Orbita masy m2 wzgl¦dem masy m1 jest krzyw¡ pªask¡
gdy G ̸= 0 lub le»y na prostej gdy G = 0.

Uzasadnienie jest oczywiste, gdy» je±li wektory poªo»enia i pr¦dko±ci de�niuj¡
pewn¡ pªaszczyzn¦ w momencie czasu t0, a wektor momentu p¦du G jest do
tej pªaszczyzny prostopadªy, to wobec staªo±ci kierunku G pªaszczyzna w któ-
rej le»¡ r i v w dowolnym momencie czasu musi mie¢ tak¡ sam¡ orientacj¦ w
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przestrzeni. Ze wzgl¦du na de�nicj¦ r (od m1 do m2) obie masy musz¡ nale»e¢
do tej pªaszczyzny. Zerowy moment p¦du pojawia si¦, gdy r ∥ v (wykluczamy
zarówno r = 0 jak i v = 0) i wtedy obie masy musz¡ caªy czas pozostawa¢
na prostej. W takim przypadku mówimy o orbitach zdegenerowanych. Za-
uwa»my, »e tylko na orbicie prostoliniowej mo»liwa jest kolizja r = 0 i tylko na
orbicie prostoliniowej mo»liwa jest sytuacja, gdy w pewnym momencie v = 0 w
sko«czonej odlegªo±ci mi¦dzy ciaªami r.

3.2.2 Caªka pól w postaci skalarnej i II prawo Keplera

Poka»emy teraz, »e bezpo±redni¡ konsekwencj¡ istnienia caªek pól jest II prawo
Keplera.

Skalarna caªka pól

Zastosujmy wªasno±¢ (1.18) do wzgl¦dnego zagadnienia dwóch ciaª. Moment
p¦du (na jednostk¦ masy) zde�niowali±my jako G = r × v. W takim razie

G = r2ϑ̇(r̂ × t̂),

a poniewa» G = GĜ, przy czym

Ĝ = r̂ × t̂,

to dªugo±¢ wektora momentu p¦du jest powi¡zana z chwilow¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡
ciaªa na orbicie wzorem

G = r2 ϑ̇,

czyli

ϑ̇ =
G

r2
. (3.4)

Jak dot¡d, oba wzory maj¡ charakter ogólny i obowi¡zuj¡ tak»e dla zmiennego
momentu p¦du. Je±li jednak wprowadzimy do nich wynikaj¡ca z wektorowych
caªek pól informacj¦, »w G = const, otrzymamy wzór zwany skalarn¡ postaci¡
caªki pól lub krótko caªk¡ pól (liczba pojedyncza w odró»nieniu od liczby
mnogiej �caªki pól� w przypadku wektorowym)

G = r2 ϑ̇ = const, (3.5)

Jeszcze inny zapis caªki pól to

G = r vt = const, (3.6)

a wi¦c:

iloczyn odlegªo±ci i pr¦dko±ci transwersalnej jest w zagadnieniu wzgl¦d-
nym dwóch ciaª staªy,

Wyka»emy teraz, »e skalarna caªka pól jest w istocie to»sama z drugim prawem
Keplera.
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Pr¦dko±¢ polowa

Dla dowolnych dwóch wektorów a i b o wspólnym pocz¡tku pole trójk¡ta wy-
znaczonego przez nie wynosi

S =
1

2
||a× b||. (3.7)

Ze wzgl¦du na u»ycie dªugo±ci wektora a× b, wzór (3.7) pozostaje wa»ny tak»e
przy zamianie a na przeciwnie skierowany wektor −a a wi¦c i wtedy, gdy koniec
jednego wektora jest pocz¡tkiem drugiego.

Rozpatrzmy teraz ruch w zagadnienu wzgl¦dnym dwóch ciaª. Pocz¡tkowy
wektor poªo»enia badanego ciaªa r ulega podczas ruchu zmianie i po czasie ∆t
przechodzi w r +∆r. Trójk¡t wyznaczony przez wektory r i ∆r ma pole

∆S =
1

2
||r ×∆r||.

Podzielmy obie strony przez przyrost czasu a otrzymamy

∆S

∆t
=

1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣r × ∆r

∆t

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
W granicy ∆t → 0 przechodzimy od ilorazów ró»nic do pochodnych

lim
∆t→0

∆S

∆t
=

dS

dt
= Ṡ,

oraz

lim
∆t→0

∆r

∆t
=

dr

dt
= ṙ = v.

A zatem dla chwilowej pr¦dko±ci polowej Ṡ czyli pochodnej pola zakre±lanego
przez wektor r w ruchu po orbicie mamy

Ṡ =
||r × v||

2
.

Przywoªuj¡c caªki pól (3.3) widzimy, »e

Ṡ =
G

2
= const, (3.8)

czyli

w zagadnieniu wzgl¦dnym dwóch ciaª pr¦dko±¢ polowa jest
staªa,

co stanowi tre±¢ II prawa Keplera. Zauwa»my jednak, »e II prawo Keplera
dotyczy nie tylko zagadnienia dwóch ciaª. Ka»de zagadnienie ruchu punktu
materialnego w polu dowolnej siªy radialnej b¦dzie cechowaª staªy moment p¦du
a wi¦c w ka»dym takim zagadnieniu obowi¡zuje II prawo Keplera.

Do II prawa Keplera mo»na tak»e doj±¢ wychodz¡c od in�nitezymalnego
pola ograniczonego wycinkiem krzywej r(ϑ), czyli dS = 1

2 r
2dϑ, a nast¦pnie

korzystaj¡c ze skalarnej caªki pól (3.4).
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3.3 Caªki Laplace'a

3.3.1 Wyprowadzenie

Znamy ju» cztery caªki ruchu zagadnienia wzgl¦dnego. Pozostaªa nam jedna,
aby rozwi¡za¢ w peªni to zagadnienie. Dot¡d korzystali±my z ogólnych wªa-
sno±ci, które byªy typowe dla szerszej klasy ukªadów: brak jawnej zale»no±ci
siª od czasu daª nam caªk¦ energii (siªy »ywej), a symetria radialna oznaczaªa
staªy moment p¦du. Szcz¦±liwie jednak okazaªo si¦, »e w zagadnieniu dwóch
ciaª pojawia si¦ dodatkowa, specy�czna dla tego problemu caªka ruchu.

Odgadni¦cie postaci nowej caªki ruchu nie jest proste. Kluczem do jej znale-
zienia jest pomno»enie drugiego z równa« (2.18) wektorowo przez moment p¦du
G

G× v̇ = − µ

r3
G× r. (3.9)

Poniewa» wektor G jest staªy, to lew¡ stron¦ rozpoznajemy bez trudu jako
pochodn¡ z G× v. Mo»emy wi¦c zapisa¢ (3.9) jako

d

dt

[
G× v + µ

∫
G× r

r3
dt

]
= 0. (3.10)

Nie wygl¡da to zbyt zach¦caj¡co, ale wypiszmy jawnie de�nicj¦ G = r × v i
skorzystajmy z to»samo±ci wektorowej

(a× b)× c = (a · c) b− (b · c)a, (3.11)

znanej tak»e jako �to»samo±¢ bac�cab� od równowa»nej formy

a× (b× c) = b (a · c)− c (a · b).

Przyjmuj¡c w równaniu (3.11) a = c = r, b = v, zauwa»ymy, »e

G× r = (r × v)× r = r2 v − r ṙ r,

gdzie skorzystali±my z to»samo±ci (1.17). Tak wi¦c caªka w równaniu (3.10) ma
posta¢ ∫

G× r

r3
dt =

∫ (
1

r

)
ṙdt+

∫ (
− 1

r2
ṙ

)
r dt. (3.12)

W równaniu (3.12) rozpoznajemy charakterystyczn¡ posta¢ przywodz¡c¡ na
my±l caªkowanie przez cz¦±ci:

d(FG)

dt
= ḞG+ FĠ ⇒

∫
FĠdt+

∫
ḞGdt = FG,

gdzie F = 1/r, a G = r. A zatem∫
G× r

r3
dt =

(
1

r

)
r. (3.13)
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Podstawiaj¡c (3.13) do (3.10) otrzymujemy

d

dt

[
G× v +

µ

r
r
]
= 0,

a zatem wyra»enie w nawiasie kwadratowym jest wektorow¡ caªk¡ ruchu. Dzie-
l¡c stronami przez staªy parametr (−µ), dochodzimy do równania

v ×G

µ
− r

r
= e, (3.14)

de�niuj¡cego caªki Laplace'a. Wektor staªych ruchu e ∈ R3 zwany jest od-
powiednio wektorem Laplace'a lub wektorem mimo±rodu. W �zyce, gdzie
caªki Laplace'a odkrywane byªy niezale»nie kilka razy, caªki te nosz¡ nazw¦ caªek
Rungego-Lenza, Lenza, lub Laplace'a-Rungego-Lenza. Czasami te» odró»nia si¦
wektor mimo±rodu e od wektora Laplace'a L = µe.

Poszukiwali±my jednej caªki ruchu, a otrzymali±my a» trzy. Ukªad rów-
na« szóstego rz¦du mo»e mie¢ co najwy»ej 6 niezale»nych caªek pierwszych, z
czego jedna musi zawiera¢ staª¡ dowoln¡ addytywn¡ do czasu. �adna z siedmiu
znalezionych przez nas caªek ruchu wzgl¦dnego zagadnienia dwóch ciaª nie za-
wiera czasu w sposób jawny, wi¦c tylko pi¦¢ z nich mo»e by¢ niezale»nych. Aby
wszystko si¦ zgadzaªo, pownni±my teraz znale¹¢ dwa zwi¡zki mi¦dzy siedmioma
caªkami ruchu, co zredukuje liczb¦ niezale»nych caªek do pi¦ciu.

3.3.2 Zwi¡zki caªek Laplace'a z pozostaªymi caªkami ru-
chu

Ka»da z caªek ruchu wi¡zaªa si¦ z jedn¡ staª¡ ruchu. Ka»dy zwi¡zek mi¦dzy
caªkami ruchu musi by¢ zarazem zwi¡zkiem mi¦dzy staªymi ruchu i vice versa.
Poszukajmy wi¦c dwóch zwi¡zków mi¦dzy wektorem mimo±rodu e a wektorem
momentu p¦du G i staª¡ siªy »ywej h.

Pierwszy taki zwi¡zek jest poniek¡d oczywisty. Wektor e jest sum¡ dwóch
wektorów r̂ i µ−1(G× v), z których ka»dy le»y w pªaszczy¹nie orbity. A zatem
wektor mimo±rodu musi tak»e le»e¢ w pªaszczy¹nie orbity, wi¦c jest prostopadªy
do G. W tej sytuacji

G · e = 0, (3.15)

jest pierwszym zwi¡zkiem mi¦dzy staªymi ruchu.
Aby znale¹¢ drugi zwi¡zek sprawd¹my, jak wygl¡da dªugo±¢ wektora e. Pod-

nosz¡c do kwadratu (czyli wykonuj¡c iloczyn skalarny wektora przez samego
siebie) obie strony caªej Laplace'a (3.14) dostajemy

e2 =

(
v ×G

µ
− r

r

)
·
(
v ×G

µ
− r

r

)
=

=
(v ×G) · (v ×G)

µ2
− 2

r · (v ×G)

r µ
+

r · r
r2

. (3.16)

Okazuje si¦, »e wzór ten mo»na upro±ci¢ tak, aby w jego prawej stronie wyst¦-
powaªy jedynie staªe ruchu.
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Zacznijmy od (v ×G) · (v ×G). Jest to kwadrat dªugo±ci wektora v ×G.
A skoro pr¦dko±¢ i moment p¦du s¡ prostopadªe, to ich iloczyn wektorowy ma
dªugo±¢ v G, wi¦c

(v ×G) · (v ×G) = v2 G2.

Je±li chodzi o iloczyn r · (v×G), to dzi¦ki wªasno±ciom iloczynu mieszanego

a · (b× c) = b · (c× a) = c · (a× b),

i de�nicji (3.3) widzimy, »e

r · (v ×G) = G · (r × v) = G ·G = G2.

Tak wi¦c, równanie (3.16) mo»na zapisa¢ jako

e2 =
G2v2

µ2
− 2G2

µ r
+ 1 = 1 +

2G2

µ2

[
v2

2
− µ

r

]
.

Wyra»enie w nawiasie kwadratowym to nic innego jak lewa strona caªki siªy
»ywej (3.2), a wi¦c mo»emy je zast¡pi¢ staª¡ siªy »ywej h i ostatecznie otrzymu-
jemy

e =

√
1 + 2

hG2

µ2
. (3.17)

Jest to zwi¡zek mi¦dzy staªymi ruchu, który wskazuje na wspóªzale»no±¢ dªu-
go±ci wektora Laplace'a od staªej energii h i dªugo±ci wektora momentu p¦du
G.

Równania (3.15) i (3.17) pokazuj¡, »e spo±ród siedmiu caªek ruchu tylko pi¦¢
jest niezale»nych. Niemniej jednak, dysponujemy dostateczn¡ liczb¡ caªek ruchu
aby rozwi¡za¢ w peªni zagadnienie wzgl¦dne. Szósta caªka ruchu b¦dzie zawie-
ra¢ jawn¡ zale»no±¢ od czasu, a skoro tak, to pi¦¢ znanych ju» caªek powinno
wystarczy¢ do znalezienia samego ksztaªtu orbity w trójwymiarowej przestrzeni
poªo»e« jak i ksztaªtu hodografu � krzywej w trójwymiarowej przestrzeni roz-
pi¦tej na skªadowych wektora pr¦dko±ci.

3.3.3 Caªki Laplace'a a I prawo Keplera

Wiemy ju», »e wektor Laplace'a le»y w pªaszczy¹nie orbity. Aby dowiedzie¢ si¦
jak jest skierowany na tej pªaszczy¹nie, pomno»ymy skalarnie obie strony caªek
Laplace'a (3.14) przez wektor poªo»enia r

r · e =
r · (v ×G)

µ
− r · r

r
.

Przestawiaj¡c czynniki w mieszanym iloczynie wektorowym

r · (v ×G) = G · (r × v),
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dochodzimy do postaci

r · e =
G2

µ
− r.

Zauwa»my, »e mo»na z tego zwi¡zku wyznaczy¢ odlegªo±¢ mi¦dzy ciaªami

r =
G2

µ (1 + r̂ · e)
, (3.18)

gdzie prawa strona zale»y tylko od staªych ruchu i k¡ta mi¦dzy wersorem r̂ a
wektorem Laplace'e e.

Odlegªo±¢ mi¦dzy ciaªami osi¡gnie minimum gdy mianownik we wzorze (3.18)
przyjmie najwi¦ksz¡ warto±¢. Je±li wi¦c wektor poªo»enia skierowany jest zgod-
nie z wektorem Laplace'a, to najmniejsza odlegªo±¢ mi¦dzy ciaªami wyniesie

rmin = q =
G2

µ (1 + e)
. (3.19)

Jak wida¢, wektor Laplace'a skierowany jest ze ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych do
punktu minimalnej odlegªo±ci mi¦dzy ciaªami. Punkt orbity w którym odlegªo±¢
mi¦dzy ciaªami osi¡ga minimum nazywamy w ogólno±ci perycentrum, a je±li
masa znajduj¡ca si¦ w ±rodku ukªadu wspóªrz¦dnych jest konkretnym ciaªem
niebieskim, to mówimy odpowiednio o perygeum dla Ziemi, peryhelium dla
Sªo«ca, peryselenium dla Ksi¦»yca itd. Odlegªo±¢ q nazywamy odlegªo±ci¡

perycentrum.
Równanie (3.18) stanowi w istocie równanie orbity we wspóªrz¦dnych bie-

gunowych na pªaszczy¹nie prostopadªej do G. Wprowad¹my k¡t pozycyjny f
mierzony od wektora Laplace'a e do promienia wodz¡cego r. K¡t ten nosi
tradycyjn¡ nazw¦ anomalia prawdziwa. Wtedy

e · r̂ = e cos f,

i je±li przyjmiemy oznaczenie

p =
G2

µ
, (3.20)

to równanie orbity (3.18) przyjmuje posta¢

r =
p

1 + e cos f
. (3.21)

Z geometrii analitycznej wiemy, »e jest to równanie opisuj¡ce krzyw¡ sto»kow¡
� elips¦, parabol¦ lub hiperbol¦, której ognisko znajduje si¦ w ±rodku ukªadu
odniesienia, czyli w punkcie materialnym m1. W ten sposób z caªek Laplace'a
otrzymali±my uogólnione I prawo Keplera. Uogólnienie oznacza, »e orbita mo»e
by¢ nie tylko elips¡, co przyjmowaª Kepler, lecz dowoln¡ krzyw¡ sto»kow¡. Or-
bita mo»e by¢ zarówno krzyw¡ zamkni¦t¡ (okr¡g dla e = 0 i elipsa dla 0 < e < 1)
jak i krzyw¡ otwart¡ (parabola dla e = 1 i hiperbola dla e > 1).

Wielko±¢ oznaczona symbolem p to parametr krzywej sto»kowej znany
tak»e jako semilatus rectum. Geometryczna interpretacja p jest oczywista: jest
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to warto±¢ jak¡ przyjmuje odlegªo±¢ r gdy cos f = 0, a wi¦c dla f± π
2 . Natomiast

dªugo±¢ wektora Laplace'a e to nic innego jak mimo±ród krzywej sto»kowej.
Bez wzgl¦du na typ orbity mo»emy korzystaj¡c z równania (3.21) wyprowadzi¢
zwi¡zek mi¦dzy odlegªo±ci¡ perycentrum q a parametrem p i mimo±rodem e.
Podstawiaj¡c f = 0 jako warto±¢ anomalii prawdziwej w perycentrum, otrzy-
mujemy q = p/(1 + e), czyli

p = q (1 + e). (3.22)

3.3.4 Staªa energii a ksztaªt orbity

Z punktu widzenia geometrii o ksztaªcie regularnej krzywej sto»kowej decyduje
jej mimo±ród e. Je±li e < 1 i krzywa jest elips¡, to parametr p = a (1 − e2),
gdzie a jest póªosi¡ wielk¡ elipsy. W przypadku e > 1, a wi¦c dla hiper-
boli, przyjmuje si¦ albo p = a (1 − e2) albo p = a (e2 − 1). Jest to kwestia
konwencji: poniewa» p jako odlegªo±¢ musi by¢ wielko±ci¡ nieujemn¡, to wida¢,
»e w pierwszym przypadku przyjmujemy ujemne warto±ci a, natomiast w dru-
gim a > 0. Dla hiperboli symbol a oznacza tak zwan¡ póªo± rzeczywist¡.
W geometrii cz¦±ciej spotykamy a > 0, natomiast w mechanice nieba stosuje
si¦ czasem ujemne warto±ci póªosi rzeczywistej. Poniewa» musimy si¦ na co±
zdecydowa¢, przyjmijmy a > 0 dla hiperboli i wtedy

p =

{
a (1− e2) dla elipsy,
a (e2 − 1) dla hiperboli.

(3.23)

Oczywi±cie, mo»emy te» pisa¢ wymijaj¡co p = |a (1− e2)|. W przypadku para-
boli »aden z wzorów (3.23) nie jest prawdziwy, gdy» dla paraboli nie wprowadza
si¦ poj¦cia póªosi. Pozostaje jednak wtedy prawdziwy wzór (3.22), który po
podstawieniu e = 1 przyjmuje posta¢ p = 2q. Mamy wi¦c dla paraboli odle-
gªo±¢ perycentum równ¡ poªowie parametru p. Uwzgl¦dniaj¡c de�nicje (3.23),
mo»emy wi¦c przeksztaªci¢ (3.22) do postaci

q =

 a (1− e) dla elipsy,
1
2 p dla paraboli,

a (e− 1) dla hiperboli.
(3.24)

Wbrew pozorom, mimo±ród nie jest jedyn¡ wielko±ci¡, któr¡ nale»y rozpa-
trzy¢ aby wyci¡ga¢ wnioski o ksztaªcie orbity. Przypomnijmy zwi¡zek, jaki
zachodzi mi¦dzy caªkami pól, siªy »ywej i Laplace'a, czyli rówanie (3.17). Pod-
stawmy do niego de�nicj¦ p = G2/µ a otrzymamy

e =

√
1 + 2

h p

µ
.

Wyznaczmy teraz staª¡ energii (siªy »ywej) h z tego zwi¡zku

h = −
µ
(
1− e2

)
2 p

. (3.25)
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Dla paraboli, gdy e = 1, otrzymamy h = 0. Natomiast dla elipsy lub hiperboli
wzór (3.23) podstawiony do (3.25) daje odpowiednio h = −µ/(2 a) < 0 lub
h = µ/(2 a) > 0. Otrzymali±my wi¦c drugie kryterium dla ksztaªtu orbity,
jakim jest warto±¢ staªej h

h =

 − µ
2a < 0 dla elipsy,
0 dla paraboli,
µ
2a > 0 dla hiperboli.

(3.26)

Ju» za chwil¦ przekonamy si¦, »e to drugie kryterium jest równie wa»ne jak
pierwsze.

3.3.5 Orbity zdegenerowane (prostoliniowe)

Równanie orbity (3.21) ma sens tylko wtedy, gdy parametr p ̸= 0. Innymi
sªowy, regularne krzywe sto»kowe otrzymujemy tylko dla ruchu z niezerowym
momentem p¦du G ̸= 0, poniewa» p = G2/µ. Pªyn¡cy z równania (3.21)
wniosek, »e r = 0 byªby faªszywy, bo mo»emy sobie wyobrazi¢ spadek swobodny
jednego ciaªa na drugie, który ma posta¢ ruchu prostoliniowego z r ̸= 0. Jak
wi¦c opisa¢ orbit¦ prostoliniow¡ ?

Wró¢my do caªek Laplace'a (3.14). Podstawiaj¡c G = 0, upraszczamy je do
postaci

e = −r

r
. (3.27)

Jak wida¢, wektor Laplace'a w ruchu prostoliniowym jest skierowany przeciwnie
do promienia wodz¡cego r, co oznacza przy okazji, »e wersor r̂ jest staªy. Co
wi¦cej, dªugo±¢ wektora e, czyli mimo±ród jest równa 1, a wi¦c

orbity prostoliniowe maj¡ mimo±ród e = 1.

Skoro zarówno orbity paraboliczne jak i prostoliniowe maj¡ e = 1, to jak od-
ró»ni¢ jedne od drugich ? Rozstrzygaj¡cym kryterium s¡ równania (3.26). Je±li
orbita ma h = 0, to jest niew¡tpliwie paraboliczna. W przeciwnym wypadku
e = 1 oznacza zdegenerowan¡ elips¦, gdy h < 0, lub zdegenerowan¡ hiperbol¦
gdy h > 0.

Anomalia prawdziwa f jako k¡t mi¦dzy wektorami e i r jest dla orbit prosto-
liniowych poprawnie okre±lona. Tyle tylko, »e ma ona warto±¢ staª¡, wynosz¡c¡
f = π i nie mo»na jej u»y¢ do parametryzacji ruchu poprzez r = r(f). Jak
wida¢, do poprawnego opisu wszystkich typów orbit potrzebny jest inny k¡t,
który wprowadzimy w dalszej cz¦±ci wykªadu.

3.3.6 Poªo»enie i pr¦dko±¢ jako funkcja anomalii prawdzi-
wej

Wykluczaj¡c z rozwa»a« orbity prostoliniowe, mo»emy ju» teraz poda¢ kilka za-
sadniczych wzorów opisuj¡cych poªo»enie i pr¦dko±¢ w zagadnieniu wzgl¦dnym
jako funkcje anomalii prawdziwej. W prowadzimy w tym celu tzw. perycen-
tryczny ukªad wspóªrz¦dnych Oξηζ, którego ±rodek O znajduje si¦ w masie m1,
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o± Oξ skierowana jest do perycentrum, o± Oζ pokrywa si¦ wektorem momentu
p¦du G, natomiast o± Oη uzupeªnia trójk¦ osi tak, aby powstaª prawoskr¦tny
ukªad kartezja«ski, to znaczy le»y w pªaszczy¹nie orbity, prostopadle do osi Oξ
i skierowana jest tak, »e ciaªo zaczynaj¡ce ruch w perycentrum ma pr¦dko±¢
η̇ > 0.

W ukªadzie perycentrycznym wspóªrz¦dna ζ i pr¦dko±¢ ζ̇ s¡ równe 0, wi¦c
zajmiemy si¦ tylko zmiennymi ξ i η. Rzutuj¡c promie« wodz¡cy r na osie ukªadu
otrzymujemy

ξ = r cos f,
η = r sin f,

(3.28)

gdzie odlegªo±¢ r dana jest wzorem (3.21).
Pr¦dko±¢ radialna i transwersalna jako funkcje anomalii prawdziwej otrzy-

mujemy dzi¦ki skalarnej caªce pól i wnioskowi z caªek Laplace'a: skoro kierunek
do perycentrum jest staªy, to mo»emy od niego mierzy¢ k¡t pozycyjny ϑ i uto»-
sami¢ go z anomali¡ prawdziw¡ f . Mamy wi¦c, w ±wietle (1.16),

vr = ṙ =
dr

df

df

dt
= − p

(1 + e cos f)2
(−e sin f)

[√
µ p

r2

]
,

gdzie wyraz w nawiasie kwadratowym to ḟ ze skalarnej caªki pól (3.4) poª¡czonej
z de�nicj¡ G dan¡ wzorem (3.20). A zatem, powracaj¡c do de�nicji (3.21) aby
pozby¢ si¦ wyrazów (1 + e cos f),

vr =
r2 e sin f

p

[√
µ p

r2

]
=

√
µ

p
e sin f.

Pr¦dko±¢ transwersaln¡ otrzymujemy bez trudu z caªki pól w postaci (3.6) i
de�nicji (3.20)

vt =

√
µ p

r
.

Tak wi¦c

vr =
√

µ
p e sin f,

vt =
√
µ p

r =
√

µ
p (1 + e cos f) .

(3.29)

Istnieje wiele sposobów otrzymania skªadowych ξ̇ i η̇ pr¦dko±ci. Podej±cie
bezpo±rednie wymaga jedynie zró»niczkowania wzgl¦dem czasu wzorów (3.28).

ξ̇ = ṙ cos f − r sin fḟ = vr cos f − vt sin f.

Podstawiaj¡c wzory (3.29) otrzymamy

ξ̇ =

√
µ

p
e sin f cos f −

√
µ

p
(1 + e cos f) sin f = −

√
µ

p
sin f.

W podobny sposób ró»niczkujemy η

η̇ = ṙ sin f+r cos fḟ = vr sin f+vt cos f =

√
µ

p
e sin2 f+

√
µ

p
(1 + e cos f) cos f,

21



i dalej

η̇ =

√
µ

p

[
cos f + e

(
sin2 f + cos2 f

)]
=

√
µ

p
(cos f + e) .

A zatem
ξ̇ = −

√
µ
p sin f,

η̇ =
√

µ
p (cos f + e) .

(3.30)

Mo»emy jeszcze poda¢ wzór dla caªkowitej pr¦dko±ci v =

√
ξ̇2 + η̇2. Po

elementarnych przeksztaªceniach otrzymujemy

v =

√
µ

p

√
1 + e2 + 2 e cos f. (3.31)

Wyprowadzone w tym rozdziale wzory wa»ne s¡ dla wszystkich orbit nie-
zdegenerowanych. Brakuje w nich istotnej wiadomo±ci o zale»no±ci anomalii
prawdziwej f od czasu t. Problem ten mo»na by rozwi¡za¢ drog¡ caªkowania
skalarnej caªki pól (3.4) z podstawieniem równania orbity (3.21)

df

dt
=

G

r2
=

√
µ

p3
(1 + e cos f)

2
,

ale taka caªka nie jest ªatwa do obliczenia, a poza tym wynik byªby nadal nie-
peªny, pozostawiaj¡c w¡tpliwo±ci na temat ruchu po orbitach zdegenerowanych.
Z tych powodów zastosujemy w nast¦pnym rodziale daleko bardziej eleganckie
i skuteczniejsze podej±cie.
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Rozdziaª 4

Ruch wzgl¦dny w

pªaszczy¹nie orbity

4.1 Orbity eliptyczne

4.1.1 Poªo»enie jako funkcja anomalii mimo±rodowej

Zajmijmy si¦ najpierw przypadkiem h < 0, w którym orbita ma posta¢ elipsy.
Jak wiemy z geometrii analitycznej, równanie kanoniczne elipsy w ukªadzie
O′XY , gdzie O′ jest ±rodkiem symetrii elipsy a osie X i Y pokrywaj¡ si¦ z
osiami symetrii, ma posta¢

X2

a2
+

Y 2

b2
= 1.

Symbole a i b oznaczaj¡ odpowiednio póªo± wielk¡ i póªo± maª¡ elipsy, przy
czym póªo± maªa zale»y od mimo±rodu e poprzez

b = a
√
1− e2. (4.1)

�atwo mo»na sprawdzi¢, »e równanie kanoniczne jest równowa»ne równaniom
parametrycznym

X = a cosE, Y = b sinE, (4.2)

gdzie parametr E ma charakter zmiennej k¡towej i zmienia si¦ w zakresie od
0 do 2π. Zauwa»my ju» teraz, »e równania (4.2) nie trac¡ sensu gdy e = 1 i
Y = 0. Nadal opisuj¡ wtedy zmiany zmiennej X od X = a do X = −a i dalej
do X = a.

Poniewa» rozpatrujemy zagadnienie w ukªadzie, którego ±rodkiem jest jedno
z ognisk elipsy, musimy przej±¢ z O′XY do nowego ukªadu Oξη. Przesuni¦cie
±rodka ukªadu do ogniska O, wymaga wprowadzenia poj¦cia odlegªo±ci ogni-
skowej

c = a e, (4.3)
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de�niowanej jako odlegªo±¢ ogniska elipsy od jej ±rodka symetrii. Równania
parametryczne w zmiennych ξ i η przyjmuj¡ posta¢

ξ = X − c, η = Y.

Podstawiaj¡c (4.3) otrzymujemy wzory na poªo»enie w zmiennych ξ i η

ξ = a (cosE − e),

η = a
√
1− e2 sinE = b sinE,

(4.4)

K¡t E, który parametryzuje te równania nosi nazw¦ anomalii mimo±rodowej.
A jak wygl¡da promie« wodz¡cy, czyli odlegªo±¢ mi¦dzy ciaªami wyra»ona

przy pomocy tej anomalii ? Z twierdzenia Pitagorasa

r2 = ξ2 + η2 = a2 (cosE − e)2 + a2 (1− e2) sin2 E =

= a2 (cos2 E − 2 e cosE + e2 + sin2 E − e2 sin2 E) =

= a2 (1− 2 e cosE + e2 cos2 E) = a2 (1− e cosE)2,

a zatem
r = a (1− e cosE). (4.5)

Zauwa»my, »e odlegªo±¢ jest ograniczon¡ funkcj¡ E oscyluj¡c¡ mi¦dzy minimum
r = a (1 − e) = q czyli odlegªo±ci¡ perycentrum dla E = 0, a maksymaln¡
warto±ci¡

Q = a (1 + e), (4.6)

osi¡gan¡ dla E = π i zwan¡ odlegªo±ci¡ apocentrum. Termin apocentrum

oznacza punkt na orbicie w którym odlegªo±¢ mi¦dzy ciaªami jest maksymalna
i ma warto±¢ sko«czon¡.

4.1.2 Zwi¡zek mi¦dzy f i E

Jak dot¡d otrzymali±my zestaw wzorów porównywalny z zawarto±ci¡ Rozdz. 3.3.6
wtym sensie, »e poªo»enie i pr¦dko±¢ na orbicie mamy uzale»nione od pewnego
k¡ta � anomalii prawdziwej lub mimo±rodowej. Wzory te s¡ równowa»ne i mo»na
ich u»y¢ do sformuªowania bezpo±redniego zwi¡zku mi¦dzy obiema anomaliami.
Zwi¡zek taki mo»na wyprowadzi¢ na przykªad poprzez przyrównanie wzorów
(3.28) i (4.4)

r cos f = a (cosE − e),

r sin f = a
√
1− e2 sinE.

(4.7)

Dziel¡c oba wzory stronami (drugi przez pierwszy) mo»na by ªatwo znale¹¢ tg f
jako funkcj¦ E, ale napotkamy wtedy tradycyjny problem wyboru odpowiedniej
¢wiartki k¡ta zale»nie od znaku funkcji sinus i cosinus, gdy»

−π

2
6 arc tg(tgf) 6 π

2
.

�wietnym lekarstwem na tego typu ograniczenia jest u»ywanie funkcji tangens
poªowy argumentu.
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tg
ϕ

2
=

1− cosϕ

sinϕ
=

sinϕ

1 + cosϕ
. (4.8)

Wybór postaci wzoru (4.8) jest dowolny � zazwyczaj staramy si¦ niedopu±ci¢ do
odejmowania bliskich liczb, co wyklucza u»ycie (1− cosϕ) w pobli»u ϕ = 0 oraz
(1 + cosϕ) w pobli»u ϕ = π.

Skorzystajmy z wzoru (4.8) dla anomalii prawdziwej f

tg
f

2
=

1− cos f

sin f
=

r − r cos f

r sin f
=

r − ξ

η
.

Dzi¦ki wykonanemu wy»ej pomno»eniu licznika i mianownika przez r mo»emy
wprowadzi¢ do prawej strony wzoru funkcje anomalii mimo±rodowej z równa«
(4.4) i (4.5).

tg
f

2
=

r − ξ

η
=

a (1− e cosE)− a (cosE − e)

a
√
1− e2 sinE

=
1 + e√

1− e
√
1 + e

1− cosE

sinE
.

Jak wida¢, pojawiª si¦ uªamek prowadz¡cy do tangensa poªowy anomalii mimo-
±rodowej i otrzymujemy poszukiwan¡ zale»no±¢

tg
f

2
=

√
1 + e

1− e
tg

E

2
. (4.9)

Z wró¢my uwag¦ na kilka wniosków z tego wzoru:

• Obie anomalie s¡ sobie równe w dwóch przypadkach: gdy f = E = 0 lub
gdy f = E = π

• Peªen obieg ciaªa po orbicie odpowiada przyrostowi f lub E o k¡t 2π.

• W zakresie −π 6 f 6 π mamy zawsze |f | > |E|.

4.1.3 Równanie Keplera i III prawo Keplera

Pr¦dko±¢ zmian anomalii mimo±rodowej

Poszukamy teraz odpowiedzi na pytanie jak zale»y pr¦dko±¢ zmian anomalii
mimo±rodowej od odlegªo±ci mi¦dzy ciaªami r. Poniewa» znamy ju» zwi¡zki
mi¦dzy anomaliami E i f , mo»emy uczyni¢ punktem wyj±cia

dE

dt
=

dE

df

df

dt
. (4.10)

Skalarna caªka pól (3.4) dostarcza nam informacji o pr¦dko±ci k¡towej ḟ

df

dt
=

G

r2
=

√
µ p

r2
=

√
µa (1− e2)

r2
. (4.11)

W kolejnych etapach przeksztaªce« tego wzoru skorzystali±my z de�nicji G =√
µp (3.20) oraz p = a(1− e2) (3.23).
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Je±li za± chodzi o drugi czynnik, to wystarczy poª¡czy¢ dwie de�nicje pro-
mienia wodz¡cego (3.21) i (4.5), gdy»

dE

df
=

dE

dr

dr

df
=

dr
df

dr
dE

. (4.12)

Ró»niczkowanie odpowiednich wzorów dla r prowadzi do

dr

df
=

d

df

[
p

1 + e cos f

]
=

−p

(1 + e cos f)2
(−e sin f) =

r2

p
e sin f, (4.13)

dr

dE
=

d [a(1− e cosE)]

dE
= a e sinE. (4.14)

A zatem, ª¡cz¡c (4.10), (4.11), (4.13) i (4.14), otrzymujemy

dE

dt
=

√
µa (1− e2)

r2
r2

p

e sin f

a e sinE
=

√
µ

a (1− e2)

sin f

a sinE
.

Z równa« (4.7) wiemy, »e

sin f =
a
√
1− e2 sinE

r
,

wi¦c
dE

dt
=

√
µ

a

1

r
,

czyli, ostatecznie,

Ė =
na

r
, (4.15)

gdzie symbol n, zwany ruchem ±rednim, oznacza

n =

√
µ

a3
. (4.16)

Wzór (4.16) wygl¡da na skromny produkt uboczny równania (4.15), ale wkrótce
przekonamy si¦, »e jest jednym z fundamentalnych twierdze« zagadnienia dwóch
ciaª.

Równanie Keplera i anomalia ±rednia

Prawa strona wzoru (4.15) zale»y od odlegªo±ci r, która jest znan¡ funkcj¡ ano-
malii mimo±rodowej E. Mo»emy wi¦c pokusi¢ si¦ o znalezienie jawnej zale»no±ci
E od czasu. Aby j¡ znale¹¢, posªu»ymy si¦ wzorami (4.15) i (4.5)

Ė =
na

r
=

n

1− e cosE
.

Jest to równanie ró»niczkowe dopuszczaj¡ce rozdzielenie zmiennych, czyli spro-
wadzenie do postaci, gdzie ka»da strona b¦dzie funkcj¡ jednej tylko zmiennej

(1− e cosE) dE = ndt.
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Caªkowanie tej równo±ci musimy przeprowadzi¢ w okre±lonych granicach � na
przykªad od momentu przej±cia przez perycentrum tp, kiedy E = 0, do dowol-
nego momentu t1, kiedy anomalia mimo±rodowa wynosi E1∫ E1

0

(1− e cosE) dE =

∫ t1

tp

ndt.

Obydwie caªki nale»¡ do elementarnych i sprowadzaj¡ si¦ do

[E − e sinE]
E1

0 = [n t]
t1
tp
,

czyli
E1 − e sinE1 = n (t1 − tp).

W powy»szym równaniu mo»emy opu±ci¢ indeks �1�, który wprowadzony zostaª
tylko po to, aby nie miesza¢ zmiennej pod caªk¡ z granic¡ caªkowania. Poza tym,
widzimy, »e prawa strona jest jakim± k¡tem, który ro±nie jednostajnie w miar¦
upªywu czasu. Ten pomocniczy k¡t oznaczymy przez M i nazwiemy anomali¡

±redni¡

M
def

= n (t− tp). (4.17)

Wprowadzaj¡c poj¦cie anomalii ±redniej otrzymujemy ostateczn¡ posta¢ zwi¡zku

M = E − e sinE, (4.18)

zwanego równaniem Keplera. Uwaga ! Równanie Keplera w postaci (4.18)
jest prawdziwe tylko wtedy, gdy wszystkie k¡ty mierzone s¡ w radianach.

Równanie Keplera z anomali¡ mimo±rodow¡ E jako niewiadom¡ jest rów-
naniem przest¦pnym i nie mo»na poda¢ ±cisªego wzoru na jego pierwiastek z
wyj¡tkiem kilku sytuacji szczególnych, takich jak podane w poni»szej tabeli

M E
0 0
π π

1
2 π − e 1

2 π
3
2 π + e 3

2 π

Ostanie dwa wiersze tabeli s¡ o tyle wa»ne, »e dotycz¡ sytuacji, w których
ró»nica E −M jest co do warto±ci bezwzgl¦dnej maksymalna

max |E −M | = e. (4.19)

Spo±ród metod przybli»onych którymi rozwi¡zujemy równanie Keplera, naj-
prostsza jest metoda iteracji prostych. Wybieramy jako pierwsze przybli»enie
E0 = M a nast¦pnie powtarzamy proces

Ej+1 = M + e sinEj , j = 0, 1, . . . (4.20)
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tak dªugo, a» kolejne dwie warto±ci Ej+1 i Ej b¦dziemy mogli uzna¢ za iden-
tyczne w ramach przyj¦tego progu dokªadno±ci. Proces ten jest zawsze zbie»ny
dla e < 1 i jest to zbie»no±¢ do wªa±ciwej granicy, bowiem w przedziale

0 6 M < 2π

ka»dej warto±ci anomalii ±redniej odpowiada jedna i tylko jedna warto±¢ ano-
malii mimo±rodowej w zakresie 0 6 E < 2π.

III prawo Keplera

Z równania Keplera (4.18) wynika, »e przyrost anomalii mimo±rodowej o k¡t
peªny odpowiada wzrostowi anomalii ±redniej o 2π. Poniewa» anomalia ±rednia
M jest liniow¡ funkcj¡ czasu, mo»emy uzna¢, »e ruch ±redni n jest ±redni¡
pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ dla ruchu eliptycznego, rozumian¡ jako n = 2π/T , gdzie
T jest okresem ruchu eliptycznego (przedziaª czasu mi¦dzy dwoma przej±ciami
przez ten sam punkt orbity).

We¹my kwadrat ruchu ±redniego i podstawmy do niego de�nicj¦ (4.16)

n2 =
4π2

T 2
=

µ

a3
.

Poniewa» µ = k2(m1 +m2), mamy

a3

T 2
=

k2 (m1 +m2)

4π2
. (4.21)

Jest to w istocie klasyczne sformuªowanie III prawa Keplera. Je±li zaniedbamy
masy planet w porównaniu z mas¡ sªo«ca m1, to stosunek sze±cianów póªosi
wielkich ich orbit a do kwadratów okresów obiegu T 2 b¦dzie dla wszystkich
planet równy tej samej staªej k2 m1/(4π

2). Nie tylko wyprowadzili±my wi¦c III
prawo Keplera, ale dodali±my mu gª¦bi ujawniaj¡c zaªo»enia niezb¦dne do jego
poprawno±ci i wi¡»¡c stosunek a3 : T 2 ze staª¡ Gaussa i mas¡ Sªo«ca. Poniewa»
poj¦cie ruchu ±redniego pojawi si¦ tak»e dla orbit, które nie s¡ okresowe, i
b¦dzie miaªo inn¡ interpretacj¦ �zyczn¡, uogólnionym III prawem Keplera

nazywamy zwi¡zek
n2 a3 = µ, (4.22)

bez odwoªywania si¦ do poj¦cia okresu obiegu.

4.1.4 Pr¦dko±¢ jako funkcja E

Aby znale¹¢ skªadowe pr¦dko±ci jako funkcje E, musimy u»y¢ pochodnej Ė,
zde�nowanej wzorem (4.15)

Ė =
na

r
.

Mo»emy wtedy wyznaczy¢, ró»niczkuj¡c wzory (4.4),

ξ̇ = Ė
dξ

dE
=

na

r
(−a sinE),

η̇ = Ė
dη

dE
=

na

r
a
√
1− e2 cosE.
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a wi¦c

ξ̇ = −na2

r
sinE = − na sinE

1− e cosE
,

η̇ =
na2

r

√
1− e2 cosE =

n b cosE

1− e cosE
. (4.23)

Skªadow¡ radialn¡ pr¦dko±ci otrzymujemy poprzez proste ró»niczkowanie od-
legªo±ci danej wzorem (4.5)

vr = ṙ = Ė
dr

dE
=

na

r
(a e sinE).

Skªadow¡ transwersaln¡ otrzymamy najªatwiej, gdy» wzoru

vt =

√
µ p

r
,

prawie nie trzeba przeksztaªca¢. Wystarczy wprowadzi¢ III prawo Keplera (4.22)
i de�nicj¦ p (3.23)

vt =

√
(n2 a3) a (1− e2)

r
=

na2

r

√
1− e2.

Wzory dla skªadowych vr i vt maj¡ wi¦c posta¢

vr =
na2

r
e sinE =

na e sinE

1− e cosE
,

vt =
na2

r

√
1− e2 =

n b

1− e cosE
. (4.24)

Caªkowita pr¦dko±¢ w ruchu po elipsie jest w takim razie zale»na od anomalii
mimo±rodowej poprzez

v = na

√
1 + e cosE

1− e cosE
. (4.25)

Wzór ten ªatwo otrzymujemy upraszczaj¡c v =

√
ξ̇2 + η̇2, albo v =

√
v2r + v2t ,

czy te» korzystaj¡c z caªki siªy »ywej v2 = 2(−µ/(2a) + µ/r).
Jak zinterpretowa¢ geometrycznie równania opisuj¡ce pr¦dko±¢ ? Je±li po-

traktowa¢ równania (4.23) jako równania parametryczne krzywej zwanej hodo-
grafem, to widzimy, »e w przypadku niezdegenerowanym zadaj¡ one okr¡g o
promieniu R = na√

1−e2
= na(a/b) i ±rodku w punkcie

(ξ̇, η̇) =

(
0,

n a e√
1− e2

)
.

Jest to jednak ªatwiejsze do zaobserwowania, je±li u»yjemy równa« (3.30), które
maj¡ jawn¡ posta¢ równa« parametrycznych okr¦gu z anomali¡ prawdziw¡ f
jako parametrem.
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4.1.5 Orbity koªowe i prostoliniowe

Na zako«czenie opisu ruchu po orbitach eliptycznych, musimy rozpatrzy¢ dwa
przypadki skrajne: e = 0 i e = 1. Zaczniemy od pierwszego z nich, czyli od tak
zwanych orbit koªowych.

Podstawowym problemem zwi¡zanym z opisem ruchu po orbicie koªowej jest
brak wyró»nionego perycentrum. Wystarczy jednak przyj¡¢ umownie dowolny
kierunek w pªaszczy¹nie orbity dla osi Oξ aby dora¹nie zaradzi¢ tej niedogod-
no±ci. Mamy wtedy

r = a = b = q = Q = p,

M = E = f, (4.26)

v = vt = na.

A zatem brak zmian odlegªo±ci prowadzi do ruchu ze staª¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡
zgodnie z II prawem Keplera.

Pami¦tamy, »e dla orbit zdegenerowanych z e = 1 nie mo»na posªugiwa¢
si¦ wzorami zale»¡cymi od anomalii prawdziwej f . Wielk¡ zalet¡ anomalii mi-
mo±rodowej jest to, »e wzory wyra»one przy jej u»yciu pozostaj¡ wa»ne nawet
dla orbit zdegenerowanych. Odlegªo±¢ r mi¦dzy ciaªami opisana jest wi¦c nadal
przez (4.5), czyli

r = a (1− cosE) = 2 a sin2
E

2
. (4.27)

Z �zycznego punktu widzenia jest to opis rzutu pionowego, w którym ciaªo
zaczyna ruch od rmin = q = 0 dla E = 0, wznosi si¦ na wysoko±c rmax =
Q = 2 a dla E = π i opada a» do osi¡gni¦cia r = 0 dla E = 2π. �ci±le rzecz
bior¡c, powinni±my jednak ograniczy¢ rozwa»ania do przedziaªu 0 < E < 2π, z
wykluczeniem warto±ci skrajnych. Powód tego ograniczenia stanie si¦ jasny gdy
dojdziemy do opisu pr¦dko±ci.

Bie»¡ce warto±ci anomalii mimo±rodowej E obliczmy z równania Keplera
(4.18)

M = E − sinE. (4.28)

Poniewa» e = 1 oznacza b = 0, ruch odbywa si¦ wzdªu» osi Oξ, co wida¢ tak»e
z równa« (4.4)

ξ = a (cosE − 1) = −r,
η = 0,

(4.29)

wi¦c orbita ma ksztaªt odcinka o dªugo±ci 2a, poªo»onego na ujemnej póªosi Oξ.
Hodograf orbity prostoliniowej przestaje mie¢ ksztaªt okr¦gu, gdy» w ±wietle

równa« (4.23) i (4.24)

ξ̇ = − na sinE

1− cosE
= −na ctg

E

2
= −vr,

η̇ = 0. (4.30)

30



Przypominaj¡c przebieg funkcji cotangens dochodzimy do wniosku, »e ξ̇ mo»e
przybiera¢ wszystkie warto±ci rzeczywiste, d¡»¡c do −∞ gdy E → 0 oraz do +∞
gdy E → 2π. Hodograf ma wi¦c posta¢ prostej le»¡cej na osi ξ̇. Niesko«czona
warto±¢ pr¦dko±ci ujawnia osobliwo±¢ kolizyjn¡.

4.2 Orbity hiperboliczne

4.2.1 Preludium: funkcje hiperboliczne

Rozpatruj¡c orbity hiperboliczne, b¦dziemy musieli posªugiwa¢ si¦ funkcjami

hiperbolicznymi, które nie wchodz¡ w zakres szkolnych kursów matematyki,
wi¦c wymagaj¡ osobnego wprowadzenia.

Sinus i cosinus hiperboliczny de�niujemy analogicznie do zwyczajnych funk-
cji trygonometrycznych. Je±li

cosx =
exp (i x) + exp (−i x)

2
, sinx =

exp (i x)− exp (−i x)

2 i
, (4.31)

to

coshx =
exp (x) + exp (−x)

2
, sinhx =

exp (x)− exp (−x)

2
, (4.32)

Z porównania tych wzorów wida¢, »e

cos ix = coshx, sin ix = i sinhx.

O ile funkcje sinus i cosinus byªy ograniczone, to ich hiperboliczne odpo-
wiedniki rosn¡ wykªadniczo i dla x ≫ 1 mamy

sinhx ≈ coshx ≈ expx

2
,

natomiast dla x ≪ −1

sinhx ≈ − coshx ≈ −expx

2
.

Wzór jedynkowy dla funkcji hiperbolicznych ma posta¢

cosh2 x− sinh2 x = 1. (4.33)

Podobnie jak dla funkcji trygonometrycznych wprowadza si¦

tghx
def

=
sinhx

coshx
, ctghx

def

=
coshx

sinhx
= (tghx)

−1
. (4.34)

Z de�nicji (4.32) i (4.34) mo»na wydedukowa¢ wiele wªasno±ci funkcji hiperbo-
licznych. Cz¦±¢ z nich podsumowana jest w poni»szej tabelce.
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funkcja F (x) F ′(x) parzysto±¢ lim
x→−∞

F (x) F(0) lim
x→∞

F (x)

sinhx coshx N −∞ 0 ∞
coshx sinhx P ∞ 1 ∞
tghx (coshx)−2 N −1 0 1
ctghx −(sinhx)−2 N −1 ±∞ 1

Warto tak»e wspomnie¢ o funkcjach odwrotnych, analogicznych do �arcus� ale
nazywanych �Area� i daj¡cych si¦ wyrazi¢ jawnie przy pomocy logarytmu natu-
ralnego.

Arsinhx = ln
(
x+

√
x2 + 1

)
,

Arcoshx = ln
(
x+

√
x2 − 1

)
, x > 1, (4.35)

Artghx = ln

√
1 + x

1− x
, −1 < x < 1.

Dla funkcji hiperbolicznych o argumencie b¦d¡cym sum¡ dwóch wielko±ci
obowi¡zuj¡ wzory

sinh (x+ y) = sinhx cosh y + coshx sinh y,

cosh (x+ y) = coshx cosh y + sinhx sinh y.

Drugi z nich ma znak plus w odró»nieniu od zwykªego cosinusa sumy katów.
W tej sytuacji tangens hiperboliczny poªowy argumentu ma nieco odmienn¡ od
(4.8) posta¢

tgh
x

2
=

coshx− 1

sinhx
=

sinhx

coshx+ 1
. (4.36)

4.2.2 Poªo»enie jako funkcja anomalii mimo±rodowej

Równanie kanoniczne hiperboli (h > 0, e > 1) w ukªadzie ±rodkowym O′XY
ró»ni si¦ od przypadku eliptycznego znakiem minus

X2

a2
− Y 2

b2
= 1.

Symbole, które dla elipsy oznaczaªy póªo± wielk¡ i póªo± maª¡, nosz¡ w przy-
padku hiperboli nazwy póªo± rzeczywista a i póªo± urojona

b = a
√
e2 − 1, (4.37)

Nie znaczy to, »e b jest liczb¡ urojon¡, lecz tylko tyle, »e gdyby utrzyma¢ w
mocy de�nicj¦ póªosi maªej elipsy b z równania (4.1), to przy e > 1 istotnie
otrzymaliby±my urojon¡ warto±c b. Zauwa»my przy okazji, »e je±li e >

√
2, to

b > a co dodatkowo uzasadnia niestosowno±¢ terminów �póªo± wielka� i �póªo±
maªa� w odniesieniu do hiperboli.
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Rysunek 4.1: Orbita hiperboliczna.

Równania parametryczne w ukªadzie ±rodkowym s¡ dwuznaczne, gdy» hi-
perbola posiada dwie gaª¦zie. A wi¦c, wprowadzaj¡c parametr E,

X = ±a coshE, Y = b sinhE. (4.38)

Wielko±¢ oznaczan¡ przez E nazwiemy anomali¡ mimo±rodow¡, ale w od-
ró»nieniu od przypadku eliptycznego, nie jest ona k¡tem i przebiega wszystkie
warto±ci rzeczywiste −∞ < E < ∞.

Aby przej±¢ do równania orbity hiperbolicznej, musimy wybra¢ jedn¡ gaª¡¹
krzywej, t¦ ze znakiem minus, i przesun¡¢ ±rodek ukªadu do jej ogniska. Tak jak
dla elipsy, odlegªo±¢ ogniskow¡, która sªu»y do tego przesuni¦cia, de�niujemy
wzorem (4.3), to znaczy c = ae. Tym razem jednak c > a, gdy» e > 1. Co
ciekawe, dla orbit hiperbolicznych

a2 + b2 = c2,

tak, jak w twierdzeniu Pitagorasa z odwiecznymi oznaczeniami boków trójk¡ta.
W ukªadzie ogniskowym Oξη

ξ = X + c, η = Y,

wi¦c równania parametryczne przyjmuj¡ posta¢

ξ = a (e− coshE),

η = a
√
e2 − 1 sinhE = b sinhE.

(4.39)
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Odlegªo±¢ mi¦dzy ciaªami r znajdziemy poprzez

r2 = ξ2 + η2 = a2(e− coshE)2 + a2(e2 − 1) sinh2 E =

= a2
(
e2 − 2 e coshE + cosh2 E + (e2 − 1) sinh2 E

)
.

Korzystaj¡c z wzoru jedynkowego dla funkcji hiperbolicznych, dochodzimy do

r2 = a2
(
e2 cosh2 E − 2 e coshE + 1

)
= a2 (e coshE − 1)

2
.

Zauwa»my, »e w odró»nieniu od funkcji trygonometrycznych coshE > 1, wi¦c
wyra»enie w nawiasie jest nieujemne i nie musimy zmienia¢ jego znaku, gdy
przechodzimy do

r = a (e coshE − 1). (4.40)

4.2.3 Anomalia prawdziwa w ruchu hiperbolicznym

Poszukajmy teraz zwi¡zku mi¦dzy anomali¡ mimo±rodow¡ E i prawdziw¡ f
analogicznego do (4.9). Skoro

r cos f = a (e− coshE),

r sin f = a
√
e2 − 1 sinhE,

(4.41)

to

tg
f

2
=

r − ξ

η
=

a (e coshE − 1)− a (e− coshE)

a
√
e2 − 1 sinhE

=
e+ 1√

e− 1
√
e+ 1

coshE − 1

sinhE
.

Przywoªuj¡c (4.36) dochodzimy do

tg
f

2
=

√
e+ 1

e− 1
tgh

E

2
. (4.42)

Podobie«stwo tego zwi¡zku do (4.9) jest powierzchowne i myl¡ce. Przypo-
mnijmy, »e tangens hiperboliczny jest funkcja ograniczon¡, d¡»¡c¡ asymptotycz-
nie do 1 lub −1. Je±li wi¦c E → ∞, to

lim
E→∞

tg
f

2
=

√
e+ 1

e− 1
,

a to oznacza, »e

fmax = 2arc tg

√
e+ 1

e− 1
. (4.43)

Z kolei dla E → −∞

lim
E→−∞

tg
f

2
= −

√
e+ 1

e− 1
,

a wi¦c

fmin = −2 arc tg

√
e+ 1

e− 1
= −fmax,

rozpatruj¡c anomali¦ prawdziw¡ w zakresie −π < f 6 π.
Widzimy wi¦c, »e anomalia prawdziwa w ruchu hiperbolicznym zmienia si¦

jedynie w zakresie wyznaczonym przez asymptoty hiperboli, przy czym fmax

jest zawsze k¡tem wi¦kszym ni» π
2 a mniejszym lub równym π.
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4.2.4 Równanie Keplera

Wyprowadzenie wzoru dla Ė dla orbity hiperbolicznej wygl¡da niemal iden-
tycznie jak przedstawione w Rozdziale 4.1.3. Dwie drobne ró»nice, to u»ycie
p = a(e2 − 1), oraz

dr

dE
=

d [a(e coshE − 1)]

dE
= a e sinhE, (4.44)

zamiast (4.14). Wynik wygl¡da jednak identycznie jak dla orbit eliptycznych,
to znaczy

Ė =
na

r
, (4.45)

gdzie ruch ±redni n de�niujemy nadal jako

n =

√
µ

a3
.

Uogólnione III prawo Keplera dla orbit hiperbolicznych ma wi¦c posta¢ n2a3 =
µ, cho¢ nie mo»emy juz wi¡za¢ n z okresem obiegu, bo ruch hiperboliczny nie
jest okresowy.

Aby otrzyma¢ jawn¡ zale»no±¢ anomalii mimo±rodowej od czasu, caªkujemy
równanie ró»niczkowe powstaj¡ce z (4.45) i (4.40)

Ė =
na

r
=

n

e coshE − 1
,

metod¡ rozdzielenia zmiennych

(e coshE − 1) dE = ndt.

Doln¡ granic¡ caªkowania jest moment przej±cia przez perycentrum tp, kiedy
E = 0, a górn¡ � dowolny moment t1, kiedy anomalia mimo±rodowa wynosi E1∫ E1

0

(e coshE − 1) dE =

∫ t1

tp

ndt.

Elementarne caªki prowadz¡ do

[e sinhE − E]
E1

0 = [n t]
t1
tp
,

czyli
e sinhE1 − E1 = n (t1 − tp).

Przypominaj¡c de�nicj¦ anomalii ±redniej (4.17) i opuszczaj¡c indeks �1� otrzy-
mujemy równanie Keplera dla orbit hiperbolicznych

M = e sinhE − E. (4.46)

Zauwa»my, »e mimo formalnego podobie«stwa de�nicji M = n (t− tp) do przy-
padku eliptycznego, ani anomalia ±rednia ani mimo±rodowa nie s¡ k¡tami.
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Równanie Keplera w przypadku hiperbolicznym jest równie» przest¦pne i
wymaga u»ycia metod przybli»onych w celu znalezienia E. Rozwi¡zuj¡c je me-
tod¡ iteracji prostych musimy jednak zmody�kowa¢ posta¢ (4.18) i iterowa¢
wzór

Ej+1 = Arsinh

(
M + Ej

e

)
, (4.47)

gdy» tylko w tej postaci uzyskamy zbie»no±¢ ci¡gu {Ej}. Niestety, zbie»no±¢
tego procesu jest bardzo kiepska dla warto±ci mimo±rodu niewiele wi¦kszych
od 1. Z tego wzgl¦du lepiej posªu»y¢ sie metod¡ Newtona, która prowadzi do
schematu

Ej+1 =
M + e (Ej coshEj − sinhEj)

e coshEj − 1
. (4.48)

4.2.5 Pr¦dko±¢ i hodograf

Skoro podobnie jak dla elipsy

Ė =
na

r
,

to pochodne zmiennych ξ i η wzgl¦dem czasu otrzymamy poprzez

ξ̇ = Ė
dξ

dE
=

na

r
(−a sinhE),

η̇ = Ė
dη

dE
=

na

r
a
√
e2 − 1 coshE.

a wi¦c

ξ̇ = −na2

r
sinhE = − na sinhE

e coshE − 1
,

η̇ =
na2

r

√
e2 − 1 coshE =

n b coshE

e coshE − 1
. (4.49)

Ró»niczkuj¡c (4.40) otrzymamy skªadow¡ radialn¡ pr¦dko±ci

vr = ṙ = Ė
dr

dE
=

na

r
(a e sinhE),

natomiast skªadow¡ transwersaln¡, podobnie jak dla orbit eliptycznych, z ogól-
nego wzoru

vt =

√
µ p

r
,

który tym razem przybiera posta¢

vt =

√
(n2 a3) a (e2 − 1)

r
=

na2

r

√
e2 − 1.

Wzory dla skªadowych vr i vt orbity hiperbolicznej maj¡ wi¦c posta¢

vr =
na2

r
e sinhE =

na e sinhE

e coshE − 1
,

vt =
na2

r

√
e2 − 1 =

n b

e coshE − 1
. (4.50)
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Caªkowita pr¦dko±¢ w ruchu po hiperboli jest w takim razie zale»na od ano-
malii mimo±rodowej poprzez

v = na

√
e coshE + 1

e coshE − 1
. (4.51)

Zauwa»my, »e gdy E → ±∞ to odlegªo±¢ r d¡»y do niesko«czono±ci

lim
E→±∞

r = lim
E→±∞

a (e coshE − 1) = ∞. (4.52)

Ale nawet w niesko«czono±ci caªkowita pr¦dko±¢ nie spada do zera

lim
E→±∞

v = na lim
E→±∞

√
e coshE + 1

e coshE − 1
= na lim

E→±∞

√
e+ cosh−1 E

e− cosh−1 E
= na.

A zatem jednym z parametrów ruchu po orbicie hiperbolicznej jest tzw. pr¦d-
ko±¢ w niesko«czono±ci

v∞ = na =

√
µ

a
. (4.53)

Poniewa» pr¦dko±¢ transwersalna w niesko«czono±ci d¡»y do zera, pr¦dko±¢ v∞
jest skierowana radialnie.

Dla niezdegenerowanych orbit hiperbolicznych hodograf ma nadal posta¢
okr¦gu, ale niepeªnego. Wi¡»e si¦ to z ograniczeniem zakresu anomalii praw-
dziwej f parametryzuj¡cej okr¡g. Na wykresie mo»na zauwa»y¢, »e odlegªo±¢
±rodka okr¦gu od pocz¡tku ukªadu ξ̇, η̇, równa e n a2/b, jest wi¦ksza ni» pro-
mie« okr¦gu na2/b i rzeczywiste zmiany pr¦dko±ci obejmuj¡ wycinek okr¦gu
ograniczony stycznymi poprowadzonymi ze ±rodka ukªadu.

4.2.6 Zdegenerowane orbity hiperboliczne

Orbity prostoliniowe e = 1

Je±li moment p¦du jest równy zero a staªa energii h jest dodatnia, to mamy do
czynienia ze zdegenerowanymi orbitami hiperbolicznymi o mimo±rodzie e = 1.
Tradycyjnie mo»emy wtedy korzysta¢ z wzorów zale»nych od anomalii mimo-
±rodowej. Dla poªo»e«

ξ = a (1− coshE) = −r,
η = 0.

(4.54)

A zatem orbita ma ksztaªt póªprostej, poªo»onej na lewej póªosi ξ z wyklucze-
niem ξ = 0 jako punktu odpowiadaj¡cego kolizji. Dla pr¦dko±ci

ξ̇ = − na sinhE

coshE − 1
= −vr,

η̇ = vt = 0. (4.55)
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Hodograf ma wi¦c posta¢ dwóch póªprostych |ξ̇| > na = v∞, z wewn¦trznymi
punktami odpowiadaj¡cymi niesko«czonej odlegªo±ci. Równanie Keplera ma
posta¢

M = sinhE − E, (4.56)

i rozwi¡zujemy je podobnie jak dla orbit niezdegenerowanych.

Orbity prostoliniowe e → ∞

Istnieje tak»e druga mo»liwo±¢ degeneracji orbity hiperbolicznej: gdy e → ∞,
orbita przybiera posta¢ prostej prostopadªej do wektora Laplace'a. Wymaga
to niesko«czonej pr¦dko±ci, wi¦c nie b¦dziemy po±wi¦ca¢ wi¦cej uwagi temu
przypadkowi. Warto jednak o nim wiedzie¢, gdy» czasem orbity o bardzo du»ym
mimo±rodzie przybli»a si¦ odcinkiem prostej � na przykªad przy opisie przej±cia
gwiazd w pobli»u Sªo«ca.

4.3 Orbity paraboliczne

4.3.1 Poªo»enie i odlegªo±¢

Orbitom parabolicznym po±wi¦cimy nieco mniej uwagi i wykluczymy przypadek
orbit zdegenerowanych. Je±li wi¦c p ̸= 0, to nie trzeba wprowadza¢ anomalii
mimo±rodowej. Zamiast tego posªu»ymy si¦ pomocnicz¡ zmienn¡

D = tg
f

2
. (4.57)

Przy jej pomocy mo»emy przedstawi¢ szczególny przypadek wzoru (3.21) z mi-
mo±rodem e = 1 oraz p = 2q, jako

r =
p

1 + cos f
=

p

2 cos2 (f/2)
= q

(
1 +D2

)
. (4.58)

Wspóªrz¦dne kartezja«skie wyra»one przy pomocy D przybieraj¡ posta¢

ξ = r cos f = q
(
1−D2

)
,

η = r sin f = 2 q D.
(4.59)

Równania (4.59) de�niuj¡ parabol¦

ξ = − 1

4 q
η2 + q, (4.60)

z osi¡ symetrii ξ i gaª¦ziami skierowanymi w lewo. Odwracaj¡c rozumowanie
mo»na stwierdzi¢, »e orbit¡ zagadnienia dwóch ciaª nie mo»e by¢ ka»da parabola
a tylko taka, która jest symetryczna wzgl¦dem osi ξ i ma wyró»nik ∆ = 1. Tylko
wtedy ognisko wypadnie w ±rodku ukªadu wspóªrz¦dnych.

38



Rysunek 4.2: Rodzina orbit parabolicznych z ró»nymi warto±ciami q.

4.3.2 Równanie Barkera

Zale»no±¢ zmiennej D od czasu mo»na znale¹¢ bez trudu. Zacznijmy zró»nicz-
kowania de�ncji (4.57)

Ḋ =
ḟ

2 cos2 (f/2)
=

r

p
ḟ . (4.61)

Z drugiej strony, pochodna f speªnia skalarn¡ caªk¦ pól (4.11)

ḟ =

√
µp

r2
.

A zatem, ª¡cz¡c oba wzory

Ḋ =

√
µ

p
r−1 =

√
µ

p3
p

r
.

Wprowad¹my teraz ruch ±redni poprzez III prawo Keplera dla ruchu para-
bolicznego

n2 p3 = µ, (4.62)

oraz dokonajmy rozdzielenia zmiennych w powstaªym równaniu

dD

dt
=

2n

1 +D2
. (4.63)

Zwi¡zek
1

2

(
1 +D2

)
dD = ndt,

wycaªkujemy w granicach od momentu przej±cia przez perycentrum tp, gdy
D = 0, do bie»¡cej epoki t1, której odpowiada warto±¢ D1

1

2

∫ D1

0

(
1 +D2

)
dD =

∫ t1

tp

ndt,

co prowadzi do prostego równania algebraicznego

D3

6
+

D

2
= n (t− tp). (4.64)
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Jest to równanie Barkera b¦d¡ce parabolicznym odpowiednikiem równania
Keplera. W odró»nieniu od równania Keplera, (4.64) jest równaniem algebra-
icznym trzeciego stopnia i posiada ±cisªe rozwi¡zanie. Aby znale¹¢ D (a wi¦c i
f) obliczamy najpierw anomali¦ ±redni¡ M (która nie jest k¡tem !), a nast¦pnie
pomocnicz¡ wielko±¢ σ

M = n (t− tp), (4.65)

σ =
(√

1 + 9M2 − 3M
) 1

3

, (4.66)

po czym

D =
1− σ2

σ
. (4.67)

4.3.3 Pr¦dko±¢ w ruchu parabolicznym

Ró»niczkuj¡c wzory (4.59) wzgl¦dem anomalii mimo±rodowej D a nast¦pnie
uwzgl¦dniaj¡c Ḋ = n p/r z równania (4.63), otrzymujemy skªadowe pr¦dko±ci

ξ̇ = −n p2

r
D = −4n q

D

1 +D2
,

η̇ =
n p2

r
= 4n q

1

1 +D2
. (4.68)

Ciekaw¡ wªasno±ci¡ ruchu parabolicznego jest

vr = −ξ̇, vt = η̇, (4.69)

co ªatwo mo»na sprawdzi¢ albo poprzez bezpo±rednie ró»niczkowanie wzoru
(4.58), albo podstawiaj¡c e = 1 do równa« (3.29) i (3.30).

Pr¦dko±¢ caªkowita v =

√
ξ̇2 + η̇2 wynosi

v =
2n p√
1 +D2

=

√
2µ

r
. (4.70)

Druga cz¦±¢ tego wzoru znana jest jako de�nicja tzw. drugiej pr¦dko±ci ko-
smicznej, znanej tak»e jako pr¦dko±¢ ucieczki lub pr¦dko±¢ paraboliczna. Jest
to minimalna pr¦dko±¢ jak¡ nale»y nada¢ ciaªu w odlegªo±ci r od drugiej masy,
aby mogªo ono oddali¢ si¦ w niesko«czono±¢. Inne orbity otwarte (orbity hiper-
boliczne) maj¡ wi¦ksz¡ warto±¢ staªej energii h > 0 a wi¦c posiadaj¡ wi¦ksz¡
ni» (4.70) pr¦dko±¢ w tej samej odlegªo±ci r ni» paraboliczna orbita z h = 0.

Hodograf orbity parabolicznej ma przej±ciow¡ mi¦dzy ruchem eliptycznym a
hiperbolicznym posta¢ okr¦gu bez punktu ξ̇ = η̇ = 0 wymagaj¡cego D = ±∞.

W ten sposób zako«czyli±my analiz¦ wszystkich mo»liwych typów ruchu w pªasz-
czy¹nie orbity wzgl¦dnego zagadnienia dwóch ciaª, z pomini¦ciem przypadku
zdegenerowanych, prostoliniowych orbit parabolicznych.
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Rozdziaª 5

Przestrzenne zagadnienie

wzgl¦dne

W poprzednim rozdziale rozpatrywali±my ruch wzgl¦dny dwóch ciaª w pªasz-
czy¹nie ζ = 0 ukªadu wspóªrz¦dnych perycentrycznych Oξηζ. Mo»liwe to byªo
dzi¦ki dzi¦ki istnieniu caªek pól prowadz¡cych do wniosku, »e orbita jest albo
krzyw¡ pªask¡ albo le»y na prostej. Obecnie zajmiemy si¦ opisem ruchu w karte-
zja«skim ukªadzie Oxyz, którego ±rodek znajduje si¦ w punkcie materialnymm1

� tak, jak w ukªadzie Oξηζ � ale osie mog¡ mie¢ dowolnie wybran¡ orientacj¦.
Ukªad Oxyz nazywa¢ b¦dziemy krótko �ukªadem dowolnym�.

5.1 Caªki ruchu zagadnienia wzgl¦dnego w do-
wolnym ukªadzie wspóªrz¦dnych

Równania ruchu zagadnienia wzgl¦dnego maj¡ w ukªadzie dowolnym posta¢
(2.16) czyli po rozpisaniu na wspóªrz¦dne

ẍ = −µx

r3
,

ÿ = −µ y

r3
, (5.1)

z̈ = −µ z

r3
,

gdzie r =
√
x2 + y2 + z2, natomiast µ = k2(m1 +m2).

O ksztaªcie i orientacji przestrzennej orbity decyduj¡ warto±ci siedmiu sta-
ªych ruchu h, G = (G1, G2, G3)

T i e = (e1, e2, e3)
T, które poznali±my w Roz-

dziale 3. Warto±ci te wyliczamy z nast¦puj¡cych caªek ruchu:

1. Caªka siªy »ywej (energii) dana równaniem (3.2)

h =
1

2

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
− µ

r
. (5.2)
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2. Caªki pól (momentu p¦du) dane równaniami (3.3)

G1 = y ż − z ẏ,

G2 = z ẋ− x ż, (5.3)

G3 = x ẏ − y ẋ.

3. Caªki Laplace'a (3.14)

e1 =
1

µ
(ẏ G3 − ż G2)−

x

r
,

e2 =
1

µ
(ż G1 − ẋ G3)−

y

r
, (5.4)

e3 =
1

µ
(ẋ G2 − ẏ G1)−

z

r
,

Przypomnijmy, »e wektor momentu p¦du G jest normalny do pªaszczyzny or-
bity, wi¦c jego wspóªrz¦dne G1, G2 i G3 mog¡ posªu»y¢ do okre±lenia poªo»enia
pªaszczyzny Oξη w ukªadzie dowolnym. Wi¡»e si¦ z nim poj¦cie linii w¦zªów.
Je±li orbita niezdegenerowana przecina pªaszczyzn¦ podstawow¡ Oxy w jed-
nym lub w dwóch punktach, to punkty te nazywamy w¦zªami orbity. Je±li w
danym w¦¹le pr¦dko±¢ ż > 0, to w¦z¦ª nazywamy wst¦puj¡cym, a je±li ż < 0,
to mówimy o w¦¹le zst¦puj¡cym. Orbity zamkni¦te maj¡ zawsze dwa w¦zªy,
natomiast orbity otwarte mog¡ mie¢ jeden lub dwa w¦zªy � zale»nie od orienta-
cji wzgl¦dem pªaszczyzny podstawowej. Prost¡ przechodz¡c¡ przez co najmniej
jeden z w¦zªów i ±rodek O ukªadu wspóªrz¦dnych nazywamy lini¡ w¦zªów. Je-
±li istniej¡ dwa w¦zªy, to linia w¦zªów przechodzi przez oba w¦zªy i ±rodek O.
Inaczej mo»na zde�niowa¢ lini¦ w¦zªów jako prost¡ wyznaczon¡ przez przeci¦cie
pªaszczyzny normalnej do G (pªaszczyzny orbity) i pªaszczyzny podstawowej
Oxy. Z oczywistych wzgl¦dów linia w¦zªów nie istnieje gdy G = (0, 0, G3)

T,
czyli gdy pªaszczyzna orbity pokrywa si¦ z pªaszczyzn¡ podstawow¡. Wektor
skierowany do w¦zªa wst¦puj¡cego mo»emy otrzyma¢ poprzez iloczyn wektorowy

m = ẑ × Ĝ. (5.5)

Mimo, »e u»yli±my dwóch wersorów, wektor m nie jest jednostkowy (z wyj¡t-
kiem sytuacji, gdy ẑ⊥Ĝ). U»ycie Ĝ ma nam przypomina¢, »e wektor ten nie
istnieje gdy G = 0. Natomiast dla ẑ ∥ Ĝ mamy m = 0, wi¦c nie pokazuje on
»adnego kierunku.

Wektor Laplace'a e wskazuje poªo»enie osi Oξ w przestrzeni. Wi¡»e si¦ z nim
poj¦cie linii apsyd czyli prostej przechodz¡cej przez ognisko O i perycentrum
orbity niezdegenerowanej. Je±li mamy do czynienia z orbit¡ eliptyczn¡, to na
linii apsyd le»y tak»e apocentrum. Krótko mówi¡c: linia apsyd to prosta na
której le»y wektor Laplace'a e i z caªek Laplace'a wynika, »e ma ona trwaª¡
orientacj¦ w przestrzeni. Linia apsyd nie istnieje gdy e = 0.
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5.2 Macierz orientacji w uj¦ciu wektorowym

Wektory e i G mog¡ posªu»y¢ do zde�niowania transformacji z ukªadu dowol-
nego do perycentrycznego. Poniewa» znamy ju» wzory na wspóªrz¦dne wektorów
poªo»enia i pr¦dko±ci w ukªadzie perycentrycznym, musimy teraz zmierzy¢ si¦ z
problemem transformacji wspóªrz¦dnych wektora przy zmianie bazy.

Zacznijmy od okre±lenia wersorów ukªadu perycentrycznego. O± Oξ skiero-
wana jest do perycentrum czyli wzdªu» wektora Laplace'a; mo»emy wi¦c przyj¡¢
ξ̂ = ê. O± Oζ skierowana jest wzdªu» wektora momentu p¦du G, czyli ζ̂ = Ĝ.
Ukªad jest ortogonalny i prawoskr¦tny, wi¦c wersor osi Oη mo»emy otrzyma¢
poprzez iloczyn wektrowy dwóch pozostaªych: η̂ = ζ̂ × ξ̂. Dla ekonomii zapisu,
wprowadzimy pomocniczy wektor, zwany czasem wektorem Hamiltona,

B = G× e. (5.6)

On te» jest caªk¡ ruchu, ale w peªni zale»n¡ od pozostaªych. Wykorzystamy
go jedynie do uzupeªnienia zwi¡zku mi¦dzy caªkami ruchu a wersorami ukªadu
perycentrycznego:

ξ̂ = e−1 e = ê, η̂ = B−1 B = B̂ ζ̂ = G−1 G = Ĝ. (5.7)

Wersory ukªadu dowolnego oznaczymy odpowiednio przez x̂, ŷ oraz ẑ.

Ten sam wektor poªo»enia r mo»na przedstawi¢ w dwóch bazach jako

r = ξ ξ̂ + η η̂ + ζ ζ̂, (5.8)

r = x x̂+ y ŷ + z ẑ. (5.9)

Wspóªrz¦dne (zwane tak»e skªadowymi) wektora w danej bazie otrzymujemy
poprzez rzuty na odpowiednie wersory. W naszym przypadku

ξ = r · ξ̂, η = r · η̂, ζ = r · ζ̂, (5.10)

oraz
x = r · x̂, y = r · ŷ, z = r · ẑ. (5.11)

Je±li chcemy znale¹¢ zwi¡zek mi¦dzy wspóªrz¦dnymi w obu bazach, to powinni-
±my zastosowa¢ wzór (5.11) u»ywaj¡c wektora r w postaci (5.8) albo na odwrót
� poª¡czy¢ wzory (5.10) i (5.9). Rozpatrzymy wariant pierwszy, co prowadzi do

x = r · x̂ =
(
ξ ξ̂ + η η̂ + ζ ζ̂

)
· x̂ = (ξ̂ · x̂) ξ + (η̂ · x̂) η + (ζ̂ · x̂) ζ,

y = r · ŷ =
(
ξ ξ̂ + η η̂ + ζ ζ̂

)
· ŷ = (ξ̂ · ŷ) ξ + (η̂ · ŷ) η + (ζ̂ · ŷ) ζ,

z = r · ẑ =
(
ξ ξ̂ + η η̂ + ζ ζ̂

)
· ẑ = (ξ̂ · ẑ) ξ + (η̂ · ẑ) η + (ζ̂ · ẑ) ζ.

43



Powy»szy ukªad równa« mo»na zapisa¢ w postaci macierzowej x
y
z

 =

 ξ̂ · x̂ η̂ · x̂ ζ̂ · x̂
ξ̂ · ŷ η̂ · ŷ ζ̂ · ŷ
ξ̂ · ẑ η̂ · ẑ ζ̂ · ẑ

 ξ
η
ζ

 (5.12)

Od tego momentu b¦dziemy u»ywa¢ rachunku wektorowego we wspóªrz¦dnych.
Rachunek wektorowy w formie czystej polega na stosowaniu równa« wa»nych w
dowolnej bazie. W rachunku wspóªrz¦dnych operujemy w konkretnej bazie. Z
tego powodu musimy stosowa¢ dwa ró»ne symbole dla tego samego wektora r:

rxyz =

 x
y
z

 , rξηζ =

 ξ
η
ζ

 , (5.13)

dla wektorów z lewej i prawej strony równania (5.12). W tym zapisie, równanie
(5.12) przyjmuje zwart¡ posta¢

rxyz = Nrξηζ . (5.14)

Macierz kwadratowa N nosi nazw¦ macierzy przeksztaªcenia pasywnego (pa-
sywnego, bo wektor jest tam gdzie byª, tylko zmieniªa si¦ baza). Nazywana jest
tak»emacierz¡ orientacji ukªadu Oξηζ. Je±li przyjrzymy si¦ dokªadnie jej po-
staci w równaniu (5.12), to zauwa»ymy, »e pierwsza kolumna N jest to wersor
ξ̂ = ê wyra»ony w bazie (x̂, ŷ, ẑ) czyli, przez analogi¦ z (5.13), êxyz. Podob-
nie jest z drug¡ i trzeci¡ kolumn¡, które odpowiadaj¡ wersorom B̂xyz i Ĝxyz.
Pozwala to zapisa¢ macierz przeksztaªcenia w postaci blokowej Przyjmuj¡c

N =
(
ê | B̂ | Ĝ

)
xyz

. (5.15)

Wystarczy wi¦c, »e wyliczymy w dowolnym ukªadzie wspóªrz¦dnych wektory
Laplace'a i momentu p¦du (a z nich wektor Hamiltona), by móc poda¢ wszystkie
elementy macierzy orientacji N. Dla pewno±ci wypiszmy jawnie elementy tej
macierzy

N =


e1
e

G2e3−G3e2
Ge

G1

G
e2
e

G3e1−G1e3
Ge

G2

G
e3
e

G1e2−G2e1
Ge

G3

G

 . (5.16)

Poniewa» wszystkie wektory tworz¡ce kolumny s¡ staªymi ruchu, to tak»e
macierz orientacji jest staªa i ró»niczkuj¡c (5.14) wzgl¦dem czasu otrzymujemy
wzory dla przeksztaªcenia wektora pr¦dko±ci

vxyz = Nvξηζ . (5.17)

Musimy jeszcze zaj¡¢ si¦ transformacj¡ odwrotn¡

rξηζ = Mrxyz, (5.18)
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oraz
vξηζ = Mvxyz. (5.19)

Jak wiemy z algebry liniowej, transformacji odwrotnej do (5.14) powinna odpo-
wiada¢ macierz odwrotna do N, czyli M = N−1. Odwracanie macierzy nie jest
w ogólno±ci zabiegem bªyskawicznym, ale w tym szczególnym wypadku daje
si¦ przeprowadzi¢ bez trudu. Zauwa»my, »e iloczyny skalarne dwóch ró»nych
kolumn macierzy N daj¡ zero

ê ·B = ê · Ĝ = B̂ · Ĝ = 0,

natomiast kwadraty kolumn maj¡ warto±¢ 1

ê · ê = B̂ · B̂ = Ĝ · Ĝ = 1,

To znaczy, »e macierz orientacji N jest macierz¡ ortogonaln¡, a wi¦c jej odwrot-
no±¢ równa jest transpozycji

M = N−1 = NT =


êT

B̂T

ĜT


xyz

. (5.20)

Przedstawiona posta¢ wektorowa macierzy orientacji jest wygodna obliczeniowo
i uniwersalna. Jedyne dwa ograniczenia dla jej stosowalno±ci to e = 0 lub G = 0,
gdy» wtedy nie mo»na wyznaczy¢ wersorów ê lub Ĝ.

5.3 Opis macierzy orientacji przy pomocy k¡tów
Eulera

Ukªady Oxyz i Oξηζ maj¡ wspólny ±rodek, jednakow¡ skr¦tno±¢, obydwa s¡
ortogonalne i u»ywamy w nich jednakowej jednostki odlegªo±ci. Oznacza to, »e
przeksztaªcenie dowolnego wektora z bazy (ξ̂, η̂, ζ̂) do (x̂, ŷ, ẑ) sprowadza si¦ do
obrotu wokóª ±rodka O. Macierz orientacji N jest wi¦c macierz¡ obrotu.

Mimo prostoty i elegancji, wyra»enie macierzy obrotu przy pomocy zada-
nych wersorów posiada tak»e pewne wady. Zauwa»my na przykªad pewn¡ �roz-
rzutno±¢�. Macierz kwadratow¡ trzeciego stopnia okre±la jej 9 elementów. W
naszym wypadku macierz jest ortogonalna, wi¦c jedn¡ kolumn¦ (na przykªad
wersor B) mo»emy otrzyma¢ poprzez iloczyn wektorowy pozostaªych dwóch,
co redukuje liczb¦ niezale»nych elementów do sze±ciu. Te dwie kolumny musz¡
by¢ ortogonalne i ka»da z nich musi mie¢ norm¦ (dªugo±¢) równ¡ 1, co daje
trzy zwi¡zki w postaci iloczynów skalarnych. Jak wida¢, do okre±lenia macierzy
ortogonalnej powinny wystarczy¢ trzy elementy z dziewi¦ciu. Zamiast zadawa¢
trzy wybrane elementy macierzy obrotu i z nich wylicza¢ reszt¦, o wiele lepiej
jest wyrazi¢ wszystkie elementy przy pomocy trzech parametrów zwanych k¡-

tami Eulera. Dowolny obrót mo»na przedstawi¢ jako zªo»enie trzech kolejnych
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obrotów wokóª osi ukªadu wspóªrz¦dnych, za± k¡ty Eulera to k¡ty obrotu wokóª
kolejnych osi. Nale»y jednak zachowa¢ ostro»no±¢ i nie myli¢ obrotu aktywnego
(obrót wektora) z obrotem pasywnym (obrót ukªadu wspóªrz¦dnych).

5.3.1 Obrót aktywny i pasywny

Obrót aktywny wokóª osi ukªadu wspóªrz¦dnych realizujemy przy pomocy ma-

cierzy obrotu aktywnego

R̄1(φ) =

 1 0 0
0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ

 , (5.21)

R̄2(φ) =

 cosφ 0 sinφ
0 1 0

− sinφ 0 cosφ

 , (5.22)

R̄3(φ) =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 1

 , (5.23)

gdzie k¡t obrotu φ mierzony jest prawoskr¦tnie. Dokªadniej mówi¡c, w zakresie
0 < φ < π, iloczyn wektorowy (wektor przed obrotem) × (wektor obrócony)
musi by¢ skierowany zgodnie z wersorem osi obrotu. Zauwa»my, »e dla ka»dej z
tych macierzy

R̄i(−φ) = R̄T
i (φ) = R̄−1

i (φ).

Przykªadem obrotu aktywnego niech b¦dzie ruch orbitalny w ukªadzie pery-
centrycznym. W epoce tp wersor poªo»enia ciaªa r̂ skierowany jest do perycen-
trum (anomalia prawdziwa wynosi 0). W epoce t′ jego poªo»enie r̂′ zadane jest
anomali¡ prawdziw¡ f i mamy do czynienia z ruchem jako obrotem aktywnym
wokóª osi Oζ. A zatem, w bazie orbitalnej perycentrycznej

r̂′ξηζ = R̄3(f)r̂ξηζ , (5.24)

gdzie r̂ξηζ = ξ̂ξηζ = (1, 0, 0)T zgodnie z przyj¦tym zaªo»eniem (epoka tp). W
porównaniu z przeksztaªceniem pasywnym (5.14), mamy oba wektory � po lewej
i po prawej � wyra»one tej samej bazie (dolna etykieta jest jednakowa: ξηζ).
Natomiast s¡ to dwa ró»ne wektory, st¡d dodany �prim�. Mo»emy sprawdzi¢, »e
rzeczywi±cie

1

r′

 ξ′

η′

ζ ′

 =

 cos f − sin f 0
sin f cos f 0
0 0 1

 1
0
0

 =

 cos f
sin f
0


Obrót pasywny wektora przedstawia sie inaczej. Wybieramy jedn¡ z osi

ukªadu wspóªrz¦dnych (na przykªad Oζ z wersorem ζ̂ i obracamy aktywnie o
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k¡t φ wokóª niej pozostaªe dwie osie (Oξ i Oη z wersorami ξ̂ i η̂). W ten sposób
powstaje nowy ukªad Oξ′η′ζ ′ z wersorami bazowymi

ξ̂
′
ξηζ = R̄3(φ)ξ̂ξηζ , η̂′

ξηζ = R̄3(φ)η̂ξηζ , ζ̂
′
ξηζ = R̄3(φ)ζ̂ξηζ = ζ̂ξηζ .

Ale z punktu widzenia obserwatora zwi¡zanego z ukªadem primowanym, to wer-
sory ξ̂, η̂, które wcze±niej pokrywaªy si¦ z primowanymi, obróciªy sie w strone
przeciwn¡:

ξ̂ξ′η′ζ′ = R̄3(−φ)ξ̂
′
ξ′η′ζ′ , η̂ξ′η′ζ′ = R̄3(−φ)η̂′

ξ′η′ζ′ .

Wektor
rξηζ = (ξ, η, ζ)T,

ma w ukªadzie Oξ′η′ζ ′ wspóªrz¦dne

rξ′η′ζ′ = (ξ′, η′, ζ ′)
T
,

takie, jakby wykonano na nim obrót o k¡t −φ, to znaczy

rξ′η′ζ′ = R̄3(−φ)rξηζ .

Mówimy, »e w wyniku aktywnego obrotu ukªadu o k¡t φ wektor r doznaª obrotu
pasywnego o k¡t φ (czyli pozornego obrotu aktywnego o k¡t −φ). Przy takiej
terminologii, wprowadzamy macierze obrotu pasywnego

Ri(φ) = R̄i(−φ).

Obrotom pasywnym wokóª osi ukªadu wspóªrz¦dnych odpowiadaj¡ podstawowe
macierze

R1(φ) =

 1 0 0
0 cosφ sinφ
0 − sinφ cosφ

 , (5.25)

R2(φ) =

 cosφ 0 − sinφ
0 1 0

sinφ 0 cosφ

 , (5.26)

R3(φ) =

 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 1

 , (5.27)

gdzie φ jest k¡tem aktywnego obrotu ukªadu wspóªrz¦dnych, który powoduje
obrót pasywny wektora. Tego wªa±nie obrotu aktywnego dotyczy reguªa dodat-
niego kierunku zmian k¡ta φ w macierzach pasywnych Ri(φ).

Podobnie jak dla macierzy obrotu aktywnego, mamy

R−1
i (φ) = Ri(−φ) = RT

i (φ).

Warto tak»e zauwa»y¢, »e macierz obrotu o k¡t zerowy jest macierz¡ jednost-
kow¡ trzeciego stopnia

Ri(0) = R̄i(0) = I3, (5.28)
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oraz »e iloczyn dwóch macierzy tego samego typu prowadzi do

Ri(φ1)Ri(φ2) = Ri(φ1 + φ2). (5.29)

Pamietajmy tak»e, »e je±li i ̸= j, to

Ri(φ1)Rj(φ2) ̸= Rj(φ2)Ri(φ1).

Obydwa powy»sze wzory obowi¡zuj¡ tak»e dla macierzy obrotu aktywnego.
Podsumujmy: Mamy dwa ukªady wspóªrz¦dnych Oxyz i Ox′y′z′ takie, »e

obrót aktywny wersorów x̂, ŷ, ẑ o k¡t φ przeprowadza je w wersory x̂′, ŷ′, ẑ′,
czyli x̂′

xyz = R̄j(φ)x̂xyz i podobnie dla pozostaªych. Je±li znamy wspóªrz¦dne
wektora r w ukªadzie Oxyz, czyli rxyz, a chcemy znale¹¢ wspóªrz¦dne r w
ukªadzie Ox′y′z′, czyli rx′y′z′ , to stosujemy wzór dla obrotu pasywnego

rx′y′z′ = Rj(φ) rxyz. (5.30)

Jak ju» wspomnieli±my wcze±niej, dowolny obrót w przestrzeni (aktywny
lub pasywny) mo»na przedstawi¢ jako zªo»enie obrotów wokóª trzech osi ukªadu
wspóªrz¦dnych (dodajmy, »e co najmniej dwie z nich musz¡ by¢ ró»ne). Stwarza
to wiele mo»liwo±ci. Najpopularniejsza w astronomii prowadzi do k¡tów Eulera
typu 3-1-3: najpierw obrót wokóª osi �trzeciej� (np. Oz), nast¦pnie wokóª osi
�pierwszej� i znowu wokóª osi �trzeciej�.

Skªadaj¡c obroty musimy uwa»a¢ na specy�k¦ obrotu aktywnego i pasyw-
nego i na to, co si¦ kryje za kolejnymi iloczynami. Wykonuj¡c kilka kolejnych
obrotów aktywnych przy u»yciu macierzy R̄j , obracamy wektor caªy czas wokóª
osi tego samego ukªadu wspóªrz¦dnych. Obrót pasywny wymaga innej interpre-
tacji: wynik pierwszego obrotu to wspóªrz¦dne w nowej bazie, wi¦c kolejny obrót
nast¡pi wokóª jednej z osi nowego ukªadu wspóªrz¦dnych. Przyjrzymy sie temu
bli»ej realizuj¡c kolejne obroty pasywne z ukªadu dowolnego do orbitalnego.

5.3.2 Obroty podstawowe

Pierwszy obrót typu 3 - dªugo±¢ w¦zªa wst¦puj¡cego

Odwrotnie ni» w rozdziale 5.2, punktem wyj±cia jest teraz ukªad dowolny Oxyz
w którym mamy dane wspóªrz¦dne wektora rxyz. Pierwszym krokiem w drodze
do ukªadu perycentrycznego b¦dzie wyra»enie wspóªrz¦dnych w nowym ukªadzie
Ox′y′z, który ma t¡ sam¡ pªaszczyzne podstawow¡ ale o± Ox′ skierowana jest do
w¦zªa wst¦puj¡cego. Inaczej mówi¡c, x̂′ = m̂, gdzie wektor m zde�niowali±my
równaniem (5.5). B¦dzie to wi¦c obrót aktywny ukªadu wokóª osi Oz o k¡t Ω
zwany dªugo±ci¡ w¦zªa wst¦puj¡cego. Jest to k¡t mierzony w pªaszczy¹nie
Oxy od kierunku podstawowego wyznaczonego przez wersor x̂ do wektora m
wskazuj¡cego w¦zeª wstepuj¡cy orbity. Zgodnie z (5.30), zwi¡zany z tym obrót
pasywny wektora r o k¡t Ω daje w nowym ukªadzie wspóªrz¦dne

rx′y′z = R3(Ω) rxyz.
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Obrót typu 1 - nachylenie

Rozpatrujemy teraz wektor r w ukªadzie Ox′y′z, gdzie ma on wspóªrz¦dne
rx′y′z. W sytuacji, gdy o± Ox′ pokrywa si¦ z lini¡ w¦zªów, mo»emy ªatwo przej±¢
do ukªadu Ox′y′′ζ, którego dwie pierwsze osie le»¡ w pªaszczy¹nie orbity, a co
za tym idzie � o± Oζ pokrywa si¦ z wektorem momentu p¦du G. W tym celu
nale»y obróci¢ ukªad Ox′y′z wokóª osi Ox′ o k¡t I zawarty mi¦dzy osi¡ Oz a
wektorem momentu p¦du G. K¡t ten nazywamy nachyleniem orbity. Obrót
pasywny o kat i powoduje, »e w nowym ukªadzie wektor r ma wspóªrz¦dne

rx′y′′ζ = R1(I) rx′y′z = R1(I)R3(Ω) rxyz.

Drugi obrót typu 3 - argument perycentrum

Pozostaje ju» tylko uzgodnienie osi ukªadu Ox′y′′ζ z kierunkiem do perycentrum
orbity. K¡t ω zawarty mi¦dzy kierunkiem do w¦zªa wst¦puj¡cego (wektorem m)
a kierunkiem do perycentrum (wektorem Laplace'a e) nazywamy argumentem

perycentrum. Obracaj¡c ukªad Ox′y′′ζ wokóª osi Oζ o k¡t ω otrzymujemy
perycentryczny ukªad orbitalny Oξηζ, w którym wektor r ma wspóªrz¦dne

rξηζ = R3(ω) rx′y′′ζ = R3(ω)R1(I)R3(Ω) rxyz. (5.31)

W ten sposób przedstawili±my transformacj¦ z ukªadu dowolnego do ukªadu
orbitalnego przy u»yciu trzech k¡tów Eulera typu 3-1-3: Ω− I−ω. Dªugo±¢ w¦-
zªa wst¦puj¡cego i argument perycentrum s¡ k¡tami przybieraj¡cymi warto±ci
z peªnego zakresu od 0 do 2π. Natomiast nachylenie orbity jest k¡tem ograni-
czonym do przedziaªu obustronnie domkni¦tego I ∈ [0, π]. Je±li I ∈ [0, 1

2π), to
mówimy o orbitach prostych, a gdy I ∈ ( 12π, π], to mówimy o orbitach wstecz-
nych. Orbity z nachyleniem I = 1

2π nazywamy biegunowymi.

Porównuj¡c wzory (5.18) i (5.31) mo»emy wyrazi¢ macierz orientacjiM przy
pomocy k¡tów Eulera

M = R3(ω)R1(I)R3(Ω). (5.32)

Wykonuj¡c odpowiednie iloczyny macierzy i oznaczaj¡c

s = sin I, c = cos I, (5.33)

otrzymamy jawn¡ posta¢

M =

 cosω cosΩ− c sinω sinΩ cosω sinΩ + c sinω cosΩ s sinω
− sinω cosΩ− c cosω sinΩ − sinω sinΩ + c cosω cosΩ s cosω

s sinΩ −s cosΩ c

 .

(5.34)
Pami¦taj¡c o ortogonalno±ci macierzy obrotu, mo»emy otrzyma¢ macierz

transformacji odwrotnej N = M−1 albo wykonuj¡c iloczyn

N = R3(−Ω)R1(−I)R3(−ω), (5.35)
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albo bezpo±rednio transponuj¡c macierz (5.34), gdy» w my±l (5.20) i zasady
podwójnej transpozycji (AT)T = A, mamy

N = MT. (5.36)

Dodajmy jeszcze wa»ny komentarz. Macierz N, jako macierz obrotu pasyw-
nego przy zmianie bazy orbitalna → dowolna, jest zarazem macierz¡ operacji
odwrotnej, czyli obrotu aktywnego, który przeprowadza na przykªad wersor x̂
w wersor ξ̂. Je±li przyjrzymy si¦ równaniu

ξ̂ = Nx̂ = R̄3(Ω) R̄1(I) R̄3(ω)x̂,

i pami¦tamy, »e operacje odczytujemy od prawej do lewej, to zauwa»ymy, »e:

• pierwszy obrót aktywny, o k¡t ω, nast¦puje wokóª osi Oz,

• drugi obrót, o k¡t I, nast¡pi wokóª wokóª osi Ox (wektor opu±ci pªaszczy-
zn¦ podstawow¡),

• trzeci obrót, o k¡t Ω, nast¦puje znowu wokóª osi Oz i koniec wektora
porusza si¦ po kole maªym sfery, równolegªym do Oxy.

Jak wida¢, jest to sytuacja geometrycznie zupeªnie odmienna ni» obrót pasywny.

5.3.3 Wektory G i e a k¡ty Eulera

Warto zauwa»y¢, »e z porównania wzorów (5.20) i (5.34) otrzymujemy natych-
miast wyra»enia wersorów Ĝ i ê przy pomocy k¡tów Eulera. Mo»emy wi¦c
wyrazi¢ wektor Laplace'a e w ukªadzie Oxyz jako

exyz = e

 cosω cosΩ− c sinω sinΩ
cosω sinΩ + c sinω cosΩ

s sinω

 , (5.37)

natomiast wektor momentu p¦du ma skªadowe

Gxyz = G

 s sinΩ
−s cosΩ

c

 , (5.38)

przy czym, jak pami¦tamy, G =
√
µ p.

Przypadki szczególne

Je±li I = 0 lub I = π, to nie istnieje w¦zeª wst¦puj¡cy i k¡ty Ω oraz ω staj¡ sie
nieokre±lone, trac¡c geometryczny sens. Dla G = 0 »aden z k¡tów Eulera nie
jest poprawnie okre±lony. Je±li za± e = 0, to nieokre±lony staje si¦ k¡t ω.

Wiele problemów zwi¡zanych z nieokre±lonymi k¡tami mo»na obej±¢ przy
u»yciu prostych ±rodków zaradczych, które przedstawimy w dalszej cz¦±ci wy-
kªadu.
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5.4 Elementy keplerowskie orbity

Jak ju» wiemy, orientacj¦ orbity w przestrzeni okre±laj¡ trzy k¡ty Eulera 3-1-
3: dªugo±¢ w¦zªa wst¦puj¡cego Ω, nachylenie I oraz argument perycentrum ω.
Natomiast poªo»enie i pr¦dko±¢ ciaªa na orbicie zadane s¡ przez trzy wielko±ci:
anomali¦ ±redni¡M , mimo±ród e oraz � do wyboru � póªo± orbity a, jej parametr
p lub odlegªo±¢ perycentrum q.1

A zatem poªo»enie i pr¦dko±¢ na orbicie keplerowskiej, czyli orbicie b¦d¡-
cej rozwi¡zaniem zagadnienia dwóch ciaª, w dowolnym ukªadzie wspóªrz¦dnych
o ±rodku w ognisku orbity zadane s¡ przez 6 wielko±ci, z których 5 to staªe, a
jedna � anomalia ±rednia M � jest liniow¡ funkcj¡ czasu. Zauwa»my jednak, »e
wystarczy poda¢ warto±¢ anomalii ±redniej M0 w okre±lonym momencie czasu
(�epoce pocz¡tkowej�) t0, a wtedy III prawo Keplera pozwoli nam na wylicze-
nie z a lub (p, e) ruchu ±redniego n a nast¦pnie warto±ci jak¡ M przybiera w
dowolnej chwili t

M = n (t− tp) = n (t− t0) +M0. (5.39)

Widzimy wi¦c, »e je±li znamy sze±¢ staªych i moment czasu t0, to na pod-
stawie znanych wzorów zagadnienia dwóch ciaª potra�my znale¹¢ poªo»enie i
pr¦dko±¢ na orbicie keplerowskiej w dowolnej epoce t. Innymi sªowy, sze±¢ sta-
ªych i epoka pocz¡tkowa jednoznacznie zadaj¡ ruch keplerowski. Liczby 6+1
nie pojawiªy si¦ przypadkiem: rozwi¡zywali±my przecie» zagadnienie Cauchyego
dla ukªadu równa« ruchu szóstego rz¦du (2.18), a to wymaga zadania sze±ciu
warunków pocz¡tkowych r(t0) = r0 i v(t0) = v0 dla pewnej epoki pocz¡tkowej
t0. Z tych sze±ciu warunków pocz¡tkowych wyliczamy poprzez caªki ruchu sze±¢
niezale»nych staªych ruchu, które nazywamy elementami keplerowskimi or-

bity. Niestety, trzeba przyzna¢, »e podanie ±ci±lejszej de�nicji elementów ke-
plerowskich � o ile w ogóle mo»liwe � nie jest ªatwe, gdy» istnieje zbyt wiele
sytucji wyj¡tkowych. Tym niemniej, najcz¦±ciej spotykany zestaw elementów
keplerowskich to

E1 = {a, e, I, Ω, ω, M(t0) = M0} ,
wa»ny dla niezdegenerowanych orbit eliptycznych (oprócz koªowych) lub hiper-
bolicznych, z nachyleniem ró»nym od 0 i π. U»ywaj¡c q lub p zamiast a, na
przykªad

E2 = {q, e, I, Ω, ω, M(t0) = M0} ,
mo»emy opisa¢ niezdegenerowany, niepªaski i niekoªowy ruch po niezdegenero-
wanych orbitach eliptycznych, parabolicznych lub hiperbolicznych. Podkre±li¢
nale»y, »e epoka pocz¡tkowa t0 nie jest elementem keplerowskim orbity. Nale»y
wi¦c potraktowa¢ jako nieformalny »argon cz¦sto spotykane zaliczanie epoki
przej±cia przez perycentrum tp w poczet elementów keplerowskich. Podanie tp
zamiast anomalii ±redniej epoki pocz¡tkowej M0 nale»y rozumie¢ nast¦puj¡co:
szóstym elementem keplerowskim jest M(tp) = 0.

Zapami¦tajmy:
1Zale»nie od typu orbity niektóre z tych ostatnich wielko±ci mog¡ nie by¢ zde�niowane,

jak a dla paraboli, lub niejednoznaczne, jak by to miaªo miejsce w przypadku podania p = 0
i e = 1 (to mo»e oznacza¢ dowoln¡ orbit¦ zdegenerowan¡ � elips¦, parabol¦ lub hiperbol¦).
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Elementy orbity to staªe ruchu. Anomalia ±rednia jest zmienna w
czasie, wi¦c nie jest elementem orbity; elementem jest warto±¢ ano-
malii ±redniej w wybranej epoce pocz¡tkowej. Ta epoka nie jest
elementem orbity (cho¢ pojawia si¦ pod tak¡ nazw¡ w wielu pra-
cach).

W sytuacjach szczególnych, gdy E1 lub E2 trac¡ matematyczny i geome-
tryczny sens, posªugujemy si¦ rozmaitymi alternatywnymi zestawami elemen-
tów orbity. Niektórzy autorzy nadal nazywaj¡ je elementami keplerowskimi,
inni opuszczaj¡ przymiotnik �keplerowski� i mówi¡ ju» tylko o elementach or-
bity. Dla orbit niezdegenerowanych wprowadza si¦ tak zwane �k¡ty ªamane�
mierzone w dwóch ró»nych pªaszczyznach. Poznajmy dwa takie k¡ty.

1. Dªugo±¢ perycentrum ϖ de�niujemy jako �k¡t ªamany� mierzony dla
0 < I < π od osi Ox do kierunku w¦zªa wst¦puj¡cego a nast¦pnie w
pªaszczy¹nie orbity od w¦zªa do perycentrum

ϖ = ω +Ω, (5.40)

Gdy I = 0 de�nicja ta przechodzi gªadko w �ϖ jest to k¡t mi¦dzy wekto-
rami x̂ i e�.

2. Dªugo±¢ ±redni¡ λ de�niujemy dla 0 6 I < π oraz e ̸= 0 jako sum¦
dªugo±ci perycentrum i anomalii ±redniej M

λ = ϖ +M. (5.41)

Je±li e = 0, to powy»sza de�nicja przechodzi gªadko w dwa przypadki
szczególne:

• dla e = 0 i I ̸= 0, dªugo±¢ ±rednia to k¡t ªamany mierzony najpierw
od osi Ox do w¦zªa wst¦puj¡cego, a nast¦pnie w pªaszczy¹nie orbity
od w¦zªa do promienia wodz¡cego obiektu na orbicie. Ten drugi k¡t
zwany jest czasem ±rednim argumentem szeroko±ci F , wi¦c mo»emy
napisa¢

λ = Ω+ F. (5.42)

• dla e = I = 0, dªugo±¢ ±rednia to k¡t mierzony od osi Ox do promie-
nia wodz¡cego obiektu na orbicie.

Dzi¦ki tym k¡tom mo»liwe jest wprowadzenie tak zwanych elementów nieoso-

bliwych. Jest to sze±¢ staªych ruchu

Ens = {a, ξ1, ξ2, η1, η2, λ(t0) = λ0} ,

gdzie
ξ1 = e cosϖ, η1 = sin 1

2I cosΩ,
ξ2 = e sinϖ, η2 = sin 1

2I sinΩ.
(5.43)

Nazwa �nieosobliwe� jest nieco na wyrost, bo zmienne te s¡ bezu»yteczne dla
I = π lub dla orbit prostoliniowych, ale faktem jest, »e dªugo±¢ ±rednia epoki
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pocz¡tkowej λ0 jest poprawnie okre±lona zrówno dla orbit koªowych jak i dla
I = 0, a tam, gdzie pozostaªe k¡ty trac¡ sens, ich warto±¢ jest i tak nieistotna,
gdy» odpowiednie elementy nieosobliwe przestaj¡ od nich zale»e¢. Gdy I = 0,
to bez wzgl¦du na Ω mamy poprawnie okre±lone η1 = η2 = 0, natomiast gdy
e = 0, to przestaje odgrywa¢ rol¦ warto±¢ ϖ, gdy» i tak ξ1 = ξ2 = 0.

Oprócz elementów nieosobliwych stosuje si¦ tak»e elementy uniwersalne

orbity. Tym razem nazwa jest w peªni uzasadniona, s¡ to bowiem w istocie
uniwersalne wielko±ci: warto±ci pocz¡tkowe poªo»e« i pr¦dko±ci

Eu = {x(t0) = x0, y(t0) = y0, z(t0) = z0, ẋ(t0) = ẋ0, ẏ(t0) = ẏ0, ż(t0) = ż0} .

Algorytmy oblicze« zwi¡zanych z przej±ciem (r,v) � E przedstawione s¡ w
Dodatkach A i B.
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Rozdziaª 6

Barycentryczne zagadnienie

dwóch ciaª

6.1 Separacja ruchów obu mas

W poprzednich rozdziaªach rozpatrzyli±my dogª¦bnie zagadnienie wzgl¦dne. Po-
tra�my wi¦c opisa¢ ewolucj¦ wzgl¦dnego wektora poªo»enia r(t) i wzgl¦dnej
pr¦dko±ci v(t). Poka»emy teraz, »e dzi¦ki caªkom barycentrum rozwi¡zanie za-
gadnienia wzgl¦dnego mo»e posªu»y¢ do okre±lenia ruchu obydwu masm1 im2 w
dowolnym ukªadzie inercjalnym. Najwygodniejszy b¦dzie ukªad zwi¡zany z ba-
rycentrum B obu mas. Osie ukªadu barycentrycznego Bx∗y∗z∗ b¦d¡ równolegªe
do odpowiednich osi ukªadu wzgl¦dnego Oxyz. Gwiazdk¡ oznacza¢ b¦dziemy
wektory w ukªadzie barycentrycznym.

W barycentrycznym ukªadzie wspóªrz¦dnych równania ruchu (1.12) przyj-
muj¡ posta¢

r̈∗1 =
k2 m2

(r∗)3
r∗, (6.1)

r̈∗2 = −k2 m1

(r∗)3
r∗, (6.2)

gdzie
r∗ = r∗2 − r∗1. (6.3)

Poªo»enie ±rodka masy (barycentrum) w ukªadzie barycentrycznym jest oczy-
wi±cie dane wektorem zerowym. A zatem wzór (2.12) przyjmuje w ukªadzie
Bx∗y∗z∗ posta¢

m1 r
∗
1 +m2 r

∗
2 = 0. (6.4)

Poª¡czenie wzorów (6.3) i (6.4) pozwoli nam na sprowadzenie rówa« ruchu do
postaci zale»nych wyª¡cznie od r∗1 lub od r∗2.

Je±li wyrugujemy z (6.4) wielko±¢ r∗2 = r∗ + r∗1, to otrzymamy

m1 r
∗
1 +m2 (r∗ + r∗1) = 0,
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czyli

r∗ = −m1 +m2

m2
r∗1. (6.5)

Dªugo±¢ tego wektora wynosi

r∗ =
m1 +m2

m2
r∗1 . (6.6)

Ruguj¡c z (6.4) wektor r∗1 = r∗2 − r∗, otrzymamy

m1 (r∗2 − r∗) +m2 r
∗
2 = 0,

czyli

r∗ =
m1 +m2

m1
r∗2, (6.7)

a dªugo±¢ tego wektora dana b¦dzie wzorem

r∗ =
m1 +m2

m1
r∗2 . (6.8)

Wystarczy teraz tylko podstawi¢ (6.5) i (6.6) do równa« ruchu (6.1), nato-
miast (6.7) i (6.8) do równa« (6.2), aby otrzyma¢

r̈∗1 = − µ1

(r∗1)
3
r∗1, (6.9)

r̈∗2 = − µ2

(r∗2)
3
r∗2, (6.10)

gdzie parametry grawitacyjne zostaªy zde�niowane jako

µ1 =
k2 m3

2

(m1 +m2)2
, µ2 =

k2 m3
1

(m1 +m2)2
. (6.11)

Przypomnijmy równania ruchu wzgl¦dnego (2.16)

r̈ = − µ

r3
r.

�atwo zauwa»y¢, »e równania (6.9) opisuj¡ce ruch masy m1 wzgl¦dem barycen-
trum maj¡ identyczn¡ posta¢ jak równania ruchu wzgl¦dnego, wi¦c tak»e ich
rozwi¡zanie b¦dzie identyczne jak w zagadnieniu wzgl¦dnym, o ile tylko zast¡-
pimy µ = k2(m1 + m2) odpowiednim parametrem µ1 zde�niowanym wzorem
(6.11). Tak samo równania ruchu (6.10) ró»ni¡ si¦ od (2.16) czy te» (6.9) jedynie
oznaczeniami i de�nicj¡ symboli. A zatem

ruch obu mas wzgl¦dem barycentrum opisany jest takimi samymi
wzorami jak ruch wzgl¦dny. Nale»y jedynie zmody�kowa¢ warto±ci
parametru grawitacyjnego przyjmuj¡c µ1 lub µ2 w miejsce µ.
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6.2 Wªasno±ci orbit barycentrycznych

Z przeprowadzonej powy»ej redukcji pªyn¡ wa»ne wnioski szczegóªowe. Wi¦k-
szo±¢ z nich ªatwo sobie uzmysªowi¢ pami¦taj¡c, »e podczas ruchu, masy m1,
m2 i ich barycentrum B musz¡ stale znajdowa¢ si¦ na jednej prostej.

1. Orbity obu mas w zagadnieniu barycentrycznym s¡ krzywymi sto»kowymi
z ogniskiem w barycentrum.

2. Orbity obu mas le»¡ w jednej pªaszczy¹nie i maj¡ wspóln¡ lini¦ apsyd.
Ich wektory Laplace'a e1 i e2 s¡ jednak skierowane przeciwnie, gdy» m1

i m2 musz¡ stale le»e¢ po przeciwnych stronach ±rodka masy � tak»e w
momencie przej±cia przez perycentrum.

3. Stosunek odlegªo±ci perycentrów obu orbit zale»y od stosunku mas. W
momencie przej±cia perycentrum równanie (6.4) prowadzi do wniosku

−m1q1 +m2q2 = 0,

a zatem
q1
q2

=
m2

m1
. (6.12)

W odniesieniu do odlegªo±ci perycentrum w ruchu wzgl¦dnym oznacza to
tak»e

q1 + q2 = q. (6.13)

4. Ruchu ±rednie obu orbit s¡ równe i zgodne z ruchem ±rednim w zagad-
nieniu wzgl¦dnym. W przypadku orbit eliptycznych oznacza to wspólny
okres obiegu.

n1 = n2 = n. (6.14)

5. Póªosie orbit pozostaj¡ w stosunku zale»nym od mas. Je±li ruchy ±rednie
s¡ równe, to obowi¡zuje III prawo Keplera w trzech postaciach

n2 a31 = µ1, n2 a32 = µ2, n2a3 = µ.

A zatem, zarówno dla póªosi wielkich elips jak i dla póªosi rzeczywistych
hiperbol mamy

a31
a32

=
µ1

µ2
=

m3
2

m3
1

,

i ostatecznie
a1
a2

=
m2

m1
. (6.15)

6. Mimo±rody obu orbit s¡ jednakowe i równe mimo±rodowi orbity wzgl¦dnej

e1 = e2 = e. (6.16)

Wynika to z faktu, »e a1 : a2 = q1 : q2.
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7. Dla pozostaªych elementów Keplerowskich i anomalii ±redniej zachodz¡
zwi¡zki

I1 = I2, Ω1 = Ω2, ω1 = ω2 + π, M1 = M2. (6.17)

Tak»e pozostaªe anomalie s¡ równe dla obu mas.
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Rozdziaª 7

Potencjaª grawitacyjny

7.1 Siªy potencjalne

Siª¦ F nazywamy siª¡ potencjaln¡ je»eli mo»na j¡ otrzyma¢ ze skalarnej funk-
cji V ∈ R, zwanej potencjaªem, jako

F = −∇V, (7.1)

gdzie symbolem ∇ oznaczyli±my gradient.
Jesli rozpatrujemy ruch jednego ciaªa, to do opisu jego poªo»enia wystarcza

wektor r ∈ R3 i wtedy gradient ma posta¢

∇ =
∂

∂r
=

 ∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

 . (7.2)

Dopóki mamy do czynienia z jednym ciaªem, potencjaª jest funkcj¡ poªo»enia
tego ciaªa, czyli V = V (r, t), gdy» potencjaª mo»e tak»e jawnie zale»e¢ od czasu.
Z drugiej zasady dynamiki wynika wtedy, »e dla ciaªa o masie m

m r̈ = −∇V (r, t). (7.3)

W przypadku wi¦kszej ilo±ci ciaª, na przykªad gdy mamy N punktów ma-
terialnych, potencjaª zale»y od poªo»e« wszystkich obiektów i wtedy, dla i =
1, . . . , N ,

mi r̈i = −∇iV (r1, . . . , rN , t), (7.4)

gdzie

∇i =
∂

∂ri
,

oznacza gradient wzgl¦dem wspóªrz¦dnych i-tego ciaªa. Nale»y jednak podkre-
±li¢, »e dla wszystkich i u»ywamy jednej i tej samej fukcji V .
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Niestety, w mechanice nieba pojawia si¦ nieco zam¦tu wywoªanego u»ywa-
niem obok potencjaªu tak zwanej funkcji siª U , która ró»ni si¦ od V znakiem

U = −V, (7.5)

co oznacza, »e
F = ∇U. (7.6)

Ponadto, u»ywa si¦ czasami potencjaªu podzielonego przez mas¦ badanego ciaªa
V ∗ = V/m i wtedy

r̈ = −∇V ∗(r, t). (7.7)

Zauwa»my jednak, »e tego typu podej±cie stosowa¢ mo»na tylko w przypadku
jednego ciaªa, gdy» próba podobnego przeksztaªcenia równa« (7.4) wymagaªaby
dzielenia V przez ró»ne masy dla ró»nych i, a to jest sprzeczne z wymogiem
u»ywania tej samej funkcji dla wszystkich równa« ruchu.

7.2 Potencjaª zagadnienia dwóch ciaª

Przypomnijmy równania ruchu peªnego zagadnienia dwóch ciaª w dowolnym
ukªadzie inercjalnym (1.12) stosuj¡c nieco inny zapis

m1r̈1 = F 1 =
k2 m1m2

r3
r, (7.8)

m2r̈2 = F 2 = −F 1 = −k2 m1m2

r3
r, (7.9)

gdzie
r = r2 − r1.

�atwo mo»na sprawdzi¢, »e zarówno F 1 jak i F 2 otrzymujemy z potencjaªu

V = −k2m1m2

r
. (7.10)

Rzeczywi±cie, skoro

r =
√
(r2 − r1) · (r2 − r1),

to

∇1(1/r) = −1

2
[(r2 − r1) · (r2 − r1)]

− 3
2 2 (r2 − r1) (−1) =

r

r3
,

i analogicznie

∇2(1/r) = − r

r3
.

A zatem
F 1 = −∇1V, i F 2 = −∇2V.
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Zagadnienie wzgl¦dne dwóch ciaª z równaniami ruchu (2.16)

r̈ = − µ

r3
r,

posiada potencjaª na jednostk¦ masy

V ∗ = −µ

r
, (7.11)

gdy»

−∇V ∗ = − µ

r3
r.

7.3 Potencjaª kuli � twierdzenie Newtona

Podamy teraz wzór dla potencjaªu ukªadu punktu materialnego i kuli o izo-
tropowym rozkªadzie masy. Rozpatrywa¢ b¦dziemy kul¦ o caªkowitej masie
mk, której »e g¦sto±¢ κ(ρ) zale»y tylko od odlegªo±ci ρ od ±rodka masy kuli,
oraz punkt materialny o masie mp. Ju» Newton udowodniª, »e przy takich za-
ªo»eniach potencjaª ukªadu punkt materialnego i kuli ma posta¢ identyczn¡ z
potencjaªem zagadnienia dwóch punktów materialnych, to znaczy

Vkp = −k2mkmp

r
, (7.12)

gdzie r oznacza odlegªo±¢ od ±rodka kuli do punktu materialnego.
Id¡c dalej, mo»na we wzorze (7.12) zast¡pi¢ punkt materialny drug¡ izotro-

pow¡ kul¡, co pozwala na zasadnicze uogólnienie zagadnienia dwóch ciaª.

Wszystkie wzory zagadnienia dwóch ciaª pozostaj¡ wa»ne w odnie-
sieniu do ruchu ±rodków mas kul o izotropowym rozkªadzie masy.
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Rozdziaª 8

Zaburzony ruch keplerowski

8.1 Uzmiennianie staªych

Jak wiemy, Wszech±wiat skªada si¦ z wi¦cej ni» dwóch ciaª i »adne z nich nie
jest izotropow¡ kul¡. Zapiszmy wi¦c równania ruchu

ṙ = v,

v̇ = − µ

r3
r + P . (8.1)

S¡ to równania wzgl¦dnego zagadnienia dwóch ciaª z zaburzeniem � dodatkow¡
siª¡ (na jednostk¦ masy) P uwzgl¦dniaj¡c¡ wpªyw �reszty ±wiata�. Równania
(8.1) nazywamy równaniami ruchu zaburzonego albo perturbowanego. Po-
stawmy pytanie: co si¦ stanie z caªkami ruchu zagadnienia wzgl¦dnego pod
wpªywem siªy P , czyli zaburzenia (perturbacji) ? Mo»na podejrzewa¢, »e
dotychczasowe staªe ruchu przestan¡ by¢ staªe. Sprawd¹my to podejrzenie.

8.1.1 Caªka siªy »ywej

Przypomnijmy caªk¦ siªy »ywej (energii)

h = 1
2 v · v − µ√

r · r
. (8.2)

Je±li wzór ten ma by¢ wa»ny w zagadnieniu zaburzonym, to oczywi±cie staªa
energii h przestaje by¢ staªa i mamy ḣ ̸= 0, a dokªadniej

ḣ =
d

dt

(
1
2 v · v − µ

(r · r) 1
2

)
= v · v̇ +

µ

(r · r) 3
2

r · ṙ.

Wstawiaj¡c ṙ i v̇ z równa« (8.1) otrzymamy

ḣ = v ·
(
− µ

r3
r + P

)
+

µ

r3
r · v

= − µ

r3
v · r + v · P +

µ

r3
r · v = P · v. (8.3)
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8.1.2 Caªka momentu p¦du (pól)

Pochodna wzgl¦dem czasu z wektora momentu p¦du G prowadzi do równa«

Ġ =
d

dt
(r × v) = ṙ × v + r × v̇

= v × v + r ×
(
− µ

r3
r + P

)
= − µ

r3
r × r + r × P

i ostatecznie
Ġ = r × P . (8.4)

8.1.3 Caªka Laplace'a

Ró»niczkuj¡c de�nicj¦ caªki Laplace'a e = const dostaniemy

ė =
d

dt

[
1

µ
v ×G− r̂

]
=

1

µ
v̇ ×G+

1

µ
v × Ġ− dr̂

dt
.

Podstawiaj¡c ṙ i v̇ z równa« ruchu (8.1) dochodzimy do postaci

ė =
1

µ

(
− µ

r2
r̂ + P

)
×G+

1

µ
v × Ġ− dr̂

dt
,

a poniewa» jedynym powodem dla którego ė ̸= 0 jest pojawienie si¦ siªy P i
zmienno±¢ G, pozostaje nam (por. de�nicja G = r × v, oraz (8.4))

µ ė = P ×G+ v × Ġ = P × (r × v) + v × (r × P ). (8.5)

Dowód, »e reszta wyrazów jest równa 0 zostaª przedstawiony przy omawianiu
zagadnienia dwóch ciaª.

8.1.4 Elementy oskulacyjne

Równania dla ḣ, Ġ i ė, które otrzymali±my s¡ caªkiem pouczaj¡ce. Wynika z
nich, »e na przykªad siªa radialna nie wpªywa na wektor momentu p¦du (staªe
pól), a siªa prostopadªa do pr¦dko±ci nie zmienia staªej siªy »ywej h. S¡ to
jednak sytuacje szczególne i nie sposób znale¹¢ niezerowego zaburzenia P , które
by nie wpªyn¦ªo na »adn¡ ze staªych ruchu. Uznajemy wi¦c, »e w zagadnieniu
zaburzonym staªe ruchu zagadnienia dwóch ciaª staj¡ si¦ zmienne w czasie.

Jak wiemy, elementy keplerowskie orbity s¡ powi¡zane ze staªymi ruchu.
Ruch keplerowski jest opisany jednoznacznie przez sze±¢ staªych dowolnych,
które najcz¦±ciej wyst¦puj¡ w postaci elementów keplerowskich E :

a, e, I, ω, Ω, M0 = M(t0).

Znamy ju» wzory de�niuj¡ce transformacj¦

(r,v)t ↔ Et0 ,
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która z jednej strony pozwala wylicza¢ na dowolny moment czasu t poªo»enie i
pr¦dko±¢ ciaªa, dla którego podali±my elementy keplerowskie E w momencie t0,
a z drugiej � pozwala wyliczy¢ z poªo»enia i pr¦dko±ci w momencie t elementy
E dla epoki odniesienia t0. Poniewa» E s¡ staªymi ruchu, to bior¡c r,v w
dowolnym momencie t i wyliczaj¡c z nich elementy otrzymamy zawsze te same
warto±ci Et0 .

Je±li pojawi si¦ dodatkowa siªa i ruch ciaªa nie jest ju» ruchem keplerowskim,
to nadal mo»emy wylicza¢ elementy keplerowskie wedªug znanych ju» wzorów,
ale teraz w ka»dej epoce t mo»emy otrzyma¢ inne warto±ci elementów Et0 dla
epoki odniesienia t0. Zgodnie z zasad¡ metody uzmienniania staªych, zaczy-
namy traktowa¢ elementy orbity jako funkcje czasu i nazywamy je elementami

oskulacyjnymi.
Nale»y wyra¹nie odró»ni¢ dwa momenty czasu pojawiaj¡ce si¦ w tym opi-

sie. Epoka oskulacji t jest momentem czasu w którym mamy dane poªo»enie i
pr¦dko±¢ sªu»¡ce do wyliczenia elementów E . Jednym z tych elementów jest ano-
malia ±rednia epoki odniesienia M0 = M(t0), któr¡ otrzymujemy �cofaj¡c�
lub �popychaj¡c� warto±¢ anomalii ±redniej M z epoki t do epoki t0. Poniewa»
uzmiennili±my staªe, to M0 mo»e by¢ zmienn¡ i w ogólno±ci dla ró»nych epok
oskulacji t1 i t2 b¦dziemy mieli M0(t1) ̸= M0(t2). U»ywamy wi¦c poj¦cia M0(t)
� anomalii ±redniej epoki odniesienia t0 dla epoki oskulacji t. Czasami mo»na
upro±ci¢ sobie »ycie przyjmuj¡c, »e t = t0. W przypadku pozostaªych elemen-
tów nie mamy tego problemu i wystarcza u»ywanie poj¦cia epoki oskulacji dla
a(t), e(t), itd.

Mówi¡c najkrócej, elementy oskulacyjne epoki t to warto±ci elementów ke-
plerowskich wyliczone z r i v dowolnej trajektorii wzorami pochodz¡cymi z
zagadnienia dwóch ciaª. Dowoln¡ trajektori¦ traktujemy jak orbit¦ keplerowsk¡
o zmiennych w czasie elementach. Czasem u»ywa si¦ te» innej, równowa»nej de-
�nicji: elementy oskulacyjne epoki t, to elementy keplerowskie orbity po której
poruszaªoby si¦ ciaªo, gdyby w tym momencie przestaªa dziaªa¢ siªa zaburzaj¡ca.

8.2 Równania Gaussa i równania planetarne La-
grange'a

Poniewa» pi¦¢ spo±ród elementów keplerowskich zale»y od staªych h, G i e, to
równania (8.3), (8.4) i (8.5) pozwalaj¡ na znalezienie równa« ruchu opisuj¡cych
zmiany poszczególnych elementów oskulacyjnych w czasie wywoªane zaburze-
niem P . Nosz¡ one nazw¦ równa« Gaussa. Najprostsze z nich mo»emy wypro-
wadzi¢ dla przykªadu � b¦dzie to równanie dla oskulacyjnej póªosi wielkiej a w
zaburzonym ruchu eliptycznym.

Staªa energii h jest bezpo±rednio powi¡zana z póªosi¡ wielk¡ elipsy a wzorem
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h = −µ/(2a), a zatem oprócz (8.3) mamy równie»

ḣ =
d

dt

(
− µ

2 a

)
=

µ

2 a2
ȧ. (8.6)

Przyrównuj¡c stronami równania (8.3) i (8.6) dochodzimy do pierwszego z rów-
na« Gaussa

ȧ =
2 a2

µ
P · v. (8.7)

Pozostaªe równania Gaussa to

ė =
1

µa e

[
(r · v) r + (a p− r2)v

]
· P , (8.8)

dI

dt
=

r cos (f + ω)

µ p
(r × v)· P , (8.9)

ω̇ = − r

µ p e

[√
µ p

r
(cosE + e) r − (p+ r) sin f v

]
· P − cΩ̇, (8.10)

Ω̇ =
r sin (f + ω)

s µ p
(r × v)· P . (8.11)

Do tego dochodzi szóste równanie dla anomalii ±redniej

Ṁ = n− 1

na2

[
2P · r +

√
µp
(
ω̇ + cΩ̇

)]
, (8.12)

lub jeszcze prostsze � dla anomalii prawdziwej

ḟ =

√
µ p

r2
− ω̇ − c Ω̇. (8.13)

Przypomnijmy, »e s = sin I, c = cos I, p = a (1− e2), oraz n =
√
µa−3.

Równania Gaussa s¡ do±¢ skomplikowane. Je±li jednak siªa P jest potencjalna
i istnieje taki potencjaª R (zwany funkcj¡ perturbacyjn¡), »e

P = −∇R,

to mo»emy u»y¢ innej odmiany równa« dla elementów oskulacyjnych, zwanych
równaniami (planetarnymi) Lagrange'a:

ȧ = − 2

na

∂R

∂M
,

ė = − η

n a2 e

(
η
∂R

∂M
− ∂R

∂ω

)
,

dI

dt
= − 1

na2 s η

(
c
∂R

∂ω
− ∂R

∂Ω

)
,

Ṁ = n+
2

na

∂R

∂a
+

η2

na2 e

∂R

∂e
, (8.14)
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ω̇ = − 1

na2

(
η

e

∂R

∂e
− c

s η

∂R

∂I

)
,

Ω̇ = − 1

na2 η s

∂R

∂I
.

Symbol η, który pojawiª si¦ w tych równaniach, oznacza

η =
√
1− e2.

Zauwa»my, »e równania (8.14) rozpadaj¡ si¦ na dwie podgrupy: w równa-
niach dla zmiennych a, e, I wyst¦puj¡ jedynie pochodne potencjaªu wzgl¦dem
M,ω,Ω i vice versa. Gdyby wi¦c funkcja perturbacyjna R nie zale»aªa jawnie
od czasu ani od k¡tów M , ω i Ω, to wtedy elementy a, e, I byªyby staªe, co z
kolei poci¡gaªoby za sob¡ staªo±¢ pr¦dko±ci k¡towych Ṁ , ω̇ i Ω̇. W sªabszych
przypadkach szczególnych mieliby±my: dla ∂R

∂t = ∂R
∂M = 0 � staª¡ póªo± wielk¡

a, za± dla ∂R
∂t = ∂R

∂Ω = ∂R
∂ω = 0 � staªe nachylenie I.

Na zako«czenie, warto u±ci±li¢, »e podane tu równania Gaussa i Lagrange'a
tylko w pi¦ciu przypadkach na sze±¢ dotycz¡ elementów orbity. Ostatnie z nich
opisuje zmiany anomalii ±redniej M , a nie anomalii ±redniej epoki M0. Owszem,
istniej¡ tak»e odpowiednie równania dla Ṁ0, ale posªugiwanie si¦ nimi wprowa-
dza dodatkow¡ komplikacj¦. W praktyce, znajomo±¢ M0(t) i tak musi posªu»y¢
do wyliczenia M(t), wi¦c poprzestaniemy na równaniach dla Ṁ .

8.3 Rachunek zaburze« i typy perturbacji

Wykraczaj¡c poza zagadnienie dwóch ciaª stwierdzamy, »e niemal ka»de zabu-
rzenie P prowadzi do zagadnienia, którego nie potra�my rozwi¡za¢ w sposób
±cisªy. Ju» u zarania mechaniki nieba, kiedy Newton próbowaª zmierzy¢ si¦ z
zagadnieniem trzech ciaª Sªo«ce-Ziemia-Ksi¦»yc, okazaªo si¦, »e skazani jeste-
±my na stosowanie metod przybli»onych. W sytuacji, gdy siªa P jest maªa w
porównaniu do przyci¡gania dwóch punktów materialnych, stosujemy metod¦
kolejnych przyblize«, zwan¡ rachunkiem zaburze«. Jej najprostszy wariant po-
lega na tym, »e uznajemy ruch keplerowski r = r0(t), v = v0(t), za przybli-
»enie zerowe, dzi¦ki czemu zaburzenie P = P (r,v, t) staje si¦ jawn¡ funkcj¡
czasu P ≈ P (r0(t),v0(t), t) = P (t). Pierwsze przybli»enie otrzymujemy wi¦c
jako ruch keplerowski z poprawk¡ wyliczon¡ przy zaªo»eniu, »e warto±ci za-
burzaj¡cej siªy wyliczamy na orbicie keplerowskiej. Poprawk¦ taka nazywamy
perturbacjami pierwszego rz¦du. Perturbacje wy»szych rz¦dów wyliczamy
rozpatruj¡c siª¦, która nadal jest jawn¡ funkcj¡ czasu, ale jej warto±ci wyliczamy
zakªadaj¡c ruch, w którym uwzgl¦dniono wcze±niej wyliczone poprawki. W tym
sensie rachunek zaburze« realizuje metod¦ kolejnych przybli»e«, podobnie jak
to ma miejsce przy rozwi¡zywaniu równania Keplera metodami iteracyjnymi. O
ile jednak rozwi¡zuj¡c równanie Keplera otrzymujemy coraz dokªadniejsz¡ war-
to±¢ pierwiastka, to w rachunku zaburze« chcemy otrzyma¢ coraz dokªadniejsze
funkcje czasu r(t) i v(t).
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Stosowanie elementów oskulacyjnych upraszcza rachunek zaburze«, co ªatwo
zrozumie¢, gdy» funkcje r(t) i v(t) sa w ruchu keplerowskim raczej skompliko-
wane, natomiast elementy orbity s¡ wtedy trywialnymi funkcjami a = const,
e = const, itd. Jest to jednak uproszczenie okupione do±¢ »mudnym procesem
wyra»ania zaburzaj¡cej siªy P lub funkcji perturbacyjnej R poprzez elementy
orbity i anomali¦ ±redni¡. Oczywi±cie, ªatwiej wyrazi¢ poprzez elementy ke-
plerowskie jedn¡ funkcj¦ perturbacyjn¡ R, wchodz¡c¡ do równa« planetarnych
Lagrange'a, ni» sze±¢ prawych stron równa« Gaussa. Dlatego te», je±li tylko
P jest siª¡ potencjaln¡, to stosujemy równania Lagrange'a. W szczególno±ci,
ka»de zaburzenie wywoªanie siªami grawitacji mo»e by¢ opisane funkcj¡ pertur-
bacyjn¡, wi¦c na tym przypadku skupimy si¦ w dalszych rozwa»aniach.

Wyra»ona przy pomocy elementów oskulacyjnych i anomalii ±redniej funkcja
perturbacyjna ma posta¢ szeregu

R =
∑
jkmq

Ajkmq(a, e, I) cos (jM + kω +mΩ+ ϕjkmq), (8.15)

z amplitudami zale»nymi od póªosi a, mimo±rodu e i nachylenia I, oraz ar-
gumentem funkcji cosinus b¦d¡cym kombinacj¡ liniow¡ anomalii ±redniej M ,
argumentu perycentrum ω i dªugo±ci w¦zªa wst¦puj¡cego Ω. Faza ϕ mo»e by¢
staªa lub liniowo zale»na od czasu. Mo»e ona wynosi¢ π/2, przez co cosinus
przechodzi w sinus.

Zgodnie z logik¡ rachunku zaburze«, perturbacje pierwszego rz¦du w osku-
lacyjnej póªosi wielkiej otrzymamy bior¡c pierwsze z równa« (8.14)

ȧ = − 2

na

∂R

∂M
=

2

na

∑
jkmq

j Ajkmq(a, e, I) sin (jM + kω +mΩ+ ϕjkmq),

(8.16)
i uznaj¡c, »e jego prawa strona zale»y tylko od staªych elementów a0, e0, I0,
ω0, Ω0, oraz od liniowej funkcji czasu M = n0 t. Dla uproszczenia zaªó»my, »e
ϕjkmq = 0, wiec pomijamy indeks q przy sumowaniu. W tej sytuacji równanie
(8.16) rozwi¡zujemy bez trudu

a =
2

n0 a0

∫ ∑
jkm

j Ajkm(a0, e0, I0) sin (j n0 t+ kω0 +mΩ0)dt =

= a0 + a1, (8.17)

gdzie

a1 = − 2

n2
0 a0

∑
jkm

Ajkm(a0, e0, I0) cos (j n0 t+ kω0 +mΩ0), (8.18)

to perturbacje pierwszego rz¦du w póªosi wielkiej orbity. Zauwa»my, »e s¡ to
wyª¡cznie perturbacje okresowe, o okresie 2π/n0. Co prawda, dla j = 0 mamy w
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fukcji perturbacyjnej wyraz niezale»ny od M (a wi¦c staªy), ale jego pochodna
wzgl¦dem anomalii ±redniej w prawej stronie (8.16) znika (jest mno»ona przez
j = 0). Perturbacje, w których zale»no±¢ od czasu pojawia si¦ tylko wewn¡trz
okresowych funkcji sinus i cosinus nazywamy perturbacjami okresowymi. Je-
±li dla ruchu ±redniego n ich okres jest porównywalny z 2π/n lub krótszy, to
mówimy o perturbacjach krótkookresowych.

Równanie Lagrange'a dla oskulacyjnej póªosi wielkiej jest do±¢ wyj¡tkowe,
gdy» praktycznie wyklucza pojawienie si¦ w pierwszym przybli»eniu innych per-
turbacji ni» krótkookresowe (przy zaªo»eniu, »e wszystkie ϕjkmq s¡ staªe lub wol-
nozmienne). Legªo ono u podstaw twierdzenia Laplace'a o stabilno±ci Ukªadu
Sªonecznego � twierdzenia, które nie przetrwaªo próby czasu, gdy» zbyt maªo
uwagi po±wi¦ciªo mimo±rodom orbit.

Równania dla Ṁ , ω̇ i Ω̇ równie» maj¡ swoj¡ specy�k¦, gdy» ich prawe strony
strony mog¡ zawiera¢ wyrazy funkcji perturbacyjnej R z indeksem j = 0, czyli
wyrazy staªe z punktu widzenia ruchu keplerowskiego. Wynika to z faktu, »e
ró»niczkujemy tam amplitudy A, a nie argumenty funkcji cosinus. To za± ozna-
cza, »e oprócz wyrazów krótkookresowych pojawi¡ si¦ w anomalii ±redniej, ar-
gumencie perycentrum i dªugo±ci w¦zªa wst¦puj¡cego perturbacje wiekowe,
czyli wyrazy typu C t, gdzie C jest staª¡ - z zaªo»enia mniejsz¡ ni» ruch ±redni
n, gdy» sama funkcja perturbacyjna ma by¢ maªa w porównaniu z potencjaªem
zagadnienia dóch ciaª. Warto zauwa»y¢, »e perturbacje wiekowe w tych trzech
elementach powoduj¡ jedynie: mody�kacj¦ III prawa Keplera, systematyczny
obrót linii apsyd w pªaszczy¹nie orbity i precesj¦ linii w¦zªów.

Dochodziny teraz do kªopotliwego aspektu przyj¦cia orbity kepleroskiej (sta-
ªych elementów) jako pierwszego przybli»enia. We wszystkich oprócz ȧ równa-
niach, moga pojawi¢ si¦ wyra»enia typu

Ė ′ = F (a0, e0, I0)A0km sin (kω0 +mΩ0), (8.19)

lub

Ė ′′ = F (a0, e0, I0)
∂A0km

∂E ′ cos (kω0 +mΩ0), (8.20)

gdzie E ′ oznacza e lub I, E ′′ oznacza ω, Ω, lub M , za± F oznacza odpowiedni
czynnik wynikaj¡cy z równa« Lagrange'a. Dopóki uznajemy ω0 i Ω0 za staªe,
otrzymywa¢ b¦dziemy perurbacje wiekowe mno»one przez sinus lub cosinus tych
k¡tów. Jednak ten typ perturbacji jest w istocie niczym wi¦cej, jak wynikiem
zbyt uproszczonego modelu wyj±ciowego ruchu. Gdyby±my od pocz¡tku przyj¦li,
»e ω0 i Ω0 s¡ wolnozmiennymi, liniowymi funkcjami czasu, to caªkuj¡c (8.19)
otrzymamy

E ′ = −F (a0, e0, I0)A0km

kω̇0 +mΩ̇0

cos (kω0 +mΩ0),

dla mimo±rodu i nachylenia. Sa to tak zwane perturbacje dªugookresowe.
Maj¡ one charakter okresowy, gdy» ω0 i Ω0 s¡ liniowo zmienne w czasie, lecz
ich okres jest znacznie dªu»szy ni» okres obiegu 2π/n, poniewa» zmienno±¢ tych
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k¡tów wynika tylko z domy±lnie sªabych perturbacji. Zauwa»my, »e skoro cz¦-
stotliwo±ci w mianowniku s¡ znacznie mniejsze ni» ruch ±redni, to amplituda
perturbacji dªugookresowych powinna by¢ znacznie wi¦ksza ni» dla perturbacji
krótkookresowych.

Podsumowuj¡c, w typowych sytuacjach zaburzenia potencjalnego mamy:

• perturbacje krótkookresowe w a,

• perturbacje krótkookresowe i dªugookresowe w e, I,

• perturbacje krótkookresowe, dªugookresowe i wiekowe w Ω, ω, M .

W przypadku zaburze« niepotencjalnych, zwi¡zanych z rozpraszaniem energii
(np. przez opór o±rodka), perturbacje wiekowe mog¡ wyst¡pi¢ we wszystkich
elementach oskulacyjnych.
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Dodatek A

Efemeryda keplerowska

Efemeryd¡ nazywamy w astronomii przewidywane teoretycznie warto±ci poªo-
»enia lub poªo»enia i pr¦dko±ci pewnego ciaªa niebieskiego. Je±li u»yjemy do
takiego przewidywania wzorów zagadnienia dwóch ciaª, to otrzymujemy efe-

meryd¦ keplerowsk¡ tego ciaªa. Efemeryd¦ keplerowsk¡ na dowolny moment
czasu t obliczamy na podstawie podanych elementów orbity wraz z ich epok¡
pocz¡tkow¡ t0 lub tp oraz przyjmuj¡c znan¡ warto±¢ parametru grawitacyjnego
µ = k2 (m1 +m2).

W przypadku typowym, gdy z elementów wynika, »e orbita nie jest zdege-
nerowana, post¦pujemy wedªug podanego ni»ej algorytmu.

1. Okre±lamy typ orbity (elipsa, parabola czy hiperbola) na podstawie poda-
nych warto±ci mimo±rodu e i póªosi a lub odlegªo±ci perycentrum q (albo
parametru p).

2. Je±li orbita jest eliptyczna lub hiperboliczna, a nie znamy póªosi a, to
wyliczamy j¡ wzorem

a =
p

|1− e2|
=

q

|1− e|
.

Dla orbity parabolicznej wyliczamy p = 2 q lub q = p/2, zale»nie od tego,
który element zostaª podany.

3. Wyznaczamy ruch ±redni n z odpowiedniej postaci III prawa Keplera:

n =

√
µ

a3
, dla elipsy lub hiperboli,

n =

√
µ

p3
, dla paraboli.

4. Obliczamy warto±¢ anomalii ±redniej M dla epoki t, korzystaj¡c z wzoru

M = n (t− tp) = n (t− t0) +M0.

Dla orbity eliptycznej normalizujemy M do zakresu 0 6 M < 2π.
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5. Obliczamy warto±¢ anomalii mimo±rodowej E lub zmiennej D rozwi¡zuj¡c

• równanie Keplera dla elipsy M = E − e sinE,

• równanie Keplera dla hiperboli M = e sinhE − E,

• lub równanie Barkera dla paraboli M = 1
6 D

3 + 1
2 D.

Metoda iteracji prostych dla elipsy:

Ej+1 = M + e sinEj .

Metoda Newtona dla hiperboli:

Ej+1 = Ej +
M + Ej − e sinhEj

e coshEj − 1
.

Wzór ±cisªy dla paraboli:

D =
1− σ2

σ
gdzie σ =

(√
1 + 9M2 − 3M

) 1
3

.

6. Wyliczamy anomali¦ prawdziw¡ f = 2arctg Φ, gdzie

Φ =


√

1+e
1−e tg

E
2 , dla elipsy,√

e+1
e−1 tgh

E
2 , dla hiperboli,

D, dla paraboli.

7. Wyznaczamy odlegªo±¢

r =
p

1 + e cos f
,

oraz warto±ci wspóªrz¦dnych ξ,η oraz pr¦dko±ci ξ̇,η̇ w perycentrycznym
ukªadzie orbitalnym

ξ = r cos f,

η = r sin f,

ξ̇ = −
√

µ

p
sin f,

η̇ =

√
µ

p
(cos f + e) .

8. Transformujemy wektory poªo»enia rξηζ = (ξ, η, 0)T i pr¦dko±ci vξηζ =

(ξ̇, η̇, 0)T do przyj¦tego ukªadu wspóªrz¦dnych wykorzystuj¡c argument
perycentrum ω, nachylenie I oraz dªugo±¢ w¦zªa wst¦puj¡cego Ω:

rxyz = Nrξηζ , vxyz = Nvξηζ ,
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gdzie
N = R3(−Ω)R1(−I)R3(−ω).

W postaci jawnej

N11 = cosω cosΩ− cos I sinω sinΩ,

N12 = − sinω cosΩ− cos I cosω sinΩ,

N21 = cosω sinΩ + cos I sinω cosΩ,

N22 = − sinω sinΩ + cos I cosω cosΩ,

N31 = sin I sinω,

N32 = sin I cosω.

Trzecia kolumna macierzy N jest nieistotna.

W ten sposób otrzymujemy r i v w przyj¦tym ukªadzie wspóªrz¦dnych dla do-
wolnego momentu czasu t.
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Dodatek B

Elementy orbity z wektorów

poªo»enia i pr¦dko±ci

Jak z podanego wektora poªo»enia r i wektora pr¦dko±ci v w danej epoce t
wyliczy¢ elementy keplerowskie orbity ? Zakªadamy przy tym, »e znane s¡
masy obu ciaª, a wi¦c parametr grawitacyjny µ przyjmujemy jako wiadomy.
Dla uproszczenia zapisu, wszystkie wektory uto»samiamy z ich wspóªrz¦dnymi
w ukªadzie Oxyz, wi¦c r oznacza rxyz itd.

1. Ze wspóªrz¦dnych wektorów r i v wyliczamy odlegªo±¢ r i pr¦dko±¢ caªko-
wit¡ v

r =
√
r · r =

√
x2 + y2 + z2, v =

√
v · v =

√
ẋ2 + ẏ2 + ż2.

2. Wyliczamy warto±ci staªych ruchu h, G i e z de�nicji caªek siªy »ywej

h =
1

2

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
− µ

r
,

pól

G = r × v =

 G1

G2

G3

 =

 y ż − z ẏ
z ẋ− x ż
x ẏ − y ẋ

 .

i Laplace'a

e =
v ×G

µ
− r

r
=

 e1
e2
e3

 =
1

µ

 ẏ G3 − ż G2

ż G1 − ẋ G3

ẋ G2 − ẏ G1

− 1

r

 x
y
z

 .

3. Je±li h ̸= 0, wyliczmy póªo± wielk¡ lub rzeczywist¡ a

a =
µ

2 |h|
.

72



Je±li za± h = 0, to wyliczamy semilatus paraboli

p = (G2
1 +G2

2 +G2
3)/µ.

4. Mimo±ród orbity znajdujemy jako dªugo±¢ wektora Laplace'a

e =
√
e · e =

√
e21 + e22 + e23.

5. Je±li G ̸= 0, to nachylenie orbity I wyliczamy ze wspóªrz¦dnych wektora
G

c = cos I =
G3

G
, s = sin I =

√
G2

1 +G2
2

G
,

po czym stosujemy funkcj¦ arccos lub arcsin. Mo»na tak»e zastosowa¢
wzór dla tangensa poªowy k¡ta i wylicza¢

I = 2arctg

√
G2

1 +G2
2

G+G3
= 2arctg

G−G3√
G2

1 +G2
2

.

Konkretn¡ posta¢ wzoru wybieramy tak, aby uzyska¢ optymaln¡ dokªad-
no±¢ wyniku.

6. Je±li otrzymali±my warto±¢ I ̸= 0 oraz I ̸= π, to mo»emy wyznaczy¢
dªugo±¢ w¦zªa wst¦puj¡cego. Poniewa»

sinΩ =
G1

Gs
, cosΩ = −G2

Gs
,

z wzoru na tangens poªowy k¡ta mo»emy otrzyma¢

Ω = 2arctg
Gs+G2

G1
= 2arctg

G1

Gs−G2
.

7. Argument perycentrum mo»na wyznaczy¢ je»eli s ̸= 0 i e ̸= 0. Z de�nicji
e mamy wtedy

e3 = e s sinω,

Cosinus argumentu perycentrum znajdziemy posªuguj¡c si¦ dodatkowym
wektorem G× e. Jego rzut na o± Oz daje

G1 e2 −G2 e1 = Ge s cosω.

A zatem

sinω =
e3
e s

, cosω =
G1 e2 −G2 e1

Ge s
.

Korzystaj¡c z wzoru dla tangensa poªowy k¡ta otrzymujemy (podstawia-
j¡c za sinω i cosω prawe strony podanych wy»ej równa«)

ω = 2arctg
1− cosω

sinω
= 2arctg

sinω

1 + cosω
.
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8. Je±li e ̸= 0, mo»emy przyst¡pi¢ do poszukiwania anomalii ±redniej epoki
t. W tym celu zaczynamy od znalezienia anomalii prawdziwej

cos f =
e · r
e r

sin f =
G · (e× r)

Ge r
,

a nast¦pnie

D =
1− cos f

sin f
=

sin f

1 + cos f
,

wybieraj¡c wariant o lepszej dokªadno±ci numerycznej. Dla orbit hiper-
bolicznych lub eliptycznych

f = 2arctgD.

9. W zale»no±ci od typu orbity wyliczamy anomali¦ ±redni¡ M danej epoki
t nast¦puj¡co:

• Ruch eliptyczny: Znajdujemy anomali¦ mimo±rodow¡

E = 2arctg

(√
1− e

1 + e
D

)
,

po czym korzystamy z równania Keplera M = E − e sinE.

• Ruch hiperboliczny: Anomali¦ mimo±rodow¡ otrzymujemy z wzoru

E = 2Ar tgh

(√
e− 1

e+ 1
D

)
= ln

1 + e+D
√
e2 − 1

1 + e−D
√
e2 − 1

.

Nast¦pnie korzystamy z równania Keplera M = e sinhE − E.

• Ruch paraboliczny: Równanie Barkera dostarcza nam bezpo±red-
nio

M =

(
D2

3
+ 1

)
D

2
.

10. Je»eli chcemy znale¹¢ moment przej±cia przez perycentrum tak, aby szó-
stym elementem byªa anomalia ±rednia epoki tp równa 0, to wyliczamy
ruch ±redni n =

√
µ/a3 dla elipsy i hiperboli lub n =

√
µ/p3 dla paraboli

i stosujemy wzór

tp = t− M

n
.

Je»eli za± chcemy wyliczy¢ anomali¦ ±redni¡ M0 dla epoki t0 ̸= t, to

M0 = M + n (t0 − t).

W ten sposób skompletowali±my sze±¢ elementów kelperowskich orbity. W przy-
padkach szczególnych, gdy e = 0 lub s = 0, algorytm mo»na ªatwo zmody�kowa¢
aby posªu»yª do wyliczenia elementów nieosobliwych.
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