Dodatek A

Efemeryda keplerowska

Efemeryda nazywamy w astronomii przewidywane teoretycznie wartosci poto-
zenia lub polozenia i predkosci pewnego cialta niebieskiego. Jesli uzyjemy do
takiego przewidywania wzoréw zagadnienia dwoéch cial, to otrzymujemy efe-
meryde keplerowsks tego ciala. Efemeryde keplerowska na dowolny moment
czasu t obliczamy na podstawie podanych elementéw orbity wraz z ich epoka
poczatkowsa to lub ¢, oraz przyjmujac znang warto§é parametru grawitacyjnego
= k?(my +ms).

W przypadku typowym, gdy z elementéw wynika, ze orbita nie jest zdege-
nerowana, postepujemy wedlug podanego nizej algorytmu.

1. Okreslamy typ orbity (elipsa, parabola czy hiperbola) na podstawie poda-
nych warto$ci mimosrodu e i polosi a lub odleglosci perycentrum ¢ (albo
parametru p).

2. Jesli orbita jest eliptyczna lub hiperboliczna, a nie znamy poélosi a, to

wyliczamy ja wzorem » ¢

T 1-¢

Dla orbity parabolicznej wyliczamy p = 2 ¢ lub ¢ = p/2, zaleznie od tego,
ktory element zostal podany.

3. Wyznaczamy ruch $redni n z odpowiedniej postaci III prawa Keplera:

n=,/ %, dla elipsy lub hiperboli,

n=,/ %, dla paraboli.
p

4. Obliczamy warto$é anomalii sredniej M dla epoki t, korzystajac z wzoru
M:Tl(tftp) :n(tft()) +M().

Dla orbity eliptycznej normalizujemy M do zakresu 0 < M < 2.



5. Obliczamy warto$é¢ anomalii mimosrodowej E lub zmiennej D rozwiazujac

e rownanie Keplera dla elipsy M = E — esin E,
e rownanie Keplera dla hiperboli M = esinh F — F,

e lub réwnanie Barkera dla paraboli M = ¢ D%+ 3 D.
Metoda iteracji prostych dla elipsy:
Ejt1 =M +esinLj.
Metoda Newtona dla hiperboli:

M + E; — esinh
ecoshF; —1

Ej1 = Ej +
Wzor $cisty dla paraboli:

D:Af%, odzie A — <3M+\/1+9M2)§.

6. Wyliczamy anomalie prawdziwa f = 2 arctg ®, gdzie

tetg & dla elipsy,
q) = € E . .
\/ S5tgh £, dla hiperboli,
D, dla paraboli.
7. Wyznaczamy odleglosé
_ p
"T T+ ecos f’

oraz wartosci wspolrzednych &,m oraz predkosci £ ,) W perycentrycznym
uktadzie orbitalnym

& = rcosf,
n = rsinf,

é = _\/E Sinfa
p
\/g (cosf+e).

8. Transformujemy wektory polozenia re,c = (£,71,0)T i predkosci ve,c =

=.
Il

(é,ﬁ,O)T do przyjetego uktadu wspolrzednych wykorzystujac argument
perycentrum w, nachylenie I oraz dtugo$é¢ wezla wstepujacego 2:

Tay: = Nrepe,  Vay. = Nvey,



gdzie
N = Rg(—Q)Rl(—I)R3(—W).

W postaci jawnej

Ny; = cosw cos§) —cosl sinw sin§?,
Ny = —sinw cos§ — cosl cosw sin ),
Ny; = cosw sinf) + cos [ sinw cos (2,
Ny = —sinw sin{) + cos I cosw cos (),
N3; = sin/ sinw,

N3 = sinl cosw.

Trzecia kolumna macierzy N jest nieistotna.

W ten sposob otrzymujemy r i v w przyjetym uktadzie wspotrzednych dla do-
wolnego momentu czasu t.



Dodatek B

Elementy orbity z wektorow
polozenia 1 predkosci

Jak z podanego wektora polozenia r i wektora predkosci v w danej epoce t
wyliczy¢ elementy keplerowskie orbity ? Zakladamy przy tym, ze znane sa
masy obu cial, a wiec parametr grawitacyjny p przyjmujemy jako wiadomy.
Dla uproszczenia zapisu, wszystkie wektory utozsamiamy z ich wspotrzednymi
w uktadzie Ozyz, wiec r oznacza ry,. itd.

1. Ze wspotrzednych wektoréw r i v wyliczamy odlegtoséé r i predkosé catko-
wita v

r=+r-r=+r2+y2+22, v=vv-v=+122+9%+ 2%

2. Wyliczamy wartosci statych ruchu h, G i e z definicji calek sity zywej

L o 90, .2 M
h:§(m +9 —l—z)—;,
pol
G1 Yyz—zy
G=rxv= Go = 2L—x3
Gs TY—yx
i Laplace’a
1Gs — 2G T
G €1 1 YyGs 2 1
e:’UX 721 €2 = — 2G1—i‘G3 — — Yy
H r €3 H j}'GQ_y'Gl T z

3. Jesli h # 0, wyliczmy potos wielka lub rzeczywista a

I

a:m.

4



Jesli zasg h = 0, to wyliczamy semilatus paraboli
p=(Gi+G3+G3)/p.

. Mimosrod orbity znajdujemy jako dlugosé wektora Laplace’a

e=+e-e= /el +e2+ el

. Jesli G # 0, to nachylenie orbity I wyliczamy ze wspolrzednych wektora

G
. /72 P)
c:cosfz%, s:sinlzw,

po czym stosujemy funkcje arccos lub arcsin. Mozna takze zastosowaé
wzor dla tangensa polowy kata i wyliczac

N[ Ewe: G- G
L2 darctg ———.
G+ Gs VG +G3

Konkretna posta¢ wzoru wybieramy tak, aby uzyskaé¢ optymalng doktad-
nosé¢ wyniku.

I =2arctg

. Jesli otrzymaliSmy wartos¢ I # 0 oraz I # 7, to mozemy wyznaczy¢
dtugosé wezta wstepujacego. Poniewaz
G1 GQ

inQ)=— Q=—-——
sin s cos e

z wzoru na tangens polowy kata mozemy otrzymaé

Q= 2arctgGsT+1G2 = 2arctg %_1612

. Argument perycentrum mozna wyznaczy¢ jezeli s # 0 i e # 0. Z definicji
e mamy wtedy

es = e s sinw,
Cosinus argumentu perycentrum znajdziemy postugujac sie dodatkowym
wektorem G X e. Jego rzut na o$ Oz daje

Gies —Goep = Ges cosw.
A zatem
Giez —Gaeg
Ges ’

Korzystajac z wzoru dla tangensa potowy kata otrzymujemy (podstawia-
jac za sinw 1 cosw prawe strony podanych wyzej réwnari)

. €3
Sinw = —, COSw =
es

1 —cosw sin w
w = 2arctg —— = 2arctg ——

sinw 1+ cosw’



8. Jesli e # 0, mozemy przystapi¢ do poszukiwania anomalii $redniej epoki
t. W tym celu zaczynamy od znalezienia anomalii prawdziwej

cosf:—e.r Sinf:7G~(exr)7
er Ger

a nastepnie

_l—cosf = sinf

~ sinf  14cosf’
wybierajac wariant o lepszej dokladnosci numerycznej. Dla orbit hiper-
bolicznych lub eliptycznych

f =2arctg D.

9. W zaleznosci od typu orbity wyliczamy anomalie srednia M danej epoki
t nastepujaco:

e Ruch eliptyczny: Znajdujemy anomalie mimosrodowa

1—
E:2arctg< 1+6D>,
e

po czym korzystamy z réwnania Keplera M = E — esin F.

e Ruch hiperboliczny: Anomalie mimosrodowa otrzymujemy z wzoru

e—lD 71n1+6+D\/62—1
e+1 Cl4e—DVe2—1

Nastepnie korzystamy z réwnania Keplera M = esinh F — F.

E =2Artgh <

e Ruch paraboliczny: Réwnanie Barkera dostarcza nam bezposred-

nio D2 D
M=(=Z=+1) =
(513

10. Jezeli chcemy znalezé moment przej$cia przez perycentrum tak, aby szo-
stym elementem byla anomalia érednia epoki ¢, réwna 0, to wyliczamy
ruch éredni n = /p/a3 dla elipsy i hiperboli lub n = /u/p3 dla paraboli
i stosujemy wzor

M

ty=t——.
P n

Jezeli zas chcemy wyliczy¢ anomalie srednia, M, dla epoki ty # t, to
MO =M+n(t0—t).
W ten sposob skompletowalismy sze$é¢ elementéw kelperowskich orbity. W przy-

padkach szczegoélnych, gdy e = 0 lub s = 0, algorytm mozna tatwo zmodyfikowaé
aby postuzyt do wyliczenia elementéw nieosobliwych.



