WYKLAD 2
Uzmiennianie stalych — wykorzystanie calek ruchu. Elementy
oskulacyjne. Skladowe RTB i NSB sily zaburzajacej. Rownanie
Gaussa dla poélosi wielkiej.

1.2.2 Wykorzystanie calek ruchu
W wielu sytuacjach réwnania ruchu w zmiennych oskulacyjnych mozna otrzy-
mac¢ w prostszy sposéb niz ten, ktéry zostal przedstawiony w rozdziale 1.2.1.
Wystarczy zrézniczkowac calki ruchu zagadnienia definiujacego (1.11), uwzgled-
niajac pojawienie si¢ nowej sity w v.

Oscylator z Przyktadu 1.2 posiada caltke energii

E=1(®f+wipg) = const. (1.35)

Energia jest tez zwigzana z amplituda A
w2
E = ?O A2, (1.36)

Ro6zniczkujac oba réwnania, dostajemy
E=0d4wipp=>0F,. (1.37)

oraz . .
E=wlAA (1.38)

Przyréwnujac stronami (1.37) i (1.38), oraz uwzgledniajac ¢ = @, & = —w2 o+
F1 i ® = Awg cos ), otrzymujemy

. F
A = A w—ocosz/). (1.39)

Pododobng procedure zastosujemy do otrzymania rownan Gaussa.

1.3 Elementy oskulacyjne i rownania Gaussa
Elementy oskulacyjne to uzmiennione stale orbity keplerowskiej. Jesli do

zgadnienia dwoch cial z silg

_ K
FO—*T—BT,

dodamy site zaburzajaca F'; = P, i utrzymamy w mocy zwiazki miedzy ele-
mentami keplerowskimi &:

a, e, I, w, Q, My= M(tp),

a polozeniem i predkoscia w dowolnym momencie ¢, to uzmiennione elementy
przestaja by¢ stalymi ruchu.



Rysunek 1.1: Bazy r-t-b i n-s-b. Wersor binormalny skierowany jest ,,do gory”
— prostopadle do plaszczyzny rysunku.

Moment czasu na ktory wyliczamy r i v nazywamy epoka oskulacji. Jednym
z elementéw oskulacyjnych jest My(t) — anomalia $rednia epoki odniesienia
to dla epoki oskulacji ¢.

Bedziemy rozpatrywaé réwnania ruchu

r = w,

. p

Vo= - 5T + P. (1.40)
Znaczenie stalej p zalezy od typu zagadnienia — wzglednego lub barycentrycz-

nego. Rééwnania dla a, é, itd. przy dowolnej postaci sity P nazywamy réwna-
niami Gaussa.

1.3.1 Skladowe sily zaburzajacej
Mozna wprowadzi¢ dwie ortogonalne bazy w ktoérych rozpatrujemy P
Baza ,r-t-b” zdefiniowana jest przez wersory

1

e radialny ©# = rr~ — wzdluz promienia wodzacego,

e transwersalny ¢ = bx# — prostopadty do radialnego i lezacy w plaszczyznie
orbity,

e binormalny b= GG ! - wzdhuz wektora momentu pedu.
Sktadowe sity P w tej bazie oznaczymy odpowiednio przez R, T'i B:
P = Ri+ Tt + Bb.

Baza ,n-s-b” sklada sie z nastepujacych wersoréw:



e normalego n = § X B, ktory okresla kierunek normalnej zewnetrznej do
krzywej jaka jest orbita,

e stycznego 8 = vv !, ktory pokrywa sie z kierunkiem wektora predkosci,
e binormalnego E, wspolnego dla obu baz.
Sita P ma w tej bazie sktadowe N, S'i B:
P = Nn+ S5+ Bb.

Przejécie pomiedzy R, T'i N, S realizujemy poprzez obrét o kat 5 — 4, gdzie 0
jest katem miedzy wektorami r i v:

R = Nsind + S cosd,

. (1.44)
T =—Ncosd+ Ssind,
N = Rsind — T cos 6,
. (1.45)
S = Rcosd + T'sind,
Wprowadzajac
v =+/1+2ecos f + 2,
tak, aby v = v /p/p, otrzymujemy
coss  — esinf’
Y
1
sng — L1tecosf p (1.46)
Y Ty
1.3.2 Od calki sil zywych do a
Roézniczkujemy catke sit zywych
_ 1 H
h=35v-v— — (1.47)
otrzymujac
h = v o+ o =TT
(r-m)?
Wstawiamy 7 i ¥ z rownan (1.40)
h = P (1.48)
Stata energii h jest bezposrednio powigzana z polosig wielky elipsy a wzorem
h = —p/(2a), a zatem oprocz (1.48) mamy réowniez
Lo (1.49)
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Przyrownujac stronami réownania (1.48) i (1.49) dochodzimy do pierwszego z
réwnan Gaussa

2 2

a=2 Py (1.50)
I
W bazie n-s-b )
. 2a%v
= . 1.51
a e S (1.51)
W bazie r-t-b )

a:% (Resinf+§T). (1.52)

Rownan (1.51) i (1.52) nie wolno stosowaé do orbit prostolinowych. Réwnan
(1.50), (1.51) i (1.52) nie wolno stosowa¢ dla orbit innych niz eliptyczne.

CWICZENIA

Zadanie 2.1 Podaj wzory na skladowe wersoréw 7, ¢, f), n i § jako funkcje ele-
mentoéw keplerowskich a, e, w, €, anomalii prawdziwej f i zmiennych pomocni-
czych v, s =sinl, ¢ = cos I. Sprawdz ortogonalno$¢ tak wyrazonych wersoréw.

Zadanie 2.2 Ruch keplerowski zaburzony jest sity

P=—ar. (8)
Roz16z P na skladowe R, T, B i podaj rownanie Gaussa dla @ w tym przypadku.
Zadanie 2.3 Ruch keplerowski zaburzony jest sitg

P=-az, 9)

skierowang wzdluz osi z uktadu wspolrzednych. Rozt6z P na sktadowe R, T,
B i podaj réownanie Gaussa dla ¢ w tym przypadku.



