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Rozdziaª 1

Zagadnienie N ciaª

1.1 Sformuªowanie zagadnienia w dowolnym ukªa-

dzie inercjalnym

Zagadnienie N ciaª mo»emy ±miaªo uzna¢ za jeden z najwa»niejszych i naj-
starszych problemów mechaniki nieba. Zwi¦¹le mo»na wyrazi¢ to zagadnienie
nast¦puj¡co:

Okre±li¢ ruch ukªadu N punktów materialnych pod wpªywem ich
wzajemnego przyci¡gania.

Podana de�nicja wymaga jednak rozwini¦cia. Zacznijmy od tego, »e przez
�okre±li¢ ruch� rozumiemy podanie jawnej zale»no±ci poªo»e« i pr¦dko±ci
wszystkich punktów materialnych od czasu. Z kolei przez punkty materialne
mo»emy tak»e rozumie¢ kule z izotropowym rozkªadem g¦sto±ci (por. wzory
opisuj¡ce potencjaª kuli we Wst¦pie do mechaniki nieba).

�atwo sobie u±wiadomi¢, »e formuªuj¡c zagadnienie N ciaª siedemna-
stowieczni mechanicy nieba i ich nast¦pcy mierzyli wysoko: chodziªo prze-
cie» o poznanie przeszªo±ci i przyszªo±ci Ukªadu Sªonecznego a nawet caªego
Wszech±wiata. Pierwszy sukces, jakim byªo rozwi¡zanie przypadku N = 2
(zagadnienia dwóch ciaª), nie zostaª jednak powtórzony ani dla dowolnegoN ,
ani nawet dla jakiej± konkretnej warto±ci N > 2. Po trzech stuleciach bada«
zagadnienie to pozostaje nierozwi¡zane, a rozwój mechaniki nieba polega
na coraz lepszym rozumieniu, czemu nie mo»na go rozwi¡za¢ w przypadku
ogólnym i jak daleko mo»emy si¦ posun¡¢ w rozwi¡zywaniu jego przypadków
szczególnych.

Jak wiemy, siªy grawitacji mechaniki klasycznej s¡ siªami potencjalnymi,
wi¦c nic nie stoi na przeszkodzie, aby analizowa¢ zagadnienie N ciaª w ra-
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mach formalizmu kanonicznego. Do opisu ruchu u»yjemy wektora wspóª-
rz¦dnych uogólnionych r ∈ R3N , skªadaj¡cego si¦ z N wektorów poªo»enia
poszczególnych mas w wybranym ukªadzie inercjalnym,

r = col(r1, r2, . . . , rN )

ze wspóªrz¦dnymi kartezja«skimi ri = (xi, yi, zi)T. Symbolem col oznaczamy
wektor kolumnowy zbudowany ze wspóªrz¦dnych kolejnych wektorów wymie-
nionych w nawiasie. Podobnie, wektor p¦dów uogólnionych R ∈ R3N , b¦dzie
si¦ skªadaª z N p¦dów newtonowskich

R = col(R1,R2, . . . ,RN ),

gdzie Ri = (Xi, Yi, Zi)T. Mamy wi¦c wektor stanu w 6N -wymiarowej prze-
strzeni fazowej

ξ = col(r, R),

i pozostaje nam ustalenie funkcji Hamiltona dla tego zagadnienia, która po-
winna by¢ sum¡ energii kinetycznej i potencjalnej.

Potencjaª ukªadu N punktów materialnych uzyskujemy sumuj¡c poten-
cjaªy kolejnych par punktów, a zatem

VN = −
1
2

N∑
i = 1

N∑
j = 1
j ̸= i

k2mimj
∆ij

, (1.1)

gdzie k � staªa Gaussa,mi,mj � masy ciaª, za± ∆ij oznacza odlegªo±¢ mi¦dzy
ciaªami i oraz j

∆ij = ||rj − ri|| =
√
(xj − xi)2 + (yj − yi)2 + (zj − zi)2. (1.2)

Poniewa» ∆ij = ∆ji, wzór (1.1) zawiera jedynie N (N − 1)/2 ró»nych wyra-
zów, co tªumaczy pojawienie si¦ czynnika 12 (oddziaªywanie wzajemne ka»dej
pary pojawia si¦ we wzorze dwa razy, co wymaga korekty). Czasem wygodniej
jest przeprowadzi¢ sumowanie tak, aby oddziaªywanie ka»dej pary wchodziªo
do sumy tylko raz. U»ywamy wtedy postaci

VN (r) = −
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

k2mimj
||rj − ri||

. (1.3)

Poniewa» energia kinetyczna ma posta¢

T (R) =
N∑
i=1

R2i
2mi
, (1.4)
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funkcja Hamiltona H nie zale»y jawnie od czasu i mo»emy j¡ zapisa¢ w
postaci sumy

H(r,R) = T (R) + VN (r), (1.5)

gdzie energia kinetyczna dana jest wzorem (1.4), za± energia potencjalna
mo»e mi¦¢ jedn¡ z dwóch równowa»nych postaci (1.1) lub (1.3).

Kanoniczne równania ruchu otrzymywane z (1.5) maj¡ posta¢



ṙ1
· · ·
ṙi
· · ·
ṙN
Ṙ1
· · ·
Ṙi
· · ·
ṘN



= J∇H =



R1
m1
· · ·
Ri
mi
· · ·
RN
mN∑N
j=2

k2m1mj
∆31j

(rj − r1)
· · ·∑N
j=1,j ̸=i

k2mimj
∆3ij

(rj − ri)
· · ·∑N−1
j=1

k2mN mj
∆3Nj

(rj − rN )



, (1.6)

gdzie J oznacza standardow¡ macierz symplektyczn¡, za± operator ∇ to

∇ = ∇ξ = col(∇r,∇R).

1.2 Caªki ruchu zagadnienia N ciaª

Poniewa» znane nam zagadnienie dwóch ciaª mo»emy uzna¢ za przypadek
szczególny zagadnieniaN ciaª, sprawdzimy czy caªki ruchu zagadnienia dwóch
ciaª daj¡ si¦ uogólni¢ na przypadek dowolnej liczby punktów materialnych.

1.2.1 Caªka siª »ywych (energii)

Ogromn¡ zalet¡ formalizmu kanonicznego jest fakt, »e caªka energi wynika
ju» z samego faktu istnienia niezale»nej od czasu funkcji Hamiltona (1.5), a
zatem mamy

H(r,R) = const. (1.7)

Caªka energii (siª »ywych) jest caªk¡ skalarn¡.
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1.2.2 Caªki ±rodka masy (barycentrum)

Przyjrzyjmy si¦ prawym stronom równa« (1.6). Je±li zsumowa¢ wszystkie
wektory Ṙi, to otrzymamy

N∑
i=1

Ṙi =
N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

k2mimj
∆3ij

(rj − ri) = 0, (1.8)

ze wzgl¦du na symetri¦ poszczególnych par wyrazów (n.p. i = 1, j = N oraz
i = N, j = 1 itd.).

Caªkuj¡c obie strony (1.8) otrzymujemy trzy caªki ruchu

N∑
i=1

Ri = a = const, (1.9)

zale»ne od staªych ruchu a ∈ R3. Je±li przypomnimy teraz zwi¡zek mi¦dzy
p¦dami a pr¦dko±ciami ciaª, to mo»emy przepisa¢ caªki (1.9) w postaci

N∑
i=1

mi ṙi = a.

Elementarne caªkowanie prowadzi do kolejnych trzech caªek ruchu

N∑
i=1

mi ri = a t+ b, (1.10)

w których pojawiªy si¦ trzy nowe staªe ruchu b ∈ R3.
Sze±¢ caªek ruchu (1.9) i (1.10) nazywamy caªkami ±rodka masy (mniej

poprawnie, cho¢ powszechnie � caªkami barycentrum). Nazwa jest o tyle
uzasadniona, »e poªo»enie ±rodka masy ukªadu N ciaª dane jest wektorem

rB =
∑N
i=1mi ri∑N
i=1mi

, (1.11)

a w takim razie mamy

rB =
a t+ b∑N
i=1mi

. (1.12)

Innymi sªowy, ukªad odniesienia zwi¡zany z barycentrum ukªadu N ciaª jest
ukªadem inercjalnym. Warto zwróci¢ uwag¦, »e w ukªadzie barycentrycz-
nym suma p¦dów jest wektorem zerowym, gdy» oczywi±cie ukªad spoczywa
wzgl¦dem samego siebie i mamy a = 0, co w ±wietle (1.9) prowadzi do∑N
i=1Ri = 0.
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1.2.3 Caªki momentu p¦du (pól)

Caªkowity moment p¦du ukªadu N ciaª jest sum¡ poszczególnych momentów
p¦du, to znaczy

G =
N∑
i=1

Gi =
N∑
i=1

ri ×Ri. (1.13)

Mo»emy teraz sprawdzi¢, »e wektor G jest staªy podczas ruchu ukªadu. Ró»-
niczkuj¡c (1.13) dostajemy

Ġ =
N∑
i=1

(
ṙi ×Ri + ri × Ṙi

)
.

Je±li podstawi¢ prawe strony równa« (1.6) w miejsce ṙi oraz Ṙi, to docho-
dzimy do

Ġ =
N∑
i=1

Ri
mi
×Ri + ri ×

N∑
j=1,j ̸=i

k2mimj
∆3ij

(rj − ri)

 .
Pami¦taj¡c, »e dla ka»dego wektora v × v = 0, upraszczamy Ġ do postaci

Ġ =
N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

k2mimj
∆3ij

ri × rj = 0.

W ostatnim kroku wykorzystali±my po raz kolejny antysymetri¦ sumowanych
wyrazów � podobnie jak przy wyprowadzeniu caªek barycentrum.

W ten sposób udowodnili±my, »e istniej¡ kolejne trzy caªki zagadnienia
N ciaª

G =
N∑
i=1

ri ×Ri = const, (1.14)

zwane caªkami momentu p¦du lub caªkami pól.

1.3 Niecaªkowalno±¢ zagadnienia N ciaª

Ukªad rówa« ró»niczkowych rz¦du M uznajemy za caªkowalny (tzn. rozwi¡-
zywalny) je±li znajdziemy jego M − 1 niezale»nych caªek pierwszych. Liczba
M − 1 bierze si¦ st¡d, »e ka»da caªka ruchu obni»a rz¡d ukªadu o 1, ale
nie musimy obni»a¢ rz¦du a» do zera, gdy» równanie ró»niczkowe pierwszego
rz¦du potra�my rozwi¡za¢. Co prawda, dla ukªadu kanonicznego rz¦du 2K
wystarcza do caªkowalno±ci K caªek pierwszych w inwolucji (tzn. takich,

5



»e ich nawiasy Poissona s¡ równe 0), ale nie b¦dziemy z tego twierdzenia
korzysta¢ w obecnych rozwa»aniach.

Je±li policzy¢ caªki znalezione w poprzednim rozdziale, to bez wzgl¦du
na liczb¦ ciaª N otrzymali±my 10 niezale»nych caªek ruchu (1 energii + 6
barycentrum + 3 pól). Wi¦cej caªek ruchu dla dowolnego N nie da si¦ zna-
le¹¢, co pod koniec XIX wieku udowodnili najpierw Heinrich Bruns (1887) i
Henri Poincaré (1896) dla N = 3 a nast¦pnie Paul Painlevé (1898) dla do-
wolnego N . (Twierdzenie Brunsa-Poincarégo przedstawione jest w Dynamice

analitycznej Whittakera). W najnowszej wersji (E. Julliard-Tosel, 2000) to
klasyczne twierdzenie brzmi:

W newtonowskim zagadnieniu N ciaª z N  3 w przestrzeni Rp,
gdzie 1 ¬ p ¬ N , ka»da caªka pierwsza, która jest algebraiczna1

wzgl¦dem poªo»e«, p¦dów i czasu jest algebraiczn¡ funkcj¡ caªek:
energii, momentu p¦du (p(p−1)/2 skªadowych) oraz barycentrum
(2p skªadowych).

Ograniczmy si¦ do klasycznego p = 3. Je±li nie mo»na znale¹¢ innych
caªek ni» wy»ej wymieniona dziesi¡tka, to brakuje nam 6N − 11 i musimy
uzna¢, »e dla N > 2 zagadnienie jest niecaªkowalne. Innymi sªowy, nie po-
tra�my rozwi¡za¢ zagadnienia N ciaª dla N > 2.

A jak wygl¡da sytuacja dla N = 2 ? W zasadzie brakuje nam jednej caªki
ruchu, ale pami¦tajmy, »e poprzedni rozdziaª nie uwzgl¦dniª caªki Laplace'a,
która pojawia si¦ tylko i wyª¡cznie w zagadnieniu dwóch ciaª.

1Funkcja y = f(x) jest algebraiczna stopnia n, je±li speªnia równanie
∑n

j=0 wj(x)y
j =

0, gdzie wj(x) s¡ wielomianami.
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WYK�AD 2

Czy stwierdzenie niecaªkowalno±ci zagadnienia N ciaª zamyka caªy pro-
blem ? Na pewno nie. Jest to zagadnienie zbyt wa»ne, aby mo»na byªo w tym
momencie umy¢ r¦ce. Chcemy zna¢ przyszªe i przeszªe kon�guracje planet i
ksi¦»yców, stawiamy pytania o ewolucj¦ gromad gwiazdowych i galaktyk a
wszystkie te pytania wymagaj¡ rozwi¡zywania zagadnienia N ciaª. Je±li wi¦c
mamy do czynienia z zagadnieniem niecaªkowalnym w przypadku ogólnym,
to musimy próbowa¢

1. znale¹¢ szczególne przypadki, które posiadaj¡ rozwi¡zanie dokªadne,

2. zastosowa¢ metody, które dostarcz¡ nam przybli»onego rozwi¡zania,
wa»nego na pewnym okre±lonym odcinku czasu,

3. zbada¢ ruch w sytuacji, gdy przyci¡ganie jednego z ciaª jest znacznie
silniejsze ni» wzajemne przyci¡ganie pozostaªych.

Punkt 1. zaowocowaª wykryciem i badaniem tzw. kon�guracji centralnych;
nie b¦dziemy tu omawia¢ ich bli»ej, ale przedstawimy je w zagadnieniu trzech
ciaª. Punkt 2. dotyczy tzw. metod numerycznych a punkt 3. � metod anali-
tycznych mechaniki nieba. Ka»dej z nich po±wi¦cimy wi¦cej miejsca w przy-
szªo±ci.

Tak czy inaczej, musimy zastanowi¢ si¦ nad wykorzystaniem znanych
caªek do sformuªowania równa« ruchu w postaci wygodniejszej ni» (1.6).

1.4 Wa»niejsze typy równa« ruchu stosowane w za-

gadnieniu N ciaª

1.4.1 Pªaszczyzna niezmiennicza i zmienne barycentryczne

Równania ruchu (1.6) zostaªy wypisane w dowolnym ukªadzie inercjalnym i z
tego wzgl¦du bywaj¡ nazywane �absolutnymi�. Zauwa»my jednak, »e umiej-
scowienie takiego ukªadu w przestrzeni jest raczej kªopotliwe. Aby wprowa-
dzi¢ bardziej dogodny ukªad odniesienia, wykorzystamy caªki barycentrum
(1.9) i (1.10) oraz caªki pól (1.14).

Pami¦tamy, »e ukªad zwi¡zany ze ±rodkiem masy N ciaª jest inercjalny. A
zatem zacznijmy od umieszczenia ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych w barycen-
trum ukªadu. Mo»emy wi¦c u»ywa¢ dotychczasowych symboli r i R, uznaj¡c
jedynie, »e teraz s¡ to poªo»enia i p¦dy mierzone wzgl¦dem barycentrum. W
ukªadzie takim wektor ±rodka masy to rB = 0 i staªe barycentrum s¡ rów-
nie» zerowe (a = b = 0). Poªo»enie ±rodka masy wzgl¦dem dowolnego z N
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ciaª mo»na ªatwo wyliczy¢ z (1.11). Na przykªad, je±li znamy tylko wzgl¦dne
wektory poªo»enia N − 1 ciaª mierzone od ciaªa pierwszego ui = ri − r1 dla
i = 2, . . . , N , to warunek

N∑
i=1

mi ri = m1 r1 +
N∑
i=2

mi (ui + r1) = 0,

pozwala na umiejscowienie barycentrum wzgl¦dem masy m1. Punkt ten b¦-
dzie miaª wzgl¦dem m1 wspóªrz¦dne −r1 czyli

−r1 =
∑N
i=2mi ui∑N
i=1mi

.

W podobny sposób mo»na wykorzysta¢ warunek

N∑
i=1

miṙi = 0

do wyznaczenia pr¦dko±ci barycentrum wzgl¦dem jednej z mas.
Ustalenie ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych to jeszcze nie wszystko. Musimy

zna¢ kierunki jego osi i mie¢ pewno±¢, »e s¡ one staªe wzgl¦dem �absolutnych�
kierunków newtonowskiego Wszech±wiata. Co prawda, od strony czysto for-
malnej mo»na by si¦ zdecydowa¢ na przypadkowy wybór kierunków osi, na
przykªad wybieraj¡c dwa ciaªa i prowadz¡c pªaszczyzn¦ Oxy przez barycen-
trum oraz punkty, w których ciaªa te znajduj¡ si¦ w momencie t0. Istnieje
jednak ciekawszy sposób wyboru kierunków osi, który umo»liwiaj¡ nam caªki
pól. Z caªek pól wynika staªo±¢ kierunku wektora caªkowitego momentu p¦du
G, b¦d¡ca kluczem do wprowadzenia tak zwanej pªaszczyzny niezmienniczej.

Pªaszczyzna niezmiennicza ukªadu N ciaª przechodzi przez jego
barycentrum i jest zorientowana tak, aby wektor G byª do niej
normalny.2

Wprowadzaj¡c pªaszczyzn¦ niezmiennicz¡ okre±lili±my jedynie kierunek osi
Oz i pªaszczyzn¦ Oxy. Pozostaje wybór kieunku osi Ox, ale jest to problem
drugorz¦dny. Na przykªad, mo»na ustali¢ poªo»enie osi Ox uzgadniaj¡c j¡
z rzutem jednego z wektorów poªo»e« ri na pªaszczyzn¦ Oxy w wybranym
momencie czasu t0.

2Pªaszczyzna niezmiennicza bywa nazywana pªaszczyzn¡ Laplace'a, ale ta druga nazwa
mo»e pojawi¢ si¦ i w innych zagadnieniach (ruch satelitów spªaszczonej planety) gdzie
posiada odmienne znaczenie.
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Jak wida¢, ukªad barycentryczny ma t¦ zalet¦, »e mo»na go zde�nio-
wa¢ niejako wewn¡trz ukªadu N ciaª, bez »adnych informacji o absolutnym
ukªadzie wspóªrz¦dnych. Jest on czasem wykorzystywany do badania Ukªadu
Sªonecznego jako szczególnego przypadku zagadnienia N ciaª. Dynamiczna
specy�ka Ukªadu Sªonecznego polega na tym, »e wi¦kszo±¢ masy skupiona
jest w Sªo«cu, a wi¦c barycentrum znajduje si¦ blisko ±rodka Sªo«ca, nato-
miast gªówny wkªad do orbitalnego momentu p¦du (mierzonego wzgl¦dem
barycentrum) wnosz¡ planety. Wi¦kszo±¢ planet porusza si¦ w odlegªo±ci
kilku stopni od pªaszczyzny niezmienniczej (Ekliptyka nachylona jest do niej
o okoªo 1◦.5).

Na zako«czenie powtórzmy, »e w ukªadzie barycentrycznym obowi¡zuje
funkcja Hamiltona (1.5) i równania ruchu (1.6), z dodatkowymi warunkami

N∑
i=1

mi ri = 0,
N∑
i=1

Ri = 0. (1.15)

Warunki te mo»na wykorzysta¢ do obni»enia rz¦du ukªadu (1.6). Na przy-
kªad, mo»na usun¡¢ z ukªadu równania dla ṙ1 i Ṙ1, przy czym pojawiaj¡ce
si¦ w prawych stronach pozostaªych równa« wielko±ci r1, R1 zast¦pujemy
wektorami

r1 = −
1
m1

N∑
i=2

mi ri, R1 = −
N∑
i=2

Ri.

Redukcja taka wygl¡da do±¢ atrakcyjnie, ale w praktyce stosowana jest do±¢
rzadko, gdy» z punktu widzenia metod analitycznych komplikuje ona posta¢
równa« ruchu, za± z punktu widzenia metod numerycznych pozbawia nas
mo»liwo±ci kontroli wyników poprzez sprawdzenie zachowania caªek ±rodka
masy.

1.4.2 Klasyczne równania ruchu wzgl¦dnego

Zagadnienie dynamiki Ukªadu Sªonecznego lub ukªadu ksi¦»yców planety su-
geruje nam, aby upro±ci¢ rozwa»ania przez odniesienie poªo»e« i pr¦dko±ci
do wyró»nionego punktu materialnego, takiego jak Sªo«ce czy planeta cen-
tralna. Wybieg taki obni»a rz¡d ukªadu równa« o 6 i stosowany byª ju» od
zarania mechaniki nieba. Aby wyró»ni¢ jedno z ciaª przyjmijmy dla niego
indeks 0 a pozostaªe ciaªa numerujmy od 1 do N − 1.

W klasycznym uj¦ciu operujemy wzgl¦dnymi wektorami poªo»enia, pr¦d-
ko±ci i przyspieszenia

ui = ri − r0, u̇i = ṙi − ṙ0, üi = r̈i − r̈0, (1.16)
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dla i = 1, . . . , N − 1. Oczywi±cie, u0 = 0, za±

rj − ri = uj − ui. (1.17)

Jak wygl¡daj¡ wtedy równania ruchu ? Wró¢my do równa« (1.6), przecho-
dz¡c od Ṙi do r̈i = Ṙi/mi. Mamy wtedy

r̈0 =
N−1∑
j=1

k2 mj
∆30j
(rj − r0),

r̈i =
N−1∑
j=0,j ̸=i

k2 mj
∆3ij
(rj − ri), i = 1, . . . , N − 1.

Odejmuj¡c stronami r̈i − r̈0 otrzymamy

r̈i − r̈0 =
N−1∑
j=0,j ̸=i

k2 mj
∆3ij
(rj − ri)−

N−1∑
j=1

k2 mj
∆30j
(rj − r0) =

=
N−1∑
j=0,j ̸=i

k2 mj
∆3ij
(uj − ui)−

N−1∑
j=1

k2 mj
||uj ||3

uj =

=

−k2 m0
||ui||3

ui +
N−1∑
j=1,j ̸=i

k2 mj
∆3ij
(uj − ui)

−
−

k2 mi
||ui||3

ui +
N−1∑
j=1,j ̸=i

k2 mj
||uj ||3

uj

 .
W ten sposób otrzymali±my 3N − 3 równa« drugiego rz¦du

üi = −
k2 (m0 +mi)

u3i
ui −

N−1∑
j=1,j ̸=i

k2mj

[
ui − uj
∆3ij

+
uj
u3j

]
, (1.18)

gdzie
∆ij = ||uj − ui||.

Równania (1.18) maj¡ w zasadzie posta¢ zaburzonych zagadnie« wzgl¦dnych
dwóch ciaª dla mas m0 i mi, i je±li tylko mj ≪ m0, jak to jest w Ukªadzie
Sªonecznym, mo»na traktowa¢ ruch planet jako nieznacznie ró»ni¡cy si¦ od
keplerowskiego (w ka»dym razie, na krótkich odcinkach czasu ...).

Istotnym mankamentem klasycznych równa« ruchu wzgl¦dnego jest brak
potencjaªu i � co za tym idzie � ich niekanoniczny charakter oraz brak caªki
energii. Nie istnieje potencjaª, z którego mo»na by otrzyma¢ wszystkie prawe
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strony równa« (1.18). Mo»na co najwy»ej wprowadzi¢ N − 1 �pseudopoten-
cjaªów� Vi, dla których

üi = −∇iVi,

gdzie ∇i = ∂
∂ui oznacza wektor pochodnych cz¡stkowych wgl¦dem skªado-

wych ui. �Pseudopotencjaªy� Vi dane s¡ wzorami

Vi = −
k2(m0 +mi)

ui
−
N−1∑
j=1,j ̸=i

k2mj

[
1
∆ij
− ui · uj
u3j

]
. (1.19)

Wyra»enie obj¦te sumowaniem nazywamy funkcj¡ perturbacyjn¡ (zaburza-
j¡c¡), przy czym pierwszy wyraz w nawiasie kwadratowym nazywamy jej
cz¦±ci¡ gªówn¡ a drugi � cz¦±ci¡ po±redni¡. Cz¦±¢ gªówna opisuje bezpo-
±redni wpªyw N − 2 ciaª na i-t¡ mas¦, natomiast cz¦±¢ po±rednia opisuje
nieinercjalno±¢ ukªadu wspóªrz¦dnych odniesionego do masy m0 wywoªan¡
przyci¡ganiem tej masy przez pozostaªe ciaªa.

W klasycznych teoriach analitycznych opisuj¡cych ruch planet, równania
(1.18) stanowi¡ punkt wyj±cia do sformuªowania N − 1 ukªadów równa«
planetarnych Lagrange'a dla keplerowskich zmiennych oskulacyjnych N − 1
planet.
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WYK�AD 3

1.4.3 Kanoniczne równania ruchu wzgl¦dnego � zmienne Poin-
carégo

Przeniesienie ukªadu wspóªrz¦dnych do jednego z ciaª jest zarówno po»¡dane
matematycznie (obni»enie rz¦du równa«) jak i �zycznie zrozumiaªe (wyró»-
niona rola masy centralnej). W wydaniu klasycznym pªacimy za nie brakiem
funkcji Hamiltona. Istniej¡ dwa gªówne sposoby kanonicznego opisu równa«
ruchu wzgl¦dnego: wykorzystuj¡ce zmienne Jacobiego i zmienne Poincarégo.
Zaczniemy od tych drugich.

Zostaªy one zaproponowane pod koniec XIX w. przez Henri Poincarégo
na podstawie prac Radaua. Wprowad¹my, podobnie jak w poprzednim para-
gra�e, poªo»enia wzgl¦dne odniesione do masy m0 � z tym, »e wektor u0 nie
b¦dzie równy 0, lecz b¦dzie oznaczaª poªo»enie masy centralnej wzgl¦dem ba-
rycentrum ukªadu. Je±li wi¦c ri oznacza barycentryczne wektory poªo»enia,
to

u0 = r0, ui = ri − r0, i = 1, . . . , N − 1. (1.20)

Zauwa»my, »e transformacja jest liniowa: nowe poªo»enia

u = col(u0,u1, . . . ,uN−1),

mo»na powi¡za¢ ze starymi

r = col(r0, r1, . . . , rN−1),

wzorem macierzowym
u = A r, (1.21)

gdzie A jest macierz¡ blokow¡ 3N × 3N

A =


I3 03 · · · 03
−I3 I3 · · · 03
· · · · · · . . . · · ·
−I3 03 · · · I3

 , (1.22)

skªadaj¡c¡ si¦ wyª¡cznie z macierzy jednostkowych 3 × 3 oznaczonych I3 i
macierzy zerowych 03, których trzy kolumny i trzy wiersze zawieraj¡ wy-
ª¡cznie zera.

Warto ju» teraz zapyta¢, jak wygl¡da transformacja odwrotna

r = A−1 u.
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Zamiast wprost odwraca¢ macierzA wystarczy przyjrze¢ si¦ zwi¡zkom (1.20),
których odwrócenie prowadzi do

r0 = u0, ri = u0 + ui, i = 1, . . . , N − 1,

a zatem

A−1 =


I3 03 · · · 03
I3 I3 · · · 03
· · · · · · . . . · · ·
I3 03 · · · I3

 . (1.23)

Zauwa»my, »e przy okazji upewnili±my si¦ co do odwracalno±ci transfor-
macji r ↔ u, a wi¦c mo»emy teraz postawi¢ problem znalezienia nowych
p¦dów

U = col(U0,U1, . . . ,UN−1),

które powinny by¢ zale»ne, równie» liniowo, od barycentrycznych p¦dów

R = col(R0,R1, . . . ,RN−1).

Jest to zagadnienie rozszerzenia kanonicznego liniowej transformacji punk-
towej, które rozwa»ali±my w Matematycznych podstawach mechaniki nieba

(Twierdzenie 5, wzór (3.23)). W ±wietle otrzymanych tam wyników, trans-
formacja b¦dzie kanoniczna gdy

U = A−TR. (1.24)

Transponuj¡c (1.23) mamy

A−T =


I3 I3 · · · I3
03 I3 · · · 03
· · · · · · . . . · · ·
03 03 · · · I3

 . (1.25)

A zatem, dla U0 mamy, zgodnie z (1.15),

U0 =
N−1∑
i=0

Ri = 0, (1.26)

natomiast dla wszystkich pozostaªych ciaª

U i = Ri, i = 1, . . . , N − 1. (1.27)

Jak wida¢, interpretacja zmiennych wzgl¦dnych (heliocentrycznych) Poin-
carégo jest bardzo prosta: poªo»enia planet odniesione s¡ do masy gªównej
(Sªo«ca) a p¦dy do barycentrum. Z tego te» wzgl¦du mo»na czasem spotka¢
je pod nazw¡ �zmienne demokratyczne�, któr¡ ukuli Levison i Duncan pod
koniec lat 1990.
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Funkcja Hamiltona

Zde�niowawszy poªo»enia i p¦dy (u,U)T musimy jeszcze znale¹¢ posta¢
funkcji Hamiltona K(u,U). Zacznijmy od energii kinetycznej, która w zmien-
nych barycentrycznych miaªa posta¢ (1.5)

T =
N−1∑
i=0

R2i
2mi
,

(uwzgl¦dnili±my zmian¦ zakresu indeksu z 1, . . . , N na 0, . . . , N − 1). W
±wietle (1.27) mo»emy wyª¡czy¢ przed znak sumy R0 i przepisa¢ T w postaci

T =
R20
2m0

+
N−1∑
i=1

U2i
2mi
.

Ale jak wyrazi¢ p¦d R0 przy pomocy U ? Rozpisuj¡c wªa±ciwo±¢ (1.26) jako

R0 +
N−1∑
i=1

Ri = 0,

i podstawiaj¡c Ri = U i, dla i ̸= 0, dostajemy

T =
1
2m0

(
N−1∑
i=1

U i

)2
+
N−1∑
i=1

U2i
2mi
.

Aby uporz¡dkowa¢ wyrazy w kwadracie sumy i wyª¡czy¢ z nich sum¦ kwa-
dratów p¦dów, przedstawmy kwadrat sumy w postaci tablicy

U21 U1 ·U2 U1 ·U3 . . .
U2 ·U1 U22 U2 ·U3 . . .
U3 ·U1 U3 ·U2 U23 . . .
. . . . . . . . . . . .

Pami¦taj¡c o symetrii U i ·U j = U j ·U i, mo»emy napisa¢(
N−1∑
i=1

U i

)2
=
N−1∑
i=1

U2i + 2
N−2∑
i=1

N−1∑
j=i+1

U i ·U j ,

a zatem

T =
1
2

N−1∑
i=1

(
1
m0
+
1
mi

)
U2i +

1
m0

N−2∑
i=1

N−1∑
j=i+1

U i ·U j . (1.28)
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Energia potencjalna V nie sprawia »adnych trudno±ci. Wystarczy rozró»-
ni¢ we wzorze (1.7) dwa przypadki: te dla których i = 0, gdy

∆0,j = ||rj − r0|| = uj ,

oraz pozostaªe, gdy i ̸= 0 oraz

∆ij = ||rj − ri|| = ||uj − ui||.

Mamy wi¦c

V = −
N−2∑
i=0

N−1∑
j=i+1

k2mimj
∆ij

= −
N−1∑
j=1

k2m0mj
uj

−
N−2∑
i=1

N−1∑
j=i+1

k2mimj
∆ij

, (1.29)

i ostatecznie funkcja Hamiltona przybiera posta¢

K = 1
2

N−1∑
i=1

m0 +mi
m0mi

U2i +
1
m0

N−2∑
i=1

N−1∑
j=i+1

U i ·U j −

−
N−1∑
i=1

k2m0mi
ui

−
N−2∑
i=1

N−1∑
j=i+1

k2mimj
∆ij

. (1.30)

Pami¦tajmy jednak, »e jest to funkcja Hamiltona ukªadu zredukowanego,
gdy» wyeliminowali±my z niej p¦d U0 przy pomocy caªki barycentrum (1.26).
A zatem nie mo»na u»y¢ K do badania ruchu zmiennych u0 i U0, ale znaj¡c
wszystkie pozostaªe zmienne ªatwo mo»emy wyliczy¢ ich warto±ci.

Równania ruchu

Wprowadzaj¡c zmienne wzgl¦dne Poincarégo osi¡gn¦li±my redukcj¦ stopni
swobody ukªadu N ciaª z 6N do 6(N − 1) i funkcji Hamiltona K z równania
(1.30) u»ywamy jedynie do tworzenia równa« ruchu zmiennych ui,U i dla
i  1

u̇i = {ui,K} =
U i
mi
+
1
m0

N−1∑
j=1

U j , (1.31)

U̇ i = {U i,K} = −
k2m0mi
u3i

ui −
N−1∑
j=1,j ̸=i

k2mimj
∆3ij

(ui − uj) . (1.32)

Je±li zró»niczkowa¢ obie strony równa« (1.31) i skorzysta¢ z (1.32), to prze-
konamy si¦, »e równania te s¡ formalnie równowa»ne klasycznym (1.18). W
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porównaniu z klasycznymi równania te maj¡ jednak istotn¡ przewag¦ � po-
siadaj¡ funkcj¦ Hamiltona i s¡ kanoniczne. Jednak fakt, »e pr¦dko±ci u̇i nie s¡
wprost proporcjonalne do odpowiednich p¦dów U i, spowodowaª, »e zmienne
Poincarégo nie miaªy dobrej reputacji przez prawie 100 lat, cho¢ przecie» ten
sam mankament wykazuje na przykªad powszechnie u»ywany ukªad rotuj¡-
cych osi...

W sytuacji gdy masam0 jest znacznie wi¦ksza od pozostaªychmi okazuje
si¦, »e mo»na rozbi¢ funkcj¦ Hamiltona K na dwie cz¦±ci

K = K0 +K1,

dla których |K0| ≫ |K1|. �ci±lej rzecz bior¡c, mamy

K0 =
1
2

N−1∑
i=1

1
mi
U2i −

N−1∑
i=1

k2m0mi
ui

, (1.33)

K1 =
1
2m0

N−1∑
i=1

U2i +
1
m0

N−2∑
i=1

N−1∑
j=i+1

U i ·U j −
N−2∑
i=1

N−1∑
j=i+1

k2mimj
∆ij

=

=
1
2m0

(
N−1∑
i=1

U i

)2
−
N−2∑
i=1

N−1∑
j=i+1

k2mimj
∆ij

, (1.34)

przy czym cz¦±¢ K0 opisuje ruch b¦d¡cy prostym zªo»eniem N −1 zagadnie«
dwóch ciaª z zaniedbywaln¡ mas¡ planet, natomiast K1 wytwarza zaburzenia
ruchów Keplerowskich wynikaj¡ce z wzajemnego przyci¡gania N − 1 mas.

Na zako«czenie dodajmy, »e zmienne wzgl¦dne Poincarégo nie naruszaj¡
de�nicji ani warto±ci momentu p¦du ukªadu. Je±li G jest barycentrycznym
momentem p¦du zde�niowanym jak w (1.13), to mamy

G =
N−1∑
i=0

ri ×Ri =
N−1∑
i=1

ui ×U i. (1.35)

W ostatnim wyra»eniu opu±cili±my u0 ×U0, gdy» U0 = 0.
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Rysunek 1.1: �a«cuch barycentryczny de�niuj¡cy zmienne Jacobiego.

WYK�AD 4

1.4.4 Kanoniczne równania ruchu wzgl¦dnego - zmienne Ja-
cobiego

Pora teraz na zmienne Jacobiego, którym po±wi¦cimy mniej miejsca. Ich
ewentualna przewaga nad zmiennymi Poincarégo pojawia si¦ w specy�cznych
przypadkach i niemal wyª¡cznie przy maªej liczbie N . Wynika to z do±¢
zªo»onych zwi¡zków mi¦dzy wspóªrz¦dnymi a odlegªo±ciami wzgl¦dnymi.

Aby zde�niowa¢ zmienne Jacobiego r∗, R∗ jako funkcje zmiennych ba-
rycentrycznych r, R, wprowadzimy pomocniczy symbol

Mk =
k∑
i=0

mi. (1.36)

Wspóªrz¦dne r∗ zadajemy poprzez tak zwany ªa«cuch barycentryczny
(por. rys. 1.1). Poªo»enie masy m1 jest odniesione do masy m0, a wi¦c

r∗1 = ui = r1 − r0,

ale ju» poªo»enie masy m2 (wektor r∗2) okre±lamy wzgl¦dem barycentrum B1
ukªadu dwóch ciaª m0 i m1. Poªo»enie masy m3 okre±lamy wzgl¦dem bary-
centrum B2 ukªadu trzech ciaª m0, m1, m2 itd.
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Zarówno �zerowe� poªo»enie r∗0 jak i p¦d R∗0 s¡ równe zero, ale nie to»-
samo±ciowo, tylko poprzez caªki ±rodka masy

r∗0 =
1
MN−1

N−1∑
k=0

mk rk = 0, R∗0 =
N−1∑
k=0

Rk = 0. (1.37)

Dla pozostaªych zmiennych (i > 0) mamy

r∗i = ri −
1
Mi−1

i−1∑
k=0

mkrk, (1.38)

R∗i =
1
Mi

(
Mi−1Ri −mi

i−1∑
k=0

Rk

)
. (1.39)

Odwracaj¡c transformacj¦ otrzymujemy

r0 = −
N−1∑
k=1

mk
Mk
r∗k, (1.40)

ri =
Mi−1
Mi
r∗i −

N−1∑
k=i+1

mk
Mk
r∗k, (1.41)

R0 = −m0
N−1∑
k=1

R∗k
Mk−1

, (1.42)

Ri = R∗i −mi
N−1∑
k=i+1

R∗k
Mk−1

. (1.43)

Je±li chodzi o funkcj¦ Hamiltona K∗ = T +V , opisuj¡c¡ ruch zredukowa-
nego ukªadu rz¦du 6(N − 1) w zmiennych Jacobiego, to energia kinetyczna
ma posta¢ prost¡

T =
1
2

N−1∑
i=1

Mi
Mi−1

R∗i ·R∗i
mi

, (1.44)

natomiast energia potencjalna komplikuje si¦ w sposób zatrwa»aj¡cy, gdy»
pomijaj¡c

∆0,1 = ||r∗1||,

wszystkie pozostaªe odlegªo±ci wzajemne ∆ij s¡ skomplikowanymi funkcjami
wielu ró»nych r∗k, gdy»

∆ij = ||rj − ri||,
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i w ±wietle wzoru (1.41)

∆ij = ∆ij(r∗p, r
∗
p+1, . . . , r

∗
N−1),

gdzie p = min(i, j). To wªa±nie posta¢ energii potencjalnej stanowi pi¦t¦
achillesow¡ zmiennych Jacobiego, sprawiaj¡c, »e zmienne te s¡ dzi± coraz
skuteczniej wypierane przez zmienne Poincarégo w zagadnieniach typu pla-
netarnego. S¡ jednak ch¦tnie stosowane w ukªadach hierarchicznych, gdzie
r∗p+1 ≫ r∗p � zwªaszcza w potrójnych ukªadach gwiazdowych tego typu. Po-
jawiaj¡ si¦ tak»e mody�kacje tych zmiennych lepiej dostosowane do innych
typów hierarchii.

1.5 Moment bezwªadno±ci ukªadu N ciaª

Mechanika nieba nieba skupia si¦ gªównie na opisie ruchu poszczególnych
mas w zagadnieniu N ciaª. Tymczasem astro�zyka, astronomia gwiazdowa i
pokrewne dziedziny astronomii wykazuj¡ wi¦ksze zainteresowanie globalnymi
parametrami opisuj¡cymi stan ukªadu. Jest to sytuacja zbli»ona do rozwa»a«
nad stanem gazu � termodynamika nie próbuje zgª¦bia¢ ruchu ka»dej cz¡stki
osobno, lecz analizuje temperatur¦ czy ci±nienie gazu jako wspomniane �pa-
rametry globalne�.

Przykªadem takich rozwa»a«, nie oddalaj¡cych si¦ zbytnio od gªównego
nurtu mechaniki nieba, mo»e by¢ analiza nie wspomnianego dot¡d parametru
globalnego, jakim jest moment bezwªadno±ci I ukªadu N ciaª. Je±li masy
numerujemy od 1 do N , to caªkowity moment bezwªadno±ci de�niujemy jako

I =
N∑
i=1

mi r
2
i , (1.45)

gdzie r2i = ri ·ri oznacza kwadrat odlegªo±ci i-tej masy od punktu, wzgl¦dem
którego mierzymy moment bezwªadno±ci. Dla uproszczenia przyjmiemy, »e
punkt ten b¦dzie zarazem ±rodkiem inercjalnego ukªadu wspóªrz¦dnych. Ju»
Lagrange udowodniª, »e istnieje prosty zwi¡zek mi¦dzy momentem bezwªad-
no±ci a energi¡ caªkowit¡ E i energi¡ potencjaln¡ VN ukªadu. Udowodniony
przez niego wzór

d2I

dt2
= 4E − 2VN , (1.46)

zwany jest czasem twierdzeniem o wiriale.
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Zaczniemy od udowodnienia wzoru (1.46), a nast¦pnie wska»emy jego
zwi¡zek z zachowaniem ukªadu N ciaª jako caªo±ci. Pierwsza pochodna mo-
mentu bezwªadno±ci ma posta¢

dI

dt
= 2

N∑
i=1

mi ri · ṙi = 2
N∑
i=1

ri ·Ri.

Posªu»yli±my si¦ tu zwi¡zkami mi¦dzy pr¦dko±ciami ṙi a p¦dami Ri = miṙi,
które wynikaj¡ z równa« ruchu (1.6). Druga pochodna momentu bezwªad-
no±ci przyjmuje posta¢

d2I

dt2
= 2

N∑
i=1

(
ṙi ·Ri + ri · Ṙi

)
= 2

N∑
i=1

(
Ri ·Ri
mi

+ ri · Ṙi
)
.

Jak ªatwo zauwa»y¢, pierwszy wyraz w powy»szej sumie jest powi¡zany bez-
po±rednio z energi¡ kinetyczn¡ T i w ±wietle wzoru (1.5) mamy

d2I

dt2
= 4T + 2SN , (1.47)

SN =
N∑
i=1

ri · Ṙi. (1.48)

Musimy teraz znale¹¢ zwi¡zek mi¦dzy pomocnicz¡ wielko±ci¡ SN a energi¡
potencjaln¡ VN zde�niowan¡ poprzez (1.1). Podstawiaj¡c prawe strony rów-
na« ruchu (1.6) w miejsce Ṙi otrzymamy

SN =
N∑
i=1

ri ·
N∑

j=1,j ̸=i

k2mimj
∆3ij

(rj − ri) =

= −
N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

k2mimj
∆3ij

r2i +
N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

k2mimj
∆3ij

ri · rj .

Pami¦taj¡c, »e ∆ij = ||rj − ri|| = ∆ji, mo»emy pierwsz¡ sum¦ rozbi¢ na
dwie poªowy i zmieni¢ indeks z i na j w jednej z poªówek

SN = −1
2

N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

k2mimj
∆3ij

r2i −
1
2

N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

k2mimj
∆3ij

r2j +

+
N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

k2mimj
∆3ij

ri · rj =
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= −1
2

N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

k2mimj
∆3ij

(
r2j − 2 rj · ri + r2i

)
=

= −1
2

N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

k2mimj
∆3ij

||rj − ri||2 =

= −1
2

N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

k2mimj
∆ij

= VN . (1.49)

W ten sposób udowodnili±my, »e skoro SN = VN , za± energia caªkowita
E = T + VN , to istotnie

Ï = 4T + 2VN = 4E − 2VN .

dowodz¡c tym samym twierdzenia o wiriale (1.46).
Twierdzenie o wiriale pozwala nam na formuªowanie do±¢ ogólnych twier-

dze« dotycz¡cych na przykªad dynamicznej trwaªo±ci ukªadu N ciaª. Ukªad
taki nazwiemy dynamicznie trwaªym, je±li dla dowolnego momentu czasu
wszystkie wzajemne odlegªo±ci ∆ij s¡ ograniczone zarówno od góry jak i od
doªu, to znaczy 0 < ∆ij ¬ c, gdzie c jest sko«czon¡ liczb¡ dodatni¡. Ograni-
czenie z doªu gwarantuje nam brak kolizji punktów materialnych, natomiast
ograniczenie z góry oznacza, »e »adna z mas nie ucieknie w niesko«czono±¢.
C. G. Jacobi wykorzystaª zwi¡zek (1.46) do sformuªowania twierdzenia, w
my±l którego ukªad N ciaª jest dynamicznie trwaªy tylko wtedy, je±li jego
energia caªkowita E jest ujemna. Warunek konieczny (ale nie dostateczny !)
E < 0, znany nam ju» z zagadnienia dwóch ciaª, wynika wprost z analizy
znaku Ï. Przyjmijmy dla uproszczenia, »e I jest momentem bezwªadno±ci
wzgl¦dem barycentrum ukªadu N ciaª; mo»emy wtedy uto»sami¢ sko«czo-
no±¢ odlegªo±ci wzgl¦dnych ∆ij ze sko«czono±ci¡ odlegªo±ci od barycentrum
ri. Zaªó»my teraz, »e E  0. Poniewa» VN jest zawsze wielko±ci¡ ujemn¡, to w
tej sytuacji Ï > 0 i moment bezwªadno±ci d¡»y asymptotycznie do +∞. Nie-
sko«czony moment bezwªadno±ci oznacza oczywi±cie nieograniczony wzrost
conajmniej jednej z odlegªo±ci ri a wi¦c ucieczk¦ z ukªadu. Jak wida¢, nie
mo»na sobie wyobrazi¢ trwaªego ukªadu N ciaª z nieujemn¡ energi¡ caªko-
wit¡. W tej sytuacji, ka»dy ukªad trwaªy musi mie¢ energi¦ ujemn¡, cho¢
warunek E < 0 nie jest jeszcze dostatecznym warunkiem trwaªo±ci.

Na zako«czenie przedyskutujmy jeszcze �posta¢ ±redni¡� twierdzenia o
wiriale. Wiemy ju», »e ukªad pozostanie dynamicznie trwaªy je±li nie wy-
st¡pi w nim systematyczny wzrost momentu bezwªadno±ci. Nie mo»e tak»e
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wyst¡pi¢ systematyczny spadek I, gdy» jest to wielko±¢ nieujemna z de�nicji,
a w granicy I → 0 oznaczaªoby kolizj¦ wszystkich mas w barycentrum. W
takim razie, moment bezwªadno±ci ukªadu trwaªego oscyluje wokóª pewnej
warto±ci ±redniej ⟨I⟩, co oznacza ⟨Ï⟩ = 0. Tak wi¦c, u±redniaj¡c obie strony
wzoru (1.46) dochodzimy do wniosku, »e

⟨T ⟩ = −12 ⟨VN ⟩. (1.50)

Wzór ten znany jest jako u±rednione twierdzenie o wiriale.
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Rozdziaª 2

Zagadnienie trzech ciaª

WYK�AD 5

2.1 Równania ruchu i rozwi¡zania homogra�czne

Lagrange'a

Najprostszym przypadkiem zagadnienia N ciaª dla N > 2 jest oczywi±cie
zagadnienie trzech ciaª. Zagadnienie to, wymagaj¡ce zbadania ruchu trzech
punktów materialnych pod wpªywem siª wzajemnego przyci¡gania, nale»y
do wyj¡tkowo zasªu»onych w historii mechaniki nieba. Jako pierwszy musiaª
mu stawi¢ czoªa ju» Newton. Aby wykaza¢ poprawno±¢ swojego prawa gra-
witacji, musiaª on nie tylko wydedukowa¢ z niego prawa Keplera opisuj¡ce
w przybli»eniu ruch planet, lecz równie» pokaza¢, »e wyra¹ne odst¦pstwa
ruchu Ksi¦»yca od ruchu keplerowskiego daj¡ si¦ wytªumaczy¢ wpªywem
Sªo«ca jako trzeciego ciaªa ukªadu Ziemia-Ksi¦»yc-Sªo«ce. Próby skonstru-
owania teorii ruchu Ksi¦»yca sko«czyªy si¦ dla Newtona pora»k¡, gdy» jak
wiemy zagadnienie trzech ciaª jest niecaªkowalne. Gdy N = 3, ruch ukªadu
opisany jest kanonicznymi równaniami ruchu typu (1.6) z funkcj¡ Hamiltona

H = 1
2

(
R21
m1
+
R22
m2
+
R23
m3

)
− k

2m1m2
∆12

− k
2m1m3
∆13

− k
2m2m3
∆23

, (2.1)

gdzie tradycyjnie ∆i,j = ||rj − ri||. Mamy tu 9 stopni swobody i ukªad rów-
na« 18 rz¦du, który posiada jedynie 10 caªek ruchu. Nawet w zagadnieniu

pªaskim, gdy wszystkie ciaªa poruszaj¡ sie w jednej pªaszczy¹nie, uogól-
nione twierdzenie Brunsa-Poincarégo z rozdziaªu 1.3 wyklucza caªkowalno±¢,
gdy» ukªad pªaski 12 rz¦du posiada tylko 6 caªek ruchu. Mo»emy jednak zna-
le¹¢ rozwi¡zania szczególne, dla których potrafmy poda¢ jawn¡ zale»no±¢ od
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czasu wszystkich trzech ciaª.

Zagadnienie trzech ciaª byªo pierwszym spo±ród zagadnie« N ciaª, w
którym stwierdzono wyst¦powanie tak zwanych rozwi¡za« homogra�cznych

(znanych tak»e jako kon�guracje centralne). Rozwi¡zania homogra�czne w
zagadnieniu N ciaª to takie rozwi¡zania, dla których barycentryczna kon�-
guracja mas pozostaje samopodobna w trakcie ruchu. Podobie«stwo kon�-
guracji mas w dwóch momentach czasu oznacza, »e mog¡ one by¢ wzajemnie
na siebie przeksztaªcone na drodze jednokªadno±ci (�przeskalowania�) i ob-
rotu. Rozwi¡zania samopodobne dla których nie wyst¦puje obrót nazywamy
homotetycznymi (jednokªadnymi) a rozwi¡zania dla których nie wyst¦puje
zmiana skali a tylko obrót nazywamy rozwi¡zaniami równowagi wzgl¦dnej. Z
oczywistych wzgl¦dów nie jest mo»liwe aby rozwi¡zanie homogra�czne byªo
homotetyczn¡ równowag¡ wzgl¦dn¡.

Istnieje twierdzenie Moultona, w my±l którego w zagadnieniu N ciaª po-
jawia si¦ 12N ! rozwi¡za« homogra�cznych zwanych kolinearnymi. Wszystkie
masy le»¡ wtedy na wspólnej prostej, za± liczba 12N ! odpowiada wszystkim
mo»liwym uporz¡dkowaniom mas. Tak wi¦c, w zagadnieniu trzech ciaª mu-
sz¡ istnie¢ trzy rozwi¡zania kolinearne, znane ju» Eulerowi. Odpowiadaj¡
one uporz¡dkowaniu mas m1,m2,m3, oraz m1,m3,m2 i m2,m1,m3. Oprócz
rozwi¡za« kolinearnych mog¡ si¦ pojawi¢ inne typy rozwi¡za« homogra�cz-
nych, lecz tu ju» nie ma reguª odpowiednich dla ka»dego N . W zagadnieniu
trzech ciaª istnieje jeszcze jeden typ rozwi¡zania: trzy masy znajduj¡ si¦
w wierzchoªkach trójk¡ta równobocznego. Rozwi¡zanie to zostaªo odkryte
przez Lagrange'a a poniewa» masy mo»na rozmie±ci¢ w wierzchoªkach trój-
k¡ta równoramiennego na dwa sposoby (�prawoskr¦tnie� m1,m2,m3 lub �le-
woskr¦tnie� m3,m2,m1), mówimy o pi¦ciu rozwi¡zaniach homogra�cznych
Lagrange'a.

Twierdzenie Lagrange'a z roku 1772 podsumowuje zasadnicze warunki
wyst¡pienia i wªa±ciwo±ci rozwi¡za« homogra�cznych w zagadnieniu trzech
ciaª.

TWIERDZENIE LAGRANGE'A:W zagadnieniu trzech ciaª
o dowolnych masach istniej¡ rozwi¡zania dokªadne o nast¦puj¡-
cych wªa±ciwo±ciach:

1. Ciaªa poruszaj¡ si¦ we wspólnej pªaszczy¹nie zachowuj¡cej
staª¡ orientacj¦ w przestrzeni.

2. Wypadkowa siªa przyci¡gania dziaªaj¡ca na ka»de z ciaª jest

24



skierowana do barycentrum ukªadu i wprost proporcjonalna
do barycentrycznej odlegªo±ci ciaªa.

3. W barycentrycznym ukªadzie wspóªrz¦dnych pr¦dko±ci trzech
mas tworz¡ jednakowe k¡ty z ich promieniami wodz¡cymi i
s¡ wprost proporcjonalne do odpowiednich odlegªo±ci bary-
centrycznych.

4. Je±li ciaªa tworz¡ trójk¡t, to jest on równoboczny.

5. Ciaªa poruszaj¡ si¦ po orbitach keplerowskich wzgl¦dem ba-
rycentrum

Dokªadniejsz¡ (cho¢ nadal niekompletn¡) dyskusj¦ tego twierdzenia znale¹¢
mo»na w Mechanice nieba Wierzbi«skiego.

Warto zauwa»y¢, »e twierdzenie to cz¦±ciowo stosuje si¦ do zagadnienia N
ciaª. Punkty 2, 3 i 5 de�niuj¡ tak zwane kon�guracje centralne, czyli roz-
wi¡zania, w których N ciaª porusza si¦ po orbitach keplerowskich i pozostaje
w wierzchoªkach bryªy foremnej lub kilku koncentrycznych bryª foremnych.

Wró¢my jednak do zagadnienia trzech ciaª. W ±wietle caªki momentu
p¦du, punkt 1 oznacza tak»e, »e pªaszczyzna w której poruszaj¡ si¦ ciaªa
ma staª¡ orientacj¦ w przestrzeni. Pozwala to dobra¢ ukªad wspóªrz¦dnych
tak, aby dla wszystkich mas zi = żi = 0. Wspomniany w punkcie 5 ruch po
orbitach keplerowskich odbywa si¦ tak, jakby w barycentrum znajdowaªa si¦
�kcyjna masa m∗i b¦d¡ca funkcj¡ mas m1, m2 i m3. W ogólno±ci mamy masy
�kcyjne m∗1 ≠ m

∗
2 ≠ m

∗
3 a konkretnie

m∗1 =
(m22 +m2m3 +m

2
3)
3/2

(m1 +m2 +m3)2
,

m∗2 =
(m21 +m1m3 +m

2
3)
3/2

(m1 +m2 +m3)2
, (2.2)

m∗3 =
(m21 +m1m2 +m

2
2)
3/2

(m1 +m2 +m3)2
.

Wzory te otrzymujemy z wªasno±ci 2, 3 i 4.
Rysunki 2.1 i 2.2 prezentuj¡ ró»ne przypadki rozwi¡za« homogra�cznych

zagadnienia trzech ciaª z przykªadowymi masami m1 : m2 : m3 = 1 : 2 : 3.
Rysunek 2.1 przedstawia cztery przykªadowe rozwi¡zania trójk¡tne z orbi-
tami: eliptycznymi (góra), koªowymi (lewy dolny) i prostoliniowymi (prawy
dolny). W przypadku ogólnym ruch odbywa si¦ po orbitach eliptycznych, pa-
rabolicznych czy hiperbolicznych, przy czym trójk¡t równoboczny m1m2m3
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obraca si¦ wokóª barycentrum B i zmienia si¦ dªugo±¢ jego boków. Za-
uwa»my, »e trzy orbity maj¡ ró»ne póªosie ale jednakowe mimo±rody. Wszyst-
kie masy jednocze±nie przechodz¡ przez perycentra i apocentra swoich orbit,
co jest konsekwencj¡ faktu, i» ich anomalie prawdziwe s¡ zawsze jednakowe
f1 = f2 = f3, to za± wynika z warunku 3 o równych k¡tach mi¦dzy ri
a vi. Trzy orbity koªowe odpowiadaj¡ rozwi¡zaniu równowagi wzgl¦dnej �
trójk¡t ma staª¡ dªugo±¢ boków i jedynie obraca si¦ wokóª barycentrum. Z
kolei orbity prostoliniowe odpowiadaj¡ rozwi¡zaniu jednokªadnemu i trój-
k¡t ma staª¡ orientacj¦ w przestrzeni. O tym czy nast¡pi kolizja mas czy
ucieczka w niesko«czono±¢ decyduj¡ pr¦dko±ci mas ale tak czy inaczej roz-
wi¡zanie homotetyczne nie mo»e by¢ dynamicznie trwaªe. Podobne uwagi
dotycz¡ Rysunku 2.2, przedstawiaj¡cego ró»ne rodzaje orbit zwi¡zanych z
rozwi¡zaniem kolinearnym typu m1,m2,m3.

Pocz¡tkowo uwa»ano rozwi¡zania Lagrange'a za ciekawostk¦ matema-
tyczn¡; tymczasem dzisiaj znamy ju» wiele przypadków wyst¦powania tego
typu orbit w Ukªadzie Sªonecznym. Niemal wszystkie przypadki dotycz¡ jed-
nak sytuacji gdy jedna z mas jest znacznie mniejsza od pozostaªych dwóch.
Z tego te» wzgl¦du omówimy je w rozdziale po±wi¦conym ograniczonemu
zagadnieniu trzech ciaª.

2.2 Koªowe ograniczone zagadnienie trzech ciaª

Wobec niecaªkowalno±ci zagadnienia trzech ciaª warto rozpatrzy¢ skromniej-
szy przypadek, do±¢ cz¦sto spotykany w praktyce, gdy masa m3 jest na tyle
mniejsza od pozostaªych, »e praktycznie nie wpªywa na ich ruch. Skoro zanie-
dbujemy mas¦ m3, to masy m1 i m2 poruszaj¡ si¦ po orbitach keplerowskich
wzgl¦dem ich barycentrum. Mo»emy wi¦c uzna¢, »e ruch masym3 jest zagad-
nieniem o �trzech i póª� stopniach swobody: badamy trzy skªadowe wektora
poªo»enia i trzy skªadowe pr¦dko±ci (lub p¦du) przy czym w równaniach ru-
chu pojawia si¦ jawna zale»no±¢ od czasu (tzw. póª stopnia swobody), gdy»
poªo»enia ciaª m1 i m2 traktujemy jako znane funkcje czasu. Tak zde�nio-
wane zagadnienie nazywamy ograniczonym zagadnieniem trzech ciaª.
Wbrew nazwie jest to oczywi±cie zagadnienie ruchu jednego ciaªa w zadanym
polu grawitacyjnym.

Ograniczone zagadnienie trzech ciaª upraszcza si¦ na kilka sposobów:

1. Mo»na przyj¡¢, »e ciaªo m3 porusza si¦ w pªaszczy¹nie orbitalnej mas
m1 im2. Powstaje wtedy zagadnienie o dwóch i póª stopniach swobody
zwane pªaskim ograniczonym zagadnieniem trzech ciaª.
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Rysunek 2.3: Ukªad wspóªrz¦dnych i geometria ograniczonego zagadnienia
trzech ciaª.

2. Zakªadaj¡c, »e masym1 im2 poruszaj¡ si¦ po orbitach koªowych otrzy-
mujemy koªowe ograniczone zagadnienie trzech ciaª. Przy odpo-
wiednim doborze zmiennych mo»e ono mie¢ tylko trzy stopnie swobody.

3. Oba uproszczenia mo»na poª¡czy¢, co prowadzi do pªaskiego koªo-

wego ograniczonego zagadnienia trzech ciaª o dwóch stopniach
swobody.

W dalszej cz¦±ci wykªadu zajmiemy si¦ bli»ej koªowym ograniczonym
zagadnieniem trzech ciaª.

Wprowad¹my ukªad wspóªrz¦dnych, którego ±rodek znajduje si¦ w bary-
centrum B mas m1 i m2 (por. rys. 2.3). O± Bx przechodzi przez masy m1 i
m2. Zakªadamy, »e

m1  m2
a wtedy o± Bx skierowana jest od B do m2 (niektórzy autorzy kieruj¡ o±
odwrotnie). O± Bz uzgadniamy z momentem p¦du mas m1 i m2, za± o± By
dobieramy tak, aby powstaª prawoskr¦tny ukªad kartezja«ski.

Z de�nicji ±rodka masy znajdujemy wspóªrz¦dne x1 i x2 jako funkcje mas
i odlegªo±ci ∆:

m1x1 +m2x2 = 0, x2 − x1 = ∆,

prowadzi do

x1 =
−m2∆
m1 +m2

, x2 =
m1∆
m1 +m2

.
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Je±li masy m1 i m2 poruszaj¡ sie po orbitach koªowych wzgl¦dem ba-
rycentrum, to znaczy, »e znajduj¡ si¦ zawsze w staªej odlegªo±ci wzajemnej
∆ i ukªad wspóªrz¦dnych obraca si¦ jednostajnie wokóª osi Bz z pr¦dko±ci¡
k¡tow¡

Ω = k
√
m1 +m2
∆3

, (2.3)

wynikaj¡c¡ z III prawa Keplera. W obracaj¡cym si¦ jednostajnie ukªadzie
wspóªrz¦dnych obie masy spoczywaj¡ a wi¦c wytwarzane przez nie pole gra-
witacyjne przestaje zale»e¢ jawnie od czasu. Przekonamy si¦ o tym wypisuj¡c
funkcj¦ Hamiltona naszego zagadnienia.

WYK�AD 6

2.2.1 Caªka Jacobiego

Rozpatrujemy ruch cz¡stki o zaniedbywalnej masie w potencjale

V = −k
2m1
r1
− k

2m2
r2
.

Jest to energia potencjalna na jednostk¦ masy. Jak wiemy z Matematycz-

nych podstaw mechaniki nieba (MPMN, rozdz. 3.2.3), funkcja Hamiltona w
ukªadzie obracaj¡cych si¦ osi z wy»ej wypisanym potencjaªem ma posta¢

H = 1
2

(
X2 + Y 2 + Z2

)
+Ω (y X − xY )− k

2m1
r1
− k

2m2
r2
. (2.4)

Zauwa»my, »e odlegªo±ci masy m3 od obu pozostaªych mas

r1 = ||r − (x1, 0, 0)T|| =
√
(x− x1)2 + y2 + z2,

r2 = ||r − (x2, 0, 0)T|| =
√
(x− x2)2 + y2 + z2,

nie zale»¡ jawnie od czasu, gdy» poªo»enie obu mas jest staªe. W tej sytuacji,
skoro

∂H
∂t
= 0,

mamy caªk¦ ruchu H = const. (MPMN, rozdz. 2.3) czyli, oznaczaj¡c µi =
k2mi,

1
2

(
X2 + Y 2 + Z2

)
+Ω (y X − xY )− µ1

r1
− µ2
r2
= −12 C. (2.5)
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Staªa ruchu C nazywana jest staª¡ Jacobiego, za± równanie (2.5) mo»na
nazwa¢ caªk¡ Jacobiego, cho¢ wªa±ciwie nazwa ta jest stosowana do prze-
ksztaªconej postaci, któr¡ podamy ni»ej.

W niektórych zastosowaniach wygodniej jest u»ywa¢ caªki Jacobiego (2.5)
w postaci jawnie zale»nej od pr¦dko±ci. Przypomnijmy, »e w ukªadzie obra-
caj¡cym si¦ p¦dy R nie s¡ to»same z pr¦dko±ciami ṙ i mamy

ẋ =
∂H
∂X
= X +Ω y,

ẏ =
∂H
∂Y
= Y − Ωx,

ż =
∂H
∂Z
= Z.

Z tej poªowy równa« Hamiltona mo»emy wyznaczy¢ p¦dy

X = ẋ− Ω y,
Y = ẏ +Ωx,

Z = ż,

i podstawi¢ je do caªki (2.5). Elementarne przeksztaªcenia prowadz¡ do caªki
Jacobiego w tradycyjnej postaci

ẋ2 + ẏ2 + ż2 − Ω2
(
x2 + y2

)
− 2µ1
r1
− 2µ2
r2
+ C = 0. (2.6)

Caªka Jacobiego jest jedyn¡ caªk¡ ruchu w ograniczonym koªowym (tylko
koªowym !) zagadnieniu trzech ciaª. Oznacza to oczywi±cie niecaªkowalno±¢
tego zagadnienia i to nawet w przypadku pªaskim. Tym nie mniej, ilo±¢
informacji o ruchu jak¡ jeste±my w stanie wydoby¢ z caªki Jacobiego jest
doprawdy imponuj¡ca, o czym przekonamy si¦ w nast¦pnych podrozdziaªach.

2.2.2 Kryterium Tisseranda

Gdy kometa okresowa obserwowana jest z Ziemi podczas kolejnego przej±cia
przez peryhelium swojej orbity, to zazwyczaj jej oskulacyjne elementy an, en
oraz In nie odbiegaj¡ znacznie od tych, jakie obserwowane byªy przy okazji
poprzedniego przej±cia: ao, eo, Io. Wyj¡tkiem od tej reguªy jest sytuacja, gdy
nast¡piªo ciasne zbli»enie komety do jednej z planet olbrzymów � najcz¦±ciej
Jowisza; mo»e wtedy nast¡pi¢ tak znaczna zmiana elementów, »e mo»na by
uzna¢ obserwowan¡ po powrocie w pobli»e Sªo«ca komet¦ za nowe, nieznane
wcze±niej ciaªo niebieskie. Kryterium Tisseranda pozwala na unikni¦cie takiej
pomyªki. Jego ide¦ mo»na stre±ci¢ nast¦puj¡co:
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1. Uznajemy, »e ruch komety odbywa si¦ w ramach koªowego ograniczo-
nego zagadnienia trzech ciaª Sªo«ce(m1)-Jowisz(m2)-kometa.

2. Zakªadamy, »e warto±¢ staªej Jacobiego C komety nie ulega zmianie w
momencie kolejnych jej pojawie«, co pozwala na identy�kacj¦ komet
nawet gdy elementy jej orbity ulegªy istotnej zmianie.

Aby uªatwi¢ korzystanie z tego kryterium, Tisserand wprowadziª do±¢ istotne
uproszczenia do wy»ej wymienionej procedury.

Rozpatrzmy caªk¦ Jacobiego (2.5). Jak wiemy (MPMN, rozdz. 3.2.3),
kwadrat p¦du R2 w obracaj¡cym si¦ ukªadzie wspóªrz¦dnych, to nic innego
jak kwadrat pr¦dko±ci v2i mierzonej w inercjalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych.
A zatem równo±¢ (2.5) przyjmuje posta¢

1
2v
2
i − Ω (xY − y X)−

µ1
r1
− µ2
r2
= −12 C.

Uznajmy teraz dla uproszczenia, »e w momencie obserwacji kometa jest na
tyle oddalona od Jowisza, »e w caªce Jacobiego mo»na zaniedba¢ wyraz −µ2r2 ,
co wynika zarówno z maªej masy Jowisza m2 w porównaniu z mas¡ Sªo«ca
m1 jak i z ró»nicy odlegªo±ci komety od Jowisza r2 i od Sªo«ca r1, co oznacza
w efekcie µ1r1 ≫

µ2
r2
. Mamy wi¦c w przybli»eniu

1
2v
2
i − Ω (xY − y X)−

µ1
r1
≈ −12 C. (2.7)

Nast¦pnie zauwa»my, »e pr¦dko±¢ k¡towa obrotu ukªadu wspóªrz¦dnych to
nic innego jak ruch ±redni Jowisza wynikaj¡cy z III prawa Keplera

Ω =

√
µ1
a3J
,

gdzie aJ to promie« orbity Jowisza i zaniedbuj¡c mas¦ Jowisza mo»emy wsta-
wi¢ w miejsce formalnego k2(m1+m2) uproszczone µ1 = k2m1. Mamy wi¦c

1
2v
2
i −

√
µ1
a3J
(xY − y X)− µ1

r1
≈ −12 C.

Przypomnijmy teraz, »e wyra»enie xY −y X to skªadowa Gz momentu p¦du
komety, czyli zmienna Delaunaya H. W ±wietle de�nicji zmiennych Delau-
naya (MPMN rozdz. 3.3.4) mamy

H =
√
µ1 a (1− e2) cos I,
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natomiast caªka siª »ywych w zagadnieniu dwóch ciaª prowadzi nas do zwi¡zku

1
2
v2i −

µ1
r1
= − µ1
2 a
.

W ten sposób uzale»nili±my caªk¦ Jacobiego (2.7) od elementów oskulacyj-
nych komety

− µ1
2 a
−
√
µ1
a3J

√
µ1 a (1− e2) cos I ≈ −12 C,

a po podzieleniu obu stron przez − µ12 aJ otrzymujemy

aJ
a
+ 2

√
a

aJ

√
1− e2 cos I ≈ CaJ

µ1
. (2.8)

A zatem, nawet je±li ka»dy z elementów orbity komety ulegª powa»nej zmia-
nie, to w ramach bª¦du wynikaj¡cego z przyj¦tych uproszcze« powinen by¢
speªniony zwi¡zek

aJ
an
+ 2

√
an
aJ

√
1− e2n cos In ≈

aJ
ao
+ 2

√
ao
aJ

√
1− e2o cos Io, (2.9)

zwany kryterium Tisseranda.

2.2.3 Zmienne bezwymiarowe

Istniej¡ dwa powody, dla których wprowadza si¦ w zagadnieniach dynamiki
tak zwane zmienne bezwymiarowe (spotka¢ mo»na tak»e termin � jednostki
bezwymiarowe�, który jednak ma charakter oksymoronu). Pierwszy ma cha-
rakter praktyczny: wygodniej jest u»ywa¢ liczb rz¦du jedno±ci ni» ni» liczb
bardzo wielkich lub maªych (przykªad � stosowanie jednostek SI w analizie
ruchu planet). Drugi powód jest bardziej zasadniczy: dobieraj¡c jednostki
masy, odlegªo±ci i czasu tak, aby jak najwi¦cej staªych �zycznych lub cha-
rakterystycznych wielko±ci miaªo warto±¢ 1, ujawniamy od ilu parametrów
dowolnych faktycznie zale»y nasz problem. Nale»y jednak pami¦ta¢, »e cen¡
za u»ywanie zmiennych bezwymiarowych jest rezygnacja z dobrego narz¦dzia
kontroli przeksztaªce« wzorów, jakim jest sprawdzanie jednostek obu stron
równania przed i po przeksztaªceniu.

Jak wprowadzamy zmienne bezwymiarowe w ograniczonym zagadnieniu
trzech ciaª ? Przypomnijmy, »e oprócz sze±ciu warunków pocz¡tkowych, za-
gadnienie to zale»y od pi¦ciu parametrów �zycznych: k,m1,m2, Ω i∆. Jeden
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z nich, niech to b¦dzie Ω, jest zale»ny od pozostaªych zgodnie z (2.3), co po-
zostawia cztery niezale»ne parametry k, m1, m2 i ∆. Mogªoby si¦ zdawa¢, »e
skoro mamy wpªyw na jednostki odlegªo±ci, czasu i masy, to jeste±my w sta-
nie wyeliminowa¢ trzy parametry. Ale nie zapominajmy, »e hamiltonian (2.4)
jest ju» funkcj¡ podzielon¡ przez mas¦ m3, tak samo jak i p¦d (por. MPMN

rozdz. 2.5.3). Wybór jednostki masy jest w tej sytuacji bez znaczenia, gdy»
nie ma wpªywu na warto±¢ p¦du (ani � tym bardziej � poªo»enia).

• Niech jednostk¡ odlegªo±ci b¦dzie odlegªo±¢ mi¦dzy masami m1 i m2.
Przy takim wyborze b¦dziemy mieli ∆ = 1.

• Przyjmiemy �kanoniczn¡� jednostk¦ czasu, dla której parametr grawi-
tacyjny z podan¡ wy»ej jednostk¡ odlegªo±ci k2 (m1 +m2) = 1.

Zauwa»my, »e przy takim wyborze jednostek pr¦dko±¢ k¡towa, z jak¡ ob-
raca si¦ ukªad wspóªrz¦dnych, jest równie» jednostkowa, gdy» zgodnie z (2.3)
mamy

Ω =

√
k2(m1 +m2)
∆3

= 1.

Jakkolwiek funkcja hamiltona pozornie zale»y nadal od dwóch mas, to jest
to zale»no±¢ w sposób do±¢ szczególny:

H = 1
2

(
X2 + Y 2 + Z2

)
+ y X − xY − m1

(m1 +m2) r1
− m2
(m1 +m2) r2

,

gdzie do (2.4) podstawili±my Ω = 1 oraz k2 = 1/(m1 + m2). Jak wida¢,
wystarczy teraz wprowadzi¢ jeden bezwymiarowy parametr µ, dla którego

µ =
m2

m1 +m2
, 1− µ = m1

m1 +m2
, (2.10)

aby w peªni uwzgl¦dni¢ wpªyw dwóch mas m1 i m2. Zauwa»my, »e skoro
przyj¦li±my m1  m2, to

0 < µ ¬ 1
2
.

Funkcja Hamiltona w zmiennych bezwymiarowych i z dodatkow¡ reduk-
cj¡ jednego parametru przyjmuje posta¢

H = 1
2

(
X2 + Y 2 + Z2

)
+ y X − xY − 1− µ

r1
− µ
r2
, (2.11)

gdzie

r1 =
√
(x+ µ)2 + y2 + z2, r2 =

√
(x− 1 + µ)2 + y2 + z2, (2.12)

34



poniewa» masam1 ma teraz wspóªrz¦dn¡ x1 = −µ, za± masam2 ma x2 = 1−
µ. A zatem, oprócz warunków pocz¡tkowych, koªowe ograniczone zagadnienie
trzech ciaª zale»y efektywnie od jednego tylko parametru � stosunku mas µ.
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WYK�AD 7

2.2.4 Powierzchnie i krzywe zerowej pr¦dko±ci

Caªka Jacobiego jest jedyn¡ caªk¡ ruchu w naszym zagadnieniu i nie wy-
starcza ona do znalezienia ksztaªtu trajektorii, ale mo»na j¡ wykorzysta¢ do
okre±lenia dopuszczalnych obszarów w jakich mo»e odbywa¢ si¦ ruch cz¡stki
z zadan¡ warto±ci¡ staªej Jacobiego C. Zauwa»my, »e kwadrat pr¦dko±ci
v2 = ẋ2+ ẏ2+ ż2 w obracaj¡cym si¦ ukªadzie wspóªrz¦dnych nigdy nie mo»e
by¢ liczb¡ ujemn¡. A zatem, je±li wstawimy v2 = 0 w caªce Jacobiego (2.6),
otrzymamy równanie granicznej powierzchni oddzielaj¡cej dopuszczalne ob-
szary ruchu od �zycznie niemo»liwych

Ω2 (x2 + y2) +
2µ1
r1
+
2µ2
r2
= C.

U»ywaj¡c zmiennych bezwymiarowych i parametru masowego µ, mo»emy
sprowadzi¢ to równanie do

x2 + y2 +
2 (1− µ)
r1

+
2µ
r2
= C, (2.13)

Zale»y ono ju» tylko od dwóch parametrów: staªej Jacobiego C i stosunku
mas µ. Staªa Jacobiego zawiera �skomprymowan¡� informacj¦ o warunkach
pocz¡tkowych. Dokªadniej � reprezentuje ona zbiór wszystkich mo»liwych
szóstek liczb (poªo»e« i pr¦dko±ci), które przy danej warto±ci µ zwi¡zane s¡
z okre±lon¡ warto±ci¡ C = −2H, gdzie hamiltonian dany jest równaniem
(2.11).

Koncepcja zde�niowania obszarów dost¦pnych dla ruchu poprzez waru-
nek v2  0 pochodzi od George'a Williama Hilla1. Mo»na j¡ zastosowa¢ w
dowolnym zagadnieniu, gdzie badamy ruch jednego ciaªa w zadanym polu z
potencjaªem. Na przykªad, w zagadnieniu wzgl¦dnym dwóch ciaª obowi¡zuje
caªka siªy »ywej

v2

2
− k

2(m1 +m2)
r

= h.

Dla orbit eliptycznych staªa h jest owi¡zana z póªosi¡ wielk¡ a wzorem

h = −k
2(m1 +m2)
2a

< 0.

1G. W. Hill, 1878: Researches in the Lunar Theory, The American Journal of Mathe-

matics 1, 1, s. 5�26. W tym samym artykule Hill jako pierwszy wprowadziª nazw¦ caªka

Jacobiego oraz zde�niowaª i zbadaª zagadnienie przedstawione w dodatku A.
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Warunek v2  0 prowadzi do

k2(m1 +m2)
r

− k
2(m1 +m2)
2a

 0,

czyli ruch musi odbywa¢ si¦ w odlegªo±ci r ¬ 2a i powierzchni¡ zerowej
pr¦dko±ci jest sfera o promieniu r = 2a.

Powierzchnie Hilla (Roche'a)

Rodzina powierzchni zerowej prz¦dko±ci w przestrzeni zwana jest powierzch-
niami Hilla. W astro�zyce powszechna jest nazwa powierzchni Roche'a, ale
s¡ one synonimami tylko wtedy, gdy potencjaª grawitacyjny gwiazdy przybli-
»amy poetncjaªem punktu materialnego). Przeanalizujemy zmiany ich ksztaªtu
w zale»no±ci od staªej Jacobiego C.

Zacznijmy od sprawdzenia, co si¦ dzieje, gdy staªa Jacobiego C ≫ 1. Jest
to mo»liwe w trzech przypadkach:

1. Cz¡stka znajduje si¦ bardzo daleko od ±rodka ukªadu (x2 + y2 ≫ 1) i
wtedy 2 (1−µ)r1

+ 2µr2 ≪ 1. Równanie (2.13) przechodzi w

x2 + y2 ≈ C, (2.14)

a wi¦c jest równaniem walca o osi symetrii Oz i promieniu
√
C, zwa-

nego walcem asymptotycznym. Ruch mo»e si¦ odbywa¢ tylko na
zewn¡trz tego walca, gdy» porównuj¡c z (2.6), dla v2 > 0 mieliby±my
x2+y2 ≈ C+v2 i przy tej samej warto±ci staªej C odlegªo±¢ od osi Oz
ukªadu musi by¢ wi¦ksza.

2. Cz¡stka jest bardzo blisko masy m1, tzn. r1 ≪ 1. Dominuj¡cym wy-
razem w równaniu (2.13) jest wtedy 2 (1−µ)r1

≫ 1 i w przybli»eniu obo-
wi¡zuje

2 (1− µ)
r1

≈ C, (2.15)

czyli równanie sfery o promieniu 2 (1 − µ)C−1, opisanej wokóª masy
m1. Ruch mo»liwy jest tylko wewn¡trz sfery, gdy» dla v2 > 0 mamy
r1 = 2 (1− µ) (C + v2)−1.

3. Cz¡stka jest bardzo blisko masy m2, czyli r2 ≪ 1. Dominuj¡cym wy-
razem w równaniu (2.13) jest 2µr2 ≫ 1 i mamy przybli»one równanie
powierzchni

2µ
r2
≈ C. (2.16)
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Podobnie jak w poprzednim przypadku jest to równanie sfery o pro-
mieniu 2µC−1, opisanej wokóª masy m2. Tu tak»e ruch mo»liwy jest
tylko wewn¡trz sfery.

Trzy wymienione wy»ej powierzchnie oznaczymy odpowiednio W , S1 i S2.
S¡ one przedstawione na rys. 2.4.

Co b¦dzie si¦ dziaªo przy zmniejszaniu warto±ci staªej C ? Promie« walca
W zmniejsza si¦ i to tym szybciej, im bli»ej jeste±my pªaszczyzny Oxy. W
przestaje wi¦c by¢ walcem. Dodatkowo pojawiaj¡ si¦ �wgniecenia� w pobli»u
przeci¦cia z osi¡ Ox. Powierzchnie S1 i S2 powi¦kszaj¡ swój promie« i za-
tracaj¡ charakter sferyczny. S1 wydªu»a si¦ w stron¦ masy m2 a S2 w stron¦
masy m1. Gdy warto±¢ staªej Jacobiego spadnie do krytycznej warto±ci C1,
powierzchnie S1 i S2 stykaj¡ si¦ w punkcie Lagrange'a L1, poªo»onym na
osi Ox. Dla C < C1 powierzchnie te zlewaj¡ si¦ w jedn¡ powierzchni¦ S12
wewn¡trz której mo»liwy jest ruch. Tak wi¦c, tylko dla C ¬ C1 mo»liwa jest
sytuacja, w której cz¡stka, poruszaj¡c si¦ pocz¡tkowo wokóª jednej z mas,
mo»e przej±¢ na orbit¦ wokóª drugiej masy.

W miar¦ jak zmniejszamy warto±¢ staªej Jacobiego, dochodzimy do sytu-
acji, w której powierzchnie W i S12 uzyskuj¡ punkt wspólny. Dzieje si¦ tak
dla pewnej warto±ci staªej Jacobiego C2, a punkt wspólny, le»¡cy na osi Ox
na prawo od masy m2, nazywamy punktem Lagrange'a L2. Gdy C ¬ C2,
cz¡stka przestaje by¢ uwi¦ziona w otoczeniu mas m1 i m2 i mo»e opu±ci¢
ukªad przez �korytarz� x > 0. Mo»liwe tak»e jest wej±cie cz¡stki nadlatuj¡cej
z du»ej odlegªo±ci w pobli»e masm1 im2. Od tego momentu mamy do czynie-
nia z jedn¡ powierzchni¡ WS12 o ksztaªcie przypominaj¡cym zdeformowny
walec wgnieciony od strony dodatnich warto±ci zmiennej x.

Istnieje kolejna warto±¢ krytyczna C3 ¬ C2, dla której pojawia si¦ trzeci
punkt Lagrange'a L3. Jest to punkt styku powierzchniWS12 z sam¡ sob¡;
wgniecenie wzdªu» osi Ox staje si¦ na tyle gª¦bokie, »e dotyka powierzchni
zdeformowanego walca po stronie x < 0 osiOx. Dla warto±ci C ¬ C3 mo»liwa
jest ju» ucieczka z ukªadu (lub wej±cie w jego otoczenie) od strony x < 0.

Dalsze zmniejszanie C powi¦ksza �tunel� wzdªu» osi Ox. Rozrasta on si¦
do tego stopnia, »e nast¦puje rozerwanie powierzhcni WS12 na dwie cz¦±ci:
powierzchni¦ górn¡W+ i powierzchni¦ doln¡W−. Rozerwanie to nast¦puje w
dwóch, symetrycznie rozmieszczonych punktach Lagrange'a L4 i L5, umiesz-
czonych w wierzchoªkach trójk¡ta równobocznego o podstawiem1,m2 i boku
∆ = 1. Krytyczn¡ warto±¢ staªej Jacobiego dla tych punktów oznaczymy C45.

Je±li mamy do czynienia z granicznym przypadkiem równych mas m1 =
m2, czyli µ = 12 , powierzchnie zerowej pr¦dko±ci s¡ symetryczne wzgl¦dem
pªaszczyzny Oyz. Mamy wtedy C2 = C3, punkt L1 wypada w ±rodku ukªadu,
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Rysunek 2.4: Powierzchnie Hilla dla µ = 0.2 i C = 10. Ruch mo»liwy jest
tylko na zewn¡trz walca asymptotycznego W lub wewn¡trz sfer S1 i S2. U
doªu powi¦kszenie wn¦trza walca asymptotycznego.
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Rysunek 2.5: Powierzchnie Hilla dla µ = 0.2 i C = 4. Po prawej przekrój w
pªaszczy¹nie y = 0.

Rysunek 2.6: Powierzchnie Hilla dla µ = 0.2 i C = C1 ≈ 3.80465. Powierzch-
nie wewn¦trzne stykaj¡ si¦ punkcie Lagrange'a L1.

40



Rysunek 2.7: Powierzchnie Hilla dla µ = 0.2 i C = 3.6.

Rysunek 2.8: Powierzchnie Hilla dla µ = 0.2 i C = C2 ≈ 3.5524. Powierzchnia
wewn¦trzna i walec asymptotyczny stykaj¡ si¦ punkcie Lagrange'a L2.
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Rysunek 2.9: Powierzchnia Hilla dla µ = 0.2 i C = 3.4.

Rysunek 2.10: Powierzchnia Hilla dla µ = 0.2 i C = C3 ≈ 3.1973. Powierzch-
nia styka si¦ sama z sob¡ punkcie Lagrange'a L3.
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Rysunek 2.11: Powierzchnia Hilla dla µ = 0.2 i C = 3.

Rysunek 2.12: Powierzchnia Hilla dla µ = 0.2 i C = C45 = 2.84. W pªasz-
czy¹nie z = 0 powierzchnia Hilla redukuje si¦ do punktów Lagrange'a L4 i
L5.
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Rysunek 2.13: Powierzchnie Hilla dla µ = 0.2 i C = 2.3.

punkty L2 i L3 s¡ rozmieszczone symetrycznie na osi Ox, za± punkty L4 i L5
le»¡ na osi Oy.

Krzywe Hilla w zagadnieniu pªaskim

Krzywe Hilla to odpowiednik powierzchni Hilla (Roche'a) w zagadnieniu pªa-
skim z = ż = 0. Ich ksztaªt mo»emy wywnioskowa¢, przecinaj¡c powierzchnie
Hilla pªaszczyzn¡ z = 0. Odpowiednikiem walca asymptotycznego W staje
si¦ okr¡g asymtotyczny; tak»e sfery asymptotyczne S1 i S2 przyjmuj¡ posta¢
okr¦gów. Wszystkie punkty Lagrange'a pojawiaj¡ si¦ na pªaszczy¹nie z = 0
przy tych samych warto±ciach staªej Jacobiego C1 > C2  C3 > C45. Za-
uwa»my, »e C45 staje si¦ najmniejsz¡ warto±ci¡ staªej Jacobiego dla której
istniej¡ krzywe Hilla, poniewa» dla C < C45 powierzchnie maj¡ z ̸= 0.

Inne konwencje oznacze«

W literaturze mo»na spotka¢ inne konwencje oznacze« ni» przedstawiona
wy»ej. I tak:

• masy mog¡ by¢ rozmieszczone odwrotnie, to znaczy wi¦ksza m1 po
dodatniej stronie osi Ox, a mniejsza m2 po ujemnej,

• punkty Lagrange'a mog¡ by¢ numerowane od lewej do prawej, to zna-
czy L1, L2, L3 zamiast L3, L1, L2,
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• czasami do staªej Jacobiego C dodaje si¦ wyraz zale»ny od mas, tak
aby jej warto±¢ w punktach Lagrange'a L4 i L5 wynosiªa zawsze C ′ = 3.
Oznacza to C ′ = C + µ(1− µ)/2.

Kilka zastosowa« praktycznych powierzchni zerowej pr¦dko±ci

Rozpatrzmy kilka przykªadowych sytuacji, w których znajduje zastosowanie
analiza powierzchni zerowej pr¦dko±ci koªowego ograniczonego zagadnienia
trzech ciaª.

Astrodynamika: loty do Ksi¦»yca.

Zagadnienie lotu statku kosmicznego z orbity okoªoziemskiej na Ksi¦»yc
mo»na do±¢ dobrze przybli»y¢ w ramach ograniczonego zagadnieniem trzech
ciaª Ziemia(m1)-Ksi¦»yc(m2)-statek. Zaªó»my, »e statek znajduje si¦ w od-
legªo±ci r1 od Ziemi i r2 od Ksi¦»yca. Jak¡ pr¦dko±¢ trzeba mu nada¢, aby
mógª on dolecie¢ do Ksi¦»yca ? Z punktu widzenia caªki Jacobiego pr¦dko±¢
statku musi by¢ co najmniej taka, aby staªa Jacobiego C byªa co najwy»ej
równa granicznej wielko±ci C1 � tej, dla której powstaje punkt Lagrange'a L1.
Przypomnijmy, »e im mniejsza pr¦dko±¢ w obracaj¡cym si¦ ukªadzie wspóª-
rz¦dnych, tym wi¦ksza staªa Jacobiego.

Z drugiej strony, statek nie ucieknie z ukªadu Ziemia-Ksi¦»yc, je±li jego
pr¦dko±¢ jest mniejsza od granicznej warto±ci, odpowiadaj¡cej staªej Jaco-
biego C2. A zatem, statek kosmiczny, który ma znale¹¢ si¦ na orbicie wokóª
Ksi¦»yca, powinien mie¢ staª¡ Jacobiego C2 < C ¬ C1.

Planetologia: stabilno±¢ ukªadu planeta � ksi¦»yc.

Rozpatrzmy planet¦ posiadaj¡c¡ ksi¦»yc o zaniedbywalnej masie. Czy ksi¦-
»yc ten pozostanie trwale zwi¡zany z planet¡, czy te» pewnego dnia ucieknie
w przestrze« mi¦dzyplanetarn¡ wyrwany przez wpªyw Sªo«ca ? Odpowied¹
na to pytanie mo»na uzyska¢ w ramach ograniczonego zagadnienia trzech ciaª
Sªo«ce(m1)-planeta(m2)-ksi¦»yc. Warunkiem koniecznym stabilno±ci staje
si¦ kryterium C  C1. Przy mniejszych warto±ciach staªej Jacobiego ksi¦»yc
mo»e opu±ci¢ otoczenie planety przez okolice punktu L1. Oczywi±cie, nawet
ten warunek nie wyklucza innych zagro»e« stabilno±ci, takich jak mo»liwo±¢
kolizji ksi¦»yca z planet¡.

Co ciekawe, dla ukªadu Sªo«ce-Ziemia-Ksi¦»yc mamy staª¡ C1 ≈ 3.0009;
tymczasem Ksi¦»yc ma warto±¢ staªej Jacobiego C ≈ 3.0012, tylko nieznacz-
nie wi¦ksz¡ od C1. Trzeba przyzna¢, »e nasz satelita jest do±¢ lu¹no zwi¡zany
z Ziemi¡ ...

Takie uwi¦zienie satelity wewn¡trz powierzchni zerowej pr¦dko±ci ota-
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czaj¡cej planet¦ nazywane jest stabilno±ci¡ satelity w sensie Hilla (ang. Hill
stability).

Astro�zyka: ciasne ukªady podwójne gwiazd.

Powierzchnie zerowej pr¦dko±ci okazuj¡ si¦ równie» dobrym przybli»eniem
ksztaªtu gwiazd podwójnych w ukªadach ciasnych, to znaczy takich, gdzie
odlegªo±¢ skªadników jest tego samego rz¦du wielko±ci co rozmiary wi¦kszej
z dwóch gwiazd. Ograniczone zagadnienie trzech ciaª obejmuje wtedy na-
st¦puj¡ce trzy �ciaªa�: ±rodek masy jednej z gwiazd jako masa m1, ±rodek
masy drugiej gwiazdy jako masa m2 i wreszcie maªy element materii jed-
nej z gwiazd przy jej powierzchni jako masa zaniedbywalna. Do±¢ cz¦sto
spotyka si¦ sytuacj¦, kiedy z dwóch gwiazd ukªadu jedna jest olbrzymem i
zapeªnia caªkowicie powierzchni¦ zerowej pr¦dko±ci zde�niowan¡ przez staª¡
Jacobiego C1. �Nadmiar materii� tej gwiazdy uchodzi wtedy przez punkt L1
do otoczenia drugiego skªadnika ukªadu.
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WYK�AD 8

2.2.5 Poªo»enie punktów libracyjnych Lagrange'a

Analizuj¡c powierzchnie i krzywe zerowej pr¦dko±ci obserwowali±my powsta-
wanie punktów libracyjnych Lagrange'a b¡d¹ to jako miejsc styku powierzchni
Hilla, b¡d¹ te» jako miejsc, gdzie krzywe Hilla degeneruj¡ si¦ do punktów.
Obecnie znajdziemy poªo»enie punktów Lagrange'a jako punktów krytycz-
nych (poªo»e« równowagi) ukªadu równa« ruchu.

Z funkcji Hamiltona w zmiennych bezwymiarowych (2.11) wyprowadzamy
równania kanoniczne ruchu

ẋ =
∂H
∂X
= X + y,

ẏ =
∂H
∂Y
= Y − x,

ż =
∂H
∂Z
= Z, (2.17)

Ẋ = −∂H
∂x
= Y − 1− µ

r31
(x+ µ)− µ

r32
(x− 1 + µ),

Ẏ = −∂H
∂y
= −X −

(
1− µ
r31
+
µ

r32

)
y,

Ż = −∂H
∂z
= −

(
1− µ
r31
+
µ

r32

)
z.

Punkty krytyczne równa« ruchu to takie warto±ci zmiennych, dla których
wszystkie prawe strony równa« staj¡ si¦ równe zero (czyli punkty, w których
zamiera ruch ukªadu). Poszukajmy takich punktów dla ukªadu (2.17).

Warunki A. Trzecie i szóste z równa« (2.17) posiadaj¡ punkty krytyczne
gdy z = Z = 0. Oznacza to, »e wszystkie punkty Lagrange'a musz¡ le»e¢ w
pªaszczy¹nie orbity mas m1 i m2, gdy» taka jest de�nicja pªaszczyzny Oxy.

Warunki B. Pierwsze dwa równania ukªadu (2.17) wymagaj¡ przyj¦cia

X = −y, Y = x,

co w tªumaczeniu z j¦zyka p¦dów oznacza warunki zerowych pr¦dko±ci ẋ i ẏ
w ukªadzie rotuj¡cych osi.

Warunki C. Po uwzgl¦dnieniu warunków A i B pozostaj¡ nam jeszcze dwa
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nierozpatrywane warunki: Ẋ = 0 i Ẏ = 0 czyli

x− 1− µ
r31
(x+ µ)− µ

r32
(x− 1 + µ) = 0, (2.18)

y −
(
1− µ
r31
+
µ

r32

)
y = 0. (2.19)

Warunek (2.19) mo»e by¢ speªniony w dwóch przypadkach. Pierwszy z nich
to do±¢ oczywiste zaªo»enie y = 0. Nazwiemy ten przypadek CK, gdy» od-
powiada on kolinearnym punktom Lagrange'a znajduj¡cym si¦ na osi Ox
czyli na prostej przechodz¡cej przez masy m1 i m2. Oczywi±cie, samo przy-
j¦cie y = 0 nie wystarcza, gdy» musimy jeszcze sprawi¢, aby zostaª speªniony
warunek (2.18). Prowadzi to do równania

x− (1− µ) x+ µ

((x+ µ)2)3/2
− µ x− 1 + µ
((x− 1 + µ)2)3/2

= 0. (2.20)

Pami¦taj¡c, »e
√
ξ2 = |ξ|, wystrzegamy si¦ pochopnego uproszczenia mia-

nowników i zapisujemy (2.20) jako

x− (1− µ) x+ µ
|x+ µ|3

− µ x− 1 + µ
|x− 1 + µ|3

= 0. (2.21)

Aby rozwi¡za¢ równanie (2.21), musimy je rozpatrywa¢ w trzech rozª¡cz-
nych przedziaªach:

przedziaª I przedziaª II przedziaª III
|x+ µ| = x+ µ x+ µ −(x+ µ)

|x− 1 + µ| = −(x− 1 + µ) x− 1 + µ −(x− 1 + µ)

Warunek CK-I. Przedziaª I oznacza poªo»enie pomi¦dzy masami m1 i m2.
Warunek (2.21) przybiera wtedy posta¢

x− 1− µ
(x+ µ)2

+
µ

(x− 1 + µ)2
= 0.

Po pomno»eniu obu stron przez (x+µ)2(x−1+µ)2 dochodzimy do wniosku,
»e punkt Lagrange'a L1 znajduje si¦ na osi Ox i ma wspóªrz¦dn¡ x b¦d¡ca
pierwiastkiem równania

x (x+ µ)2(x− 1 + µ)2 − (1− µ) (x− 1 + µ)2 + µ (x+ µ)2 = 0. (2.22)
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Jest to równanie pi¡tego stopnia i twierdzenia algebry pozwalaj¡ jedynie
na stwierdzenie, »e w rozwa»anym przedziale posiada ono dokªadnie jeden
pierwiastek rzeczywisty; nie potra�my natomiast rozwi¡za¢ tego równania
w sposób ±cisªy poza granicznymi przypadkami: i) µ = 12 , co prowadzi do
xL1 = 0, oraz ii) µ→ 0, z asymptotycznym xL1 → 1. Pozostaj¡ nam wi¦c w
ogólno±ci metody numeryczne poszukiwania pierwiastka lub rachunek zabu-
rze«. Dla dostatecznie maªych warto±ci µ≪ 1

2 , mo»na przedstawi¢ poªo»enie
punktu L1 w postaci do±¢ wolno zbie»nego szeregu

xL1 ≃ 1−
(
µ

3

)1/3
+
1
3

(
µ

3

)2/3
+ . . . (2.23)

Mo»na udowodni¢, »e punkt ten le»y zawsze bli»ej masy m2 (mniejszej) ni»
masy m1.

Warunek CK-II. Przedziaª II to poªo»enie na prawo od masym2. Warunek
(2.21) przybiera wtedy posta¢

x− 1− µ
(x+ µ)2

− µ

(x− 1 + µ)2
= 0.

Tak wi¦c, aby znale¹¢ poªo»enie punktu Lagrange'a L2, musimy rozwi¡za¢
równanie pi¡tego stopnia

x (x+ µ)2(x− 1 + µ)2 − (1− µ) (x− 1 + µ)2 − µ (x+ µ)2 = 0. (2.24)

Podobnie jak poprzednio wiemy, »e istnieje jeden pierwiastek rzeczywisty ale
nie potra�my go znale¹¢ w sposób dokªadny. Nawet dla µ = 12 mamy tylko
przybli»on¡ warto±¢ xL2 ≈ 1.1984 (ale xL2 nie jest monotoniczn¡ funkcj¡ µ
i osi¡ga maksimum w okolicach µ ≈ 0.17). Zauwa»my tak»e, »e dla µ → 0
mamy, podobnie jak dla L1, xL2 → 1, tyle tylko, »e teraz zbli»amy si¦ do
masy m2 od drugiej strony.

Dla dostatecznie maªych warto±ci µ ≪ 1
2 , mo»na przedstawi¢ poªo»enie

punktu L2 w postaci szeregu zbli»onego do (2.23)

xL2 ≃ 1 +
(
µ

3

)1/3
+
1
3

(
µ

3

)2/3
+ . . . (2.25)

Podobie«stwo szeregów i zbli»one zachowanie dla µ → 0 sugeruj¡ pewne
matematyczne pokrewie«stwo punktów L1 i L2.

Warunek CK-III. Przedziaª III oznacza poªo»enie na lewo od masy m1
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a zatem b¦dziemy si¦ zajmowa¢ punktem L3. Warunek (2.21) ma w tym
przedziale posta¢

x+
1− µ
(x+ µ)2

+
µ

(x− 1 + µ)2
= 0.

A zatem xL3 to warto±¢ x b¦d¡ca pierwiastkiem równania

x (x+ µ)2(x− 1 + µ)2 + (1− µ) (x− 1 + µ)2 + µ (x+ µ)2 = 0. (2.26)

I tym razem brak rozwi¡zania dokªadnego � nawet dla µ = 12 , gdy xL3 =
−xL2 ≈ −1.1984. Szereg dla xL3 ró»ni si¦ istotnie od poprzednich (2.23) i
(2.25), posiadaj¡c o wiele lepsz¡ zbie»no±¢

xL3 ≃ −1− 512 µ+
1127
20736 µ

3 + . . . (2.27)

W ten sposób, wychodz¡c od warunków CK, znale¹li±my trzy kolinearne
punkty Lagrange'a jako trzy rozwi¡zania (2.18) dla y = 0. Istnieje jednak i
druga mo»liwo±¢ speªnienia (2.19) oprócz y = 0; nast¡pi tak, gdy

1− 1− µ
r31
− µ
r32
= 0,

co jest mo»liwe dla
r1 = r2 = 1.

W ten sposób otrzymujemy warunki CT. Upewnijmy si¦ jednak jeszcze, czy
na pewno warunki CT, speªniaj¡ce (2.19), czyni¡ zado±¢ równie» i (2.18).
Podstawiaj¡c do (2.18) zwi¡zek r1 = r2 = 1 dostajemy

x− 1− µ
1
(x+ µ)− µ

1
(x− 1 + µ) =

= x− (x+ µ− xµ− µ2)− (µx− µ+ µ2) = 0

Jak wida¢, warunkiCT prowadz¡ istotnie do kolejnych punktów krytycznych
równa« ruchu zagadnienia. Warunek r1 = r2 = 1 de�niuje dwa punkty: jeden
mo»e by¢ umieszczony w wierzchoªku trójk¡ta równobocznego m1m3m2 o
wspóªrz¦dnej y > 0 (punkt L4) a drugi w wierzchoªku trójk¡ta równobocz-
nego m1m2m3 o wspóªrz¦dnej y < 0 ( punkt L5). Czysto geometryczne
rozwa»ania prowadz¡ nas do wniosku, »e{

xL4 =
1
2 − µ, yL4 =

√
3
2 ,

xL5 =
1
2 − µ, yL5 = −

√
3
2 .

(2.28)
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Podsumowaniem tego rozdziaªu niech b¦dzie tabelka zawieraj¡ca dane
pi¦ciu punktów krytycznych równa« ruchu koªowego ograniczonego zagad-
nienia trzech ciaª. Dla uªatwienia powrotu z jednostek �bezwymiarowych� do
tradycyjnych jednostek astronomicznych przywrócimy w niej czynniki, które
uznali±my za równe jeden w dotychczasowych rozwa»aniach.

L1 L2 L3 L4 L5
x/∆ (2.22) (2.24) (2.26) (1− 2µ)/2 (1− 2µ)/2
y 0 0 0

√
3∆/2 −

√
3∆/2

z 0 0 0 0 0
X 0 0 0 −

√
3Ω∆/2

√
3Ω∆/2

Y ΩxL1 ΩxL2 ΩxL3 Ω∆(1− 2µ)/2 Ω∆ (1− 2µ)/2
Z 0 0 0 0 0
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WYK�AD 9

2.2.6 Stabilno±¢ punktów libracyjnych Lagrange'a

Wiadomo±ci ogólne

Po ustaleniu poªo»enia punktów Lagrange'a przejd¹my do zbadania ich sta-
bilno±ci. Istnieje wiele ró»nych sposobów de�niowania poj¦cia stabilno±ci.
Wyra»aj¡c si¦ w sposób niezbyt ±cisªy mo»na powiedzie¢, »e punkt krytyczny
ukªadu równa« ruchu nazywamy stabilnym, gdy przyj¡wszy warunki po-
cz¡tkowe nieznacznie odbiegaj¡ce od tego punktu otrzymamy orbit¦, która
zawsze pozostawa¢ b¦dzie w jego maªym otoczeniu. W obecnym rozdziale
ograniczymy si¦ do tzw. stabilno±ci liniowej punktów krytycznych (i to tylko
w przypadku kanonicznym).

W ukªadach posiadaj¡cych funkcj¦ Hamiltona mamy do czynienia z dwiema
typowymi sytuacjami, przedstawionymi na rysunku: albo punkt krytyczny
jest stabilny typu eliptycznego albo niestabilny typu hiperbolicznego. Przed-
stawiony ni»ej rysunek jest tylko pogl¡dowy, gdy» przedstawia zagadnienie z
jednym stopniem swobody (dwuwymiarowa przestrze« fazowa). Nie uwzgl¦d-
nia on przypadków zdegenerowanych, gdy punktu krytyczne nie s¡ izolowane,
lecz zapeªniaj¡ g¦sto pewn¡ krzyw¡ lub powierzchni¦. Podobie«stwo przed-
stawionych wykresów do trajektorii oscylatora harmonicznego

Ho = 12(X
2 + ω2x2),

lub �antyoscylatora� z odpychaj¡c¡ siª¡

Ha = 12(X
2 − ω2x2),

nie jest przypadkowe. Badanie stabilno±ci liniowej polega w istocie na stwier-

Rysunek 2.14: Eliptyczny punkt stabilny (z lewej) i hiperboliczny punkt nie-
stabilny (z prawej).
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dzeniu, który z tych dwóch modeli przypomina ruch ukªadu w dostatecznie
maªym otoczeniu punktu krytycznego.

Rozpatrzmy równania ukªadu o K stopniach swobody, opisanego zmien-
nymi ξ = (r,R)T, z funkcj¡ Hamiltona H

ξ̇ = J∇H ≡ F (ξ), (2.29)

gdzie J to standardowa macierz symplektyczna

J =

(
0 E
−E 0

)
.

Zaªó»my, »e dla zmiennych ξ = ξ0, równania (2.29) posiadaj¡ punkt kry-
tyczny F (ξ0) = 0. Interesuje nas zachowanie maªego przyrostu ξ̂ zde�nio-
wanego jako odchylenie od punktu krytycznego, a wi¦c ξ = ξ0+ξ̂. Zauwa»my,
»e transformacja ξ → ξ̂ jest kanoniczna, gdy» sprowadza si¦ do elementar-
nej translacji. Badanie stabilno±ci liniowej sprowadza si¦ do analizy ruchu
w zmiennych ξ̂ opisanej ukªadem równa« zlinearyzowanych w otoczeniu ξ0.
Je±li wi¦c podstawimy ξ0+ ξ̂ w miejsce ξ w równaniach (2.29), to w wyniku
linearyzacji otrzymamy

ξ̇0 +
dξ̂
dt
≈ F (ξ0) +M(ξ0) ξ̂.

W równaniu tym pochodna ξ̇0 = 0, gdy» s¡ to warto±ci staªe, natomiast
F (ξ0) = 0 z de�nicji punktu krytycznego. Pozostaje wi¦c tak zwany ukªad
równa« wariacyjnych

dξ̂
dt
=M(ξ0) ξ̂, (2.30)

b¦d¡cy ukªadem równa« ró»niczkowych liniowych jednorodnych o staªych
wspóªczynnikach (pochodne skªadaj¡ce si¦ na macierzM obliczamy w punk-
cie krytycznym ξ0 wi¦c s¡ staªe).

Macierz M to macierz 2K × 2K pochodnych cz¡stkowych (macierz Ja-
cobiego) wektora F

M =


∂F1
∂ξ1

· · · ∂F1
∂ξ2K

· · · . . . · · ·
∂F2K
∂ξ1

· · · ∂F2K∂ξ2K

 . (2.31)

Jest to zarazem macierz drugich pochodnych hamiltonianu H, gdy»

∂Fi
∂ξj
= (±) ∂

2H
∂ξi ∂ξj

,
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a znak zale»y od tego, czy ξi jest p¦dem (+) czy wspóªrz¦dn¡ uogólnion¡
(−). Jeszcze inaczej mo»emy to zapisa¢ jako

M = J

[
∂2H
∂ξi ∂ξj

]
, (2.32)

gdzie wyra»enie w nawiasie kwadratowym to macierz Hessego (macierz dru-
gich pochodnych) H, za± J to standardowa macierz symplektyczna. Je±li
rozwi¡zanie zlinearyzowanego ukªadu (2.30) jest ograniczone, to mówimy, »e
poªo»enie równowagi ξ0 jest liniowo stabilne.

Z teorii równa« ró»niczkowych liniowych wiemy, »e równania typu (2.30)
z nieosobliw¡ macierz¡M posiadaj¡ rozwi¡zanie w postaci superpozycji 2K
liniowo niezale»nych rozwi¡za«

ξ̂ =
2K∑
k=1

ξ̂k.

Dla poszczególnych rozwi¡za« mo»na przyj¡¢ posta¢

ξ̂k = αk expλk t, (2.33)

gdzie λk jest jedn¡ z warto±ci wªasnych macierzy M(ξ0), to znaczy roz-
wi¡zaniem równania charakterystycznego

det (M− λE2K) = 0, (2.34)

czyli

det


M1,1 − λ M1,2 · · · M1,2K
M2,1 M2,2 − λ · · · M2,2K
· · · · · · . . . · · ·
M2K,1 M2K,2 · · · M2K,2K − λ

 = 0.
Je±li chodzi o αk, to gdy λk jest pierwiastkiem pojedynczym, oznacza on
wektor staªych dowolnych. Dla pierwiastków wielokrotnych jest to wektor
wielomianów zmiennej t, ale tym przypadkiem nie b¦dziemy si¦ obecnie zaj-
mowa¢.

Geneza równania charakterystycznego jest prosta: podstawiamy (2.33)
do równa« wariacyjnych (2.30) (zakªadaj¡c, »e αk jest staªy) i mno»ymy
obie strony przez exp (−λk t). Otrzymujemy �zagadnienie wªasne� macierzy
M

λk αk =Mαk,
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t

a > 0

t

a = 0

t

a < 0

Rysunek 2.15: Zachowanie funkcji exp (a t) cos bt dla b ̸= 0 i ró»nych znaków
parametru a

czyli
(M− λk E2K)αk = 0.

Jest to ukªad 2K równa« jednorodnych z niewiadomymi αk. Ukªad taki
posiada zawsze rozwi¡zanie trywialne αk = 0, które nie interesuje nas z
punktu widzenia analizy stabilno±ci. Wa»niejsze s¡ rozwi¡zania nietrywialne,
a te istniej¡ wtedy i tylko wtedy gdy gdy wyznacznik macierzy gªównej
ukªadu jest równy 0. I tak dochodzimy do równania charakterystycznego
(2.34).

Jest to równanie stopnia 2K i tyle te» pierwiastków zespolonych

λk = ak + i bk

powinno ono posiada¢ (uwzgl¦dniaj¡c krotno±¢ pierwiastków). Je±li wi¦c za-
miast poszukiwa¢ dokªadnego rozwi¡zania ukªadu (2.30) ograniczymy si¦ do
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Rysunek 2.16: Mo»liwe kon�guracje warto±ci wªasnych hamiltonowskiej ma-
cierzy równa« wariacyjnych na pªaszczy¹nie zespolonej (tylko dla pierwiast-
ków jednokrotnych). Ramk¡ wyró»nione s¡ sytuacje odpowiadaj¡ce rozwi¡-
zaniom stabilnym.

znalezienia warto±ci wªasnych λk macierzyM, to rozpatrujemy tzw. stabil-
no±c spektraln¡ punktu krytycznego. Przyjmujemy wtedy, »e rozwi¡zanie
(2.33) ukªadu zlinearyzowanego (2.30) przybiera posta¢ superpozycji wyra-
zów typu

ξ̂k = αk exp (ak t) [cos bkt+ i sin bkt] , (2.35)

wi¦c je±li dla którejkolwiek z warto±ci wªasnych cz¦±¢ rzeczywista ak jest
dodatnia, to ξ̂k mo»e rosn¡¢ nieograniczenie i punkt krytyczny uznajemy za
niestabilny. W przeciwnym przypadku mamy punkt spektralnie stabilny.

Macierze równa« wariacyjnychM otrzymanych z równa« Hamiltona (tzw.
macierze hamiltonowskie) maj¡ wa»n¡ wªa±ciwo±¢: ich warto±ci wªasne

λk = ak + ibk,

pojawiaj¡ w postaci par lub czwórek (rys. 2.16):

• Je±li dla pewnej warto±ci wªasnej λj mamy aj = 0 lub bj = 0, to
towarzyszy jej warto±¢ wªasna λj+1 = −λj .

• Je»eli dla pewnej warto±ci wªasnej λj mamy aj ̸= 0 i bj ̸= 0, to towa-
rzysz¡ jej trzy warto±ci wªasne λj+1 = −λj , λj+2 = λj , λj+3 = −λj .

56



Wystarczy wi¦c stwierdzi¢, »e która± warto±¢ wªasna ukªadu z macierz¡ ha-
miltonowsk¡ ma niezerow¡ cz¦±¢ rzeczywist¡, a ju» mo»emy by¢ pewni nie-
stabilno±ci punktu krytycznego. Je±li za± wszystkie warto±ci wªasne s¡ czysto
urojone, to punkt równowagi nazywamy spektralnie stabilnym.

Stabilno±¢ spektralna jest równowa»na stabilno±ci liniowej, o ile tylko
w±ród warto±ci wªasnych nie znajduj¡ si¦ pierwiastki wielokrotne równania
charakterystycznego (bo wtedy rozwi¡zanie nie ma postaci (2.33)). Mo»e te»

si¦ zdarzy¢, »e zaniedbane wyrazy nieliniowe O(ξ̂
2
) maj¡ niezaniedbywalny

wpªyw i wtedy stabilno±¢ liniowa przestaje by¢ wiarygodna. Natomiast nie-
stabilno±¢ liniowa przes¡dza o wszystkich pozostaªych rodzajach niestabil-
no±ci.

WYK�AD 10

Równania wariacyjne dla punktów Lagrange'a

Przejd¹my teraz do sformuªowania równa« wariacyjnych dla punktów La-
grange'a. Przyjmuj¡c wektor stanu zmiennych bezwymiarowych

ξ = (x, y, z,X, Y, Z)T,

i funkcj¦ Hamiltona (2.11), która prowadzi do równa« ruchu (2.17), wy-
znaczamy posta¢ macierzy M z wzorów (2.31) lub (2.32). Nast¦pnie pod-
stawiamy te warto±ci zmiennych, które s¡ wspólne dla wszystkich punktów
Lagrange'a: z0 = 0 i Z0 = 0 (warunki A), oraz X0 = −y0 i Y0 = x0 (warunki
B). Otrzymujemy wtedy ukªad równa« wariacyjnych

d

dt



x̂
ŷ
ẑ

X̂

Ŷ

Ẑ


=



0 1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

M4,1 M5,1 0 0 1 0
M5,1 M5,2 0 −1 0 0
0 0 M6,3 0 0 0





x̂
ŷ
ẑ

X̂

Ŷ

Ẑ


, (2.36)

gdzie

M4,1 = −
∂2H
∂x2

= −1− µ
ρ31
− µ
ρ32
+ 3

(
1− µ
ρ51
(x0 + µ)2 +

µ

ρ52
(x0 − 1 + µ)2

)
,

M5,2 = −
∂2H
∂y2

= −1− µ
ρ31
− µ
ρ32
+ 3

(
1− µ
ρ51
+
µ

ρ52

)
y20,

M6,3 = −
∂2H
∂z2

= −1− µ
ρ31
− µ
ρ32
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M5,1 = M4,2 = −
∂2H
∂x ∂y

= 3
(
1− µ
ρ51
(x0 + µ) +

µ

ρ52
(x0 − 1 + µ)

)
y0,

oraz ρ1 =
√
(x0 + µ)2 + y20 i ρ2 =

√
(x0 − 1 + µ)2 + y20.

W ukªadzie tym pozostawili±my dwie zmienne x0 i y0 odpowiadaj¡ce
lokalizacji wybranego punktu Lagrange'a.

Wydzielenie równa« dla ẑ i Ẑ

Zauwa»my, »e ukªad (2.36) mo»na rozbi¢ na dwa osobne, wzajemnie nieza-
le»ne podukªady, z których jeden opisywa¢ b¦dzie ruch w zmiennych ẑ i Ẑ
a drugi � ruch w pozostaªych zmiennych. W ten sposób mo»emy upro±ci¢
rozwa»ania, gdy» zamiast bada¢ warto±ci wªasne macierzy 6 × 6 zaczniemy
od prostej macierzy 2 × 2. Co wi¦cej, gdyby ju» w tym momencie okazaªo
si¦, »e podukªad dla ẑ i Ẑ ma rzeczywiste warto±ci wªasne, to mogliby±my
na tym zako«czy¢ caª¡ procedur¦. Równania dla pary ẑ, Ẑ maj¡ posta¢

d

dt

[
ẑ

Ẑ

]
=

[
0 1

M6,3 0

] [
ẑ

Ẑ

]
, (2.37)

Wprowad¹my wielko±¢ dodatni¡

β2 =
1− µ
ρ31
+
µ

ρ32
> 0. (2.38)

Dzi¦ki tej de�nicji mo»emy przyj¡¢

M6,3 = −β2 < 0

i rozwi¡zaniem równania charakterystycznego macierzy ukªadu (2.37)

det

[
−λ 1
−β2 −λ

]
= 0,

czyli
λ2 + β2 = 0, (2.39)

s¡ dwie sprz¦»one liczby czysto urojone λ = ±i β. W tej sytuacji nie mo»emy
jeszcze okre±li¢ stabilno±ci punktów Lagrange'a i musimy poczeka¢ na wyniki
badania pozostaªych czterech równa« wariacyjnych. Stwierdzamy jedynie,
»e w razie pojawienia si¦ niestabilno±ci, ucieczka od punktów krytycznych
odbywa¢ si¦ b¦dzie raczej w pªaszczy¹nie xy ni» w kierunku osi Oz.
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Równania wariacyjne w pªaszczy¹nie xy (skrót)

Po oddzieleniu równa« (2.37) od (2.36), pozostaje nam do zbadania ukªad

d

dt


x̂
ŷ

X̂

Ŷ

 =


0 1 1 0
−1 0 0 1
M4,1 M5,1 0 1
M5,1 M5,2 −1 0



x̂
ŷ

X̂

Ŷ

 , (2.40)

Podstawiaj¡c do macierzy poªo»enie poszczególnych punktów Lagrange'a
otrzymujemy w wyniku do±¢ prostej, ale »mudnej analizy nastepuj¡ce wyniki:

1. Punkty kolinearne L1, L2, L3 s¡ liniowo niestabilne, a wi¦c niestabilne
tak»e w sensie ogólniejszym.

2. Trójk¡tne punkty libracyjne L4 i L5 s¡ liniowo stabilne dla

µ <
1
2

(
1−

√
23
27

)
≈ 0.03852 . . . (2.41)

a niestabilne dla wi¦kszych warto±ci stosunku mas µ.

Stabilno±¢ liniowa nie zawsze jest dostatecznym kryterium. Uwzgl¦dnia-
j¡c wyrazy wy»szego rz¦du w równaniach wariacyjnych znajdujemy dwa wy-
j¡tki od stabilno±ci linowej w koªowym ograniczonym zagadnieniu trzech ciaª.
Maj¡ one miejsce dla

µ = 12
(
1− 145

√
1833

)
≈ 0.0243 . . .

oraz dla
µ = 12

(
1− 245

√
117

)
≈ 0.0135 . . .

Punktu trójk¡tne s¡ wtedy niestabilne mimo, i» speªniony jest warunek
(2.41).

2.3 Rozwi¡zania Lagrange'a w Ukªadzie Sªonecz-

nym, orbity halo

Rozwi¡zania Lagrange'a zagadnienia trzech ciaª traktowane byªy pocz¡tkowo
jako ciekawostka matematyczna. Okazaªo si¦ jednak, »e s¡ one realizowane w
Ukªadzie Sªonecznym. Z oczywistych wzgl¦dów jedynie rozwi¡zania trójk¡tne
mog¡ by¢ realizowane w sposób trwaªy. Klasycznym przykªadem s¡ tu dwie
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grupy planetoid zwane troja«skimi. Nazwa ta wywodzi si¦ z czasów, gdy
znali±my tylko po kilka obiektów w okolicach punktów trójk¡tnych ukªadu
Sªo«ce�Jowisz. W pobli»u L4 poruszali si¦ wtedy niemal wyª¡cznie �Grecy�
z Iliady, pomijaj¡c 624 Hektora, natomiast dla obiektów okolicach punktu
L5 � �Troja«czyków� � przewa»aªy imiona mieszka«ców Troi (ale i tu tra�aªy
si¦ wyj¡tki jak 617 Patroklos). Poniewa» stosunek mas Jowisza i Sªo«ca jest
dostatecznie maªy (µ = 10−3), trójk¡tne punkty Lagrange'a s¡ stabilne i
planetoidy nie uciekaj¡ z ich otoczenia mimo, i» nie mamy tu do czynienia
z idealnym koªowym zagadnieniem ograniczonym (mimo±ród orbity Jowisza
jest rz¦du 0.05). Dzi± znamy ju» ponad 5000 planetoid w obu grupach ª¡cznie.

Od niedawna wiemy, »e tak»e Uran, Neptun, Mars i Ziemia posiadaj¡
planetoidy w punktach trójk¡tnych (zwane cz¦sto tak»e planetoidami tro-
ja«skimi).

W ukªadzie Ziemia�Ksi¦»yc punkty trójk¡tne te» s¡ wyró»nione: znajduj¡
si¦ w nich tak zwane ksi¦»yce pyªowe odkryte przez Kazimierza Kordylew-
skiego w roku 1961. Poniewa» s¡ to obªoki pyªu, ich badanie nie mo»e ogra-
nicza¢ si¦ jedynie do metod koªowego zagadnienia ograniczonego, lecz trzeba
uwzgl¦dni¢ równie» siª¦ ci±nienia promieniowania sªonecznego (tzw. zagad-
nienie fotograwitacyjne). Dla ukªadu Ziemia-Ksi¦»yc parametr µ ≈ 0.01 <
0.0385, jest on formalnie zgodny ze stabilno±ci¡ punktów trójk¡tnych, ale
tylko przy zaniedbaniu ci±nienia ±wiatªa na cz¡stki pyªu. Istnienie ksi¦»yców
Kordylewskiego byªo systematycznie podwa»ane, gdy» brakowaªo obserwacji
innych ni» wykonane goªym okiem przez odkrywc¦. Dopiero w roku 2019
uzyskano zdj¦cia z wykorzystaniem polaryzacji ±wiatªa, które potwierdziªy
zag¦szczenie pyªu w okolicach punktów trójk¡tnych, za± model teoretyczny
sugeruje, »e s¡ to twory powstaj¡ce dzi¦ki przej±ciowemu uwi¦zieniu pyªu, a
wi¦c niestabilne i wymagaj¡ce dopªywu materii. Ten za± jest nieregularny,
co mo»e wpªywa¢ na mo»liwo±c obserwowania ksi¦»yców Kordylewskiego w
ró»nych latach.

Realizacje rozwi¡za« trójk¡tnych odnajdujemy równie» w±ród ksi¦»yców
planet. W ukªadzie Saturna maªy ksi¦»yc Helena znajduje si¦ w punkcie
trójk¡tnym pary Saturn�Dione. Znajdujemy tam równie» trójk¡tn¡ kon�-
guracj¦ Saturn�Janus�Epimeteusz, jednak jest ona do±¢ nietypowa z dwóch
wzgl¦dów: po pierwsze, oscylacje wokóª poªo»enia równowagi maj¡ ampli-
tud¦ si¦gaj¡c¡ stukilkudziesi¦ciu stopni a po drugie, oba ksi¦»yce maj¡ po-
równywalne masy a wi¦c nie mo»na tu mówi¢ o zagadnieniu ograniczonym.
Ukªad ten nale»y rozpatrywa¢ jako rozwi¡zanie trójk¡tne ogólnego zagadnie-
nia trzech ciaª (orbity homogra�czne). Dla ogólnego zagadnienia trzech ciaª
o masach m1, m2 i m3 dysponujemy znanym od roku 1875 kryterium sta-
bilno±ci liniowej podanym przez Routha. Ukªad trójk¡tny pozostaje stabilny

60



je±li
(m1 +m2 +m3)2

m1m2 +m1m3 +m2m3
> 27. (2.42)

Zauwa»my, »e gdy jedna z mas d¡»y do zera, warunek Routha pokrywa si¦
z (2.41).

Cho¢ punkty kolinearne s¡ niestabilne, to w ich otoczeniu mog¡ poja-
wi¢ si¦ szczególne rozwi¡zania w postaci orbit okresowych zwanych orbitami
halo. S¡ to orbity stabilne, co oznacza, »e w ich otoczeniu mog¡ pojawi¢ si¦
ograniczone w przestrzeni orbity nieokresowe, zapeªniaj¡ce obszar toroidalny,
zwane orbitami Lissajous.
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Rozdziaª 3

Metody analityczne mechaniki

nieba

WYK�AD 11

Wiemy ju», »e w mechanice nieba wyst¦puj¡ powszechnie zagadnienia
niecaªkowalne. W jaki sposób mo»emy otrzyma¢ ich przybli»one rozwi¡za-
nia ? Zale»nie od potrzeb, mo»na u»y¢ metod numerycznych lub metod

analitycznych. Powstaje wtedy rozwi¡zanie równa« ruchu zwane »argo-
nowo teori¡ ruchu z przymiotnikiem �analityczna� lub �numeryczna�.

Metody analityczne posªuguj¡ si¦ rachunkiem zaburze« i mog¡ prowa-
dzi¢ do bardzo skomplikowanych szeregów. S¡ to szeregi pot¦gowe maªego
parametru, którym mo»e by¢ stosunek mas, spªaszczenie planety itp.

Metody numeryczne s¡ mniej skomplikowane od analitycznych; przy ich
pomocy mo»emy wyliczy¢ pojedyncz¡ trajektori¦ ukªadu ciaª dla zadanych
warunków pocz¡tkowych. Tu tak»e wykorzystuje si¦ szeregi lub wielomiany
ale zwi¡zane z pot¦gami maªego przyrostu czasu.

O ile metody analityczne dostarczaj¡ wyja±nienia �zycznego zjawisk i ich
zale»no±ci od rozmaitych parametrów, o tyle metody numeryczne potra�¡
zapewni¢ bardzo wysok¡ dokªadno±¢ pojedynczej trajektorii. W starszych
podr¦cznikach mo»na spotka¢ si¦ z terminami �perturbacje ogólne� dla metod
analitycznych i �perturbacje szczególne� dla metod numerycznych.
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3.1 Szeregi Fouriera anomalii ±redniej

3.1.1 Szereg Fouriera

Przy stosunkowo sªabych ograniczeniach (nie wymagamy nawet ciagªo±ci),
funkcj¦ F (x) mo»na przedstawi¢ na sko«czonym przedziale −π ¬ x ¬ π o
dªugo±ci 2π w postaci zbie»nego szeregu Fouriera

F (x) = 12c0 +
∑
k1
(ck cos kx+ sk sin kx) . (3.1)

Je±li za± funkcja F (x) jest funkcj¡ 2π-okresow¡, to znaczy je±li

∀x : F (x+ 2π) = F (x),

wtedy szereg Fouriera (3.1) obejmuje caª¡ dziedzin¦ funkcji F (x). Zaªo»enie
dªugo±ci przedziaªu lub okresu równej 2π nie jest »adnym istotnym ogranicze-
niem, gdy» zawsze mo»na liniowo przeskalowa¢ zmienn¡ tak, aby speªni¢ ten
warunek. Wspóªczynniki ck, sk poszczególnych harmonik1 oraz wyraz
staªy c0 zadane s¡ wzorami caªkowymi

ck =
1
π

π∫
−π

F (x) cos kx dx,

sk =
1
π

π∫
−π

F (x) sin kx dx, (3.2)

a w szczególno±ci dla k = 0 mamy s0 = 0 oraz

c0 =
1
π

π∫
−π

F (x) dx = 2 ⟨F (x)⟩x. (3.3)

Ten ostatni wzór zasªuguje na szczególn¡ uwag¦, gdy» de�niuje on zarazem
warto±¢ ±redniej caªkowej funkcji F (x).

Poniewa» caªka z dowolnej funkcji nieparzystej na przedziale od −π do
π jest równa 0, mo»emy zauwa»y¢, »e:

1. Je±li F (x) jest funkcj¡ parzyst¡, to F (x) sin kx jest funkcj¡ nieparzyst¡
i mamy sk = 0, natomiast ze wzgl¦du na symetri¦

ck =
2
π

π∫
0

F (x) cos kx dx. (3.4)

1k-t¡ harmonik¡ nazywamy pojedynczy wyraz (ck cos kx+ sk sin kx).
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2. Je±li F (x) jest funkcj¡ nieparzyst¡, to F (x) cos kx jest funkcj¡ niepa-
rzyst¡ i mamy ck = 0 oraz

sk =
2
π

π∫
0

F (x) sin kx dx. (3.5)

Tak wi¦c funkcj¦ parzyst¡ aproksymujemy szeregiem funkcji parzystych (cos kx)
za± nieparzyst¡ � szeregiem funkcji nieparzystych (sin kx). Warto±¢ ±red-

nia funkcji nieparzystej wynosi zero.

Je±li w równaniu (3.1) sumowanie przebiega w zakresie 1 ¬ k < ∞, to
prawa strona równo±ci jest sum¡ szeregu trygonometrycznego, a je±li
zakres sumowania jest sko«czony (1 ¬ k ¬ N), to praw¡ stron¦ nazywamy
wielomianem trygonometrycznym stopnia N .

3.1.2 Funkcje Bessela i inne funkcje specjalne

Funkcje Bessela pierwszego rodzaju

Funkcje Bessela to tylko czubek góry lodowej zbudowanej z rozmaitych funk-

cji specjalnych wykorzystywanych w mechanice nieba. Funkcje Jk(x) s¡
wa»ne nie tylko same w sobie, lecz równie» dlatego, »e wiele innych funkcji
specjalnych wyra»a si¦ jako szeregi funkcji Bessela.

Funkcj¦ Bessela k-tego rz¦du Jk(x) zmiennej rzeczywistej x mo»na zde-
�niowa¢ na ró»ne sposoby. Wymienimy tylko cztery:

1. Wzorem caªkowym2

Jk(x) =
1
π

π∫
0

cos (kφ− x sinφ) dφ. (3.6)

Warto zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e argument funkcji cosinus w tym wzo-
rze zawiera wyra»enie przywodz¡ce na my±l równanie Keplera M =
E − e sinE.

2. Jako rozwi¡zanie równania ró»niczkowego

x2 y′′ + x y′ +
(
x2 − k2

)
y = 0, (3.7)

2sposób o tyle typowy, »e wiele funkcji specjalnych wprowadza si¦ w �zyce do oznaczenia
caªki niemo»liwej do wyra»enia poprzez funkcje elementarne.
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zwanego równaniem Bessela. Z odpowiednimi warunkami pocz¡tko-
wymi lub brzegowymi dostajemy jedno z dwóch niezale»nych rozwi¡za«
w postaci y(x) = Jk(x). Konkretnie, ma to by¢ rozwi¡zanie nieosobliwe
dla x = 0.

3. Jako sum¦ szeregu pot¦gowo (tylko dla naturalnych k)

Jk(x) =
∞∑
j=0

(−1)j

j! (j + k)!

(
x

2

)k+2j
. (3.8)

Je±li musimy wyliczy¢ funkcj¦ Bessela której rz¡d k jest liczb¡ caªko-
wit¡ ujemn¡, to wystarczy skorzysta¢ z wªasno±ci

J−k(x) = (−1)k Jk(x). (3.9)

Z wzoru (3.8) pªyn¡ dwa wa»ne wnioski:

Jk(0) =

{
1 dla k = 0,
0 dla k ̸= 0, (3.10)

oraz (dla k > 0)

Jk(x) =
1
k!

(
x

2

)k
+O(xk+2). (3.11)

Dla k = 0 powy»szy wzór dawaªby trywialne J0(x) = 1, wi¦c stosow-
niejszym przybli»eniem jest

J0(x) = 1−
(
x

2

)2
+O(x4). (3.12)

4. Jako funkcje speªniaj¡ce wzór rekurencyjny

Jk+1(x) =
2k
x
Jk(x)− Jk−1(x). (3.13)

�ci±lej rzec bior¡c, wzór rekurencyjny mo»e sªu»y¢ do zde�niowania
funkcji tylko pod warunkiem, »e dodamy do niego minimaln¡ ilo±¢
�startowych� funkcji. W przypadku funkcji Bessela wystarcza doª¡czy¢
do (3.13) de�nicj¦ dwóch dowolnych Jk(x) � na przykªad J0(x) i J1(x).

Wspomnieli±my ju», »e dla funkcji specjalnej nale»y znale¹¢ sposób obli-
czania pochodnych. W przypadku pierwszej pochodnej funkcji Bessela mamy
do dyspozycji jeden z dwóch wzorów

J ′k(x) =
1
2( Jk−1(x)− Jk+1(x) ), (3.14)

lub

J ′k(x) = −Jk+1(x) +
k

x
Jk(x). (3.15)
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Zastosowanie do równania Keplera

Jak wiadomo, równanie Keplera

M = E − e sinE,

wi¡»¡ce anomali¦ ±redni¡ M = n(t− tp) i anomali¦ mimo±rodow¡ na orbicie
eliptycznej o mimo±rodzie e jest równaniem przest¦pnym i zadaje E(M, e) w
sposób uwikªany. Jednym z podstawowych problemów praktycznych mecha-
niki nieba jest znalezienie jawnego zwi¡zku mi¦dzy anomaliami, co pozwala
w sposób przybli»ony wyrazi¢ poªo»enie i pr¦dko±¢ na orbicie jako jawne
funkcje anomalii ±redniej, a wi¦c i czasu. Spróbujmy rozwi¡za¢ ten problem
rozwijaj¡c funkcj¦ e sinE w szereg Fouriera wzgl¦dem anomalii ±redniej M .
Wiemy, »e ogólna posta¢ takiego szeregu to

e sinE =
∞∑
k=1

sk(e) sin kM,

gdzie

sk(e) =
2
π

π∫
0

e sinE sin kM dM. (3.16)

Caªkowanie odbywa si¦ tu od perycentrum, gdzie M = E = 0, do apocen-
trum, gdzie M = E = π.

Problemem zasadniczym jest obecno±¢ dwóch ró»nych anomalii w (3.16),
wi¦c najpierw caªkujemy przez cz¦±ci:

sk = −
2
kπ

π∫
0

e sinE
d(cos kM)
dM

dM

= − 2e
kπ
sinE cos kM

∣∣∣∣M=π
M=0
+
2
kπ

π∫
0

cos kM
d(e sinE)
dM

dM.

Pierwszy wyraz w drugim wierszu znika, gdy» sin(0) = sinπ = 0. W drugim
wykorzystamy równanie Keplera

d(e sinE)
dM

=
d(E −M)
dM

=
dE

dM
− 1,

a wtedy

sk =
2
kπ

π∫
0

cos kM
dE

dM
dM − 2

kπ

π∫
0

cos kM dM
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=
2
kπ

π∫
0

cos kM dE − 2
k2π
sin kM

∣∣∣∣π
0
.

Drugi wyraz znika, wi¦c zostaje tylko pierwszy, w którym podstawiamy rów-
nanie Keplera

sk =
2
k

1
π

π∫
0

cos (kE − ke sinE) dE. (3.17)

Porównanie (3.17) z de�nicj¡ caªkow¡ funkcji Bessela (3.6) prowadzi do wnio-
sku, »e

e sinE =
∞∑
k=1

2
k
Jk(ke) sin kM, (3.18)

wi¦c równanie Keplera przybiera posta¢

E =M + e sinE =M +
∞∑
k=1

2
k
Jk(ke) sin kM. (3.19)

Wiele innych funkcji zagadnienia dwóch ciaª mo»na wyrazi¢ poprzez anoma-
li¦ ±redni¡ przy u»yciu funkcji Bessela. Na przykªad funkcj¦ a/r rozwijamy
ªatwo na podstawie (3.19) gdy» mamy

a

r
=
dE

dM
,

a skoro tak, to ró»niczkuj¡c (3.19) wzgl¦dem M otrzymamy

a

r
= 1 + 2

∞∑
k=1

Jk(ke) cos kM. (3.20)

Funkcje Bessela wystarczaj¡ do rozwini¦cia sinmE, cosmE, r/a, cos f , sin f
oraz (r/a) cos f i (r/a) sin f . Inne wa»ne rozwini¦cia otrzymujemy korzy-
staj¡c z tak zwanych wspóªczynników Hansena Xn,mk (e) de�niowanych jako
amplitudy fourierowskie(
r

a

)n
[cosmf + i sinmf ] =

∞∑
k=−∞

Xn,mk (e) [cos kM + i sin kM ] . (3.21)

Niektóre ze wspóªczynników Hansena s¡ funkcjami elementarnymi mimo-
±rodu, a inne wyra»a si¦ jako szeregi funkcji Bessela.
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3.1.3 Warto±ci ±rednie w ruchu keplerowskim

Wyznaczanie warto±ci ±rednich funkcji w zagadnieniu dwóch ciaª peªni wa»n¡
rol¦ w rachunku zaburze« dla orbitalnego ruchu perturbowanego. Jest ono w
zasadzie elementarne i sprowadza si¦ do kilku typowych sytuacji zwi¡zanych
z caªk¡

⟨F (x)⟩x =
1
2π

∫ π
−π
F (x) dx. (3.22)

Zacznijmy od zasad ogólnych:

a) U±rednianie jest operacj¡ liniow¡; je±li α i β oznaczaj¡ staªe, to

⟨αΦ+ βΨ⟩ = α ⟨Φ⟩+ β ⟨Ψ⟩. (3.23)

W szczególno±ci, dla funkcji staªej,

⟨α⟩ = α. (3.24)

b) Warto±¢ ±rednia ka»dej funkcji nieparzystej wynosi zero.

c) Je±li k ̸= 0 jest liczb¡ caªkowit¡, za± α jest dowoln¡ staª¡, to

⟨sin (k x+ α)⟩x = ⟨cos (k x+ α)⟩x = 0. (3.25)

Oczywi±cie, dla k = 0, mamy do czynienia z u±rednianiem funkcji sta-
ªej.

Je±li interesuje nas warto±¢ ±rednia wzgl¦dem anomalii ±redniej M w ru-
chu eliptycznym, a u±redniane wyra»enie jest zadane jako funkcja anomalii
prawdziwej f lub mimo±rodowej E, to mo»emy skorzysta¢ z reguª dotycz¡-
cych caªkowania przez podstawienie. Przypomnijmy, »e ró»niczkuj¡c równa-
nie Keplera otrzymamy

dM = (1− e cosE) dE = r
a
dE,

natomiast II prawo Keplera poprzez

df
dt
=
√
µp

r2
,

oraz dM = n dt i III prawo Keplera n2a3 = µ, prowadzi do

dM =
r2

a2
√
1− e2

df.
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Mamy wi¦c

⟨Φ(E)⟩M = ⟨Φ(E) (r/a)⟩E , (3.26)

⟨Φ(f)⟩M = ⟨Φ(f) (r/a)2 (1− e2)−
1
2 ⟩f . (3.27)

W ruchu eliptycznym ±rednia wgl¦dem anomalii ±redniej ⟨F ⟩M jest zarazem
warto±ci¡ ±redni¡ wzgl¦dem czasu t.
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WYK�AD 12

3.2 Rachunek zaburze« dla równa« algebraicznych

i przest¦pnych

3.2.1 Podstawy

Aby uchwyci¢ istot¦ rachunku zaburze«, rozpatrzmy poszukiwanie pierwiastka
równania zaburzonego

f(y; ε) = 0, (3.28)

w którym y jest zmienn¡ (niewiadom¡), za± ε peªni rol¦ maªego parame-
tru (najcz¦±ciej zakªadamy |ε| ≪ 1). Rachunek zaburze« mo»emy stosowa¢
wtedy, gdy znamy rozwi¡zanie tego równania dla ε = 0, czyli gdy potra�my
znale¹¢ warto±¢ y = x dla której

f(x; 0) = 0.

Mo»emy wtedy znale¹¢ takie przeksztaªcenie zmiennej y ↔ x, »eby w nowych
zmiennych równanie zostaªo przeksztaªcone do postaci g(x) = f(x; 0) = 0.
A wtedy z postaci przeksztaªcenia y = y(x) znajdziemy warto±¢ pierwiastka
równania (3.28) przez podstawienie x = y0.

Przykªad trywialny: niech równanie (3.28) ma posta¢

f(y; ε) = y − ε = 0.

Dla ε = 0 równanie przechodzi w y = 0 i jego pierwiastkiem jest
y0 = 0. Wprowadzamy przeksztaªcenie

y(x; ε) = x+ ε.

Lewa strona równania zaburzonego zostaje przeksztaªcona w

f(x+ ε; ε) = (x+ ε)− ε = x = g(x).

Rozwi¡zaniem g(x) = 0 jest x = 0, wi¦c pierwiastkiem wyj±cio-
wego równania (3.28) jest y = 0 + ε = ε.

Przyjmijmy, »e zale»no±¢ od maªego parametru pozwala na przedstawie-
nie lewej strony równania w postaci sumy szeregu pot¦gowego wzgl¦dem
maªego parametru

f(y; ε) = f0(y) + ε f1(y) + ε2 f2(y) + . . . =
∞∑
k=0

εkfk(y), (3.29)
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co prowadzi do

f(y; ε) =
∞∑
k=0

εkfk(y) = 0. (3.30)

Je±li podstawiaj¡c ε = 0 do (3.28) otrzymamy ªatwo rozwi¡zywalne równanie
niezaburzone

f0(y) ≡ f(y; 0) = 0, (3.31)

którego pierwiastkiem jest y = x, to mo»emy uruchomi¢ procedur¦ rachunku
zaburze«.

Zaczynamy od pytania o krotno±¢ pierwiastka równania (3.31), a dokªad-
niej � tego z pierwiastków, który wybrali±my jako x. Powiedzmy, »e wynosi
ona n (czyli n = 1 dla pierwiastka jednokrotnego, który speªnia f0(x) = 0 i
f ′0(x) ̸= 0; krotno±¢ n = 2 dla pierwiastka podwójnego z f0(x) = f ′0(x) = 0 i
f ′′0 (x) ̸= 0 i tak dalej).

Nast¦pnie zakªadamy, »e pierwiastek równania zaburzonego y mo»na
przedstawi¢ jako sum¦

y = x+
∞∑
j=1

ε
j
n Φj(x), (3.32)

w której pojawiaj¡ si¦ pewne funkcje Φj . Wyraz ε
j
n Φj(x) nazywamy zabu-

rzeniem (perturbacj¡) rz¦du j.
Je±li podstawimy zaªo»on¡ wy»ej posta¢ pierwiastka do funkcji f , otrzy-

mamy z niej now¡ funkcj¦ g

f(y; ε) = f(x+
∑
j1
ε
j
n Φj(x); ε) = g(x; ε),

równ¡ co do warto±ci funkcji f , ale posiadaj¡c¡ inna posta¢ zale»no±ci od
zmiennej. �rodkowy czªon powy»szej równo±ci zale»y od x w sposób skompli-
kowany, dlatego zawsze sprowadzamy wynik podstawienia do postaci szeregu
pot¦gowego

g(x; ε) = g0(x) + ε
1
n g1(x) + ε

2
n g2(x) + . . . =

∞∑
k=0

ε
k
n gk(x). (3.33)

Nawet gdy n ̸= 1, mo»na tu nadal wykorzysta¢ zwykªy szereg Taylora z
pomocnicz¡ zmienn¡ ν = n

√
ε (czyli ε = νn) i rozwini¦ciem wzgl¦dem pot¦g

νk w otoczeniu ν = 0.
Zauwa»my, »e funkcje g0(x), . . . , gn−1(x) wywodz¡ si¦ wyª¡cznie z wyrazu

f0(y), gdy» ju»
εf1(y) = εf1(x) +O

(
ε
n+1
n

)
,
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a wi¦c wyraz εf1 = ε
n
n f1 mo»e zasili¢ tylko funkcje gn i nast¦pne.

Z de�nicji mamy f0(x) = g0(x) = 0, a dla pierwiastków podwójnych
dodatkowo f ′0(x) = g

′
0(x) = 0 i tak dalej, wi¦c sumowanie w (3.33) zaczyna

si¦ w istocie od k = n i mamy

g(x; ε) =
∞∑
k=n

ε
k
n gk(x). (3.34)

A zatem, skoro f(y; ε) = g(x; ε) = 0, to równanie zaburzone (3.29) dla
zmiennej y przechodzi w równanie

∞∑
k=n

ε
k
n gk(x) = 0, (3.35)

to za± powinno by¢ speªnione dla ka»dego gk(x) osobno, czyli gk(x) = 0 dla
wszystkich k.

�atwo to zrozumie¢ po przypomnieniu, »e funkcje gk zale»¡ od x za po-
±rednictwem nieoznaczonych funkcji Φj(x) z równania (3.32). Speªnienie rów-
nania (3.35) uzyskujemy poprzez odpowiedni wybór Φj , a te zostaªy zde�-
niowane jako niezale»ne od maªego parametru, wi¦c ε nie mo»e si¦ pojawi¢
w równaniach sªu»¡cych do ich wyznaczenia.

Mamy wi¦c do czynienia z nast¦puj¡c¡ drabink¡ równa«:

gn(Φ1(x)) = 0,

gn+1(Φ1(x),Φ2(x)) = 0,

. . .

gn+k−1(Φ1(x),Φ2(x), . . . ,Φk(x)) = 0, (3.36)

i tak dalej. Ka»de z nich zwiera tylko jedn¡ nowa funkcj¦ Φk oraz znane ju»
z wcze±niejszych równa« funkcje Φk−1, . . . ,Φ1.

Rzadko si¦ zdarza, by±my byli w stanie znale¹¢ ogólny przepis na Φj(x) z
dowolnie du»ym indeksem j. Zazwyczaj musimy poprzesta¢ na ograniczonej
liczbie wyrazów i post¦pujemy wedªug nast¦pujacego algorytmu rachunku

zaburze« rz¦du K dla równania (3.30)

1. Wybieramy pierwiastek x równania niezaburzonego f0(x) = 0 i okre-
±lamy jego krotno±¢ n.

2. Wprowadzamy pomocniczy maªy parametr ν = ε
1
n .
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3. Zakªadamy posta¢ rozwi¡zania

y = x+
K∑
j=1

νj Φj(x) +O(νK+1). (3.37)

4. Rozwijamy w szereg pot¦gowy maªego parametru ν lew¡ stron¦ rów-
nania, czyli znajdujemy

g(x; ν) =
∑
k0
νk nfk

(
x+

∑K
j=1 ν

j Φj(x)
)
=
K+n−1∑
k=0

νkgk(x), (3.38)

to znaczy identy�kujemy wzory dla gk wyra»onych przy pomocy funkcji
Φj . Powinni±my przy tym mie¢ g0(x) = . . . = gn−1(x) = 0, niezale»nie
od wyboru funkcji Φj .

5. Dla k = 1, . . . ,K rozwi¡zujemy równania

gn+k−1(Φ1(x),Φ2(x), . . . ,Φk(x)) = 0, (3.39)

znajduj¡c kolejne Φk(x).

6. Znalezione Φk(x) podstawiamy do (3.37) otrzymuj¡c rozwi¡zanie przy-
bli»oneK-tego rz¦du, które powinno speªnia¢ równanie (3.30) z bª¦dem

rz¦du O
(
ε
K+1
n

)
.

3.2.2 Przykªad: Trójmian kwadratowy � pierwiastek poje-
dynczy

Elementarnym przykªadem zastosowania rachunku zaburze« mo»e by¢ po-
szukiwanie przybli»onego pierwiastka równania

f(y; ε) = εy2 + y − 1 = 0. (3.40)

Krok 1: Równanie f(y; 0) = y−1 = 0, posiada pierwiastek pojedynczy
y = 1 = x, gdy» f ′(x; 0) = 1 ̸= 0.

Krok 2: Maªym parametrem jest ν = ε, gdy» krotno±¢ n = 1.

Krok 3: Z dokªadno±ci¡ K = 3 zakªadamy posta¢ rozwi¡zania

y = x+ εΦ1(x) + ε2Φ2(x) + ε3Φ3(x) +O(ε4). (3.41)
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Krok 4: Rozwijamy lew¡ stron¦ równania (3.40). W obecnym przy-
padku mo»na to zrobi¢ wprost, wykonuj¡c mno»enia w

f(y; ε) = ε
(
x+ εΦ1(x) + ε2Φ2(x) + ε3Φ3(x)

)2
+x+ εΦ1(x) + ε2Φ2(x) + ε3Φ3(x)− 1 +O(ε4),(3.42)

i odrzucaj¡c wyrazy rz¦du O(ε4).

Mo»na te» podej±¢ formalnie, wprowadzaj¡c do postaci (3.30) funkcje
f0(y) = y − 1, f1(y) = y2 i pozostaªe fk(y) = 0. Rozwijamy wtedy

fk(y) = fk(x) +
3−k∑
j=1

εj

j!

[
djfk(y)
dεj

]
ε=0,y=x

+O(ε4−k), (3.43)

gdzie pochodna wzgl¦dem ε wynika z obecno±ci maªego parametry w
transformacji (3.41), a wi¦c

dfk(y)
dε

=
dfk(y)
dy

dy

dε
= f ′k(y)y

′(ε),

d2fk(y)
dε2

= f ′′k (y)
(
y′(ε)

)2 + f ′k(y)y′′(ε), (3.44)

i tak dalej, gdzie y(ε) oznacza praw¡ stron¦ wzoru wzoru (3.41). Mamy
wtedy

f0(y) = x− 1 + εΦ1(x) + ε2Φ2(x) + ε3Φ3(x) +O(ε4),
f1(y) = x2 + ε (2xΦ1(x)) + ε2

(
Φ21(x) + 2xΦ2(x)

)
+O(ε3),

fk(y) = 0, dla k > 1. (3.45)

Tak, czy inaczej dostajemy

f(y; ε) = f0(y) + εf1(y)

= x− 1
+ε
(
x2 +Φ1(x)

)
+ε2 (2xΦ1(x) + Φ2(x))

+ε3
(
Φ21(x) + 2xΦ2(x) + Φ3(x)

)
+O(ε4)

= g0(x) + εg1(x) + ε2g2(x) + ε3g3(x) +O(ε4). (3.46)

74



Krok 5: Aby funkcja g(x) skªadaªa si¦ tylko z g0, szukamy po kolei
funkcji Φj .

g1(x) = 0 → x2 +Φ1 = 0→ Φ1 = −x2,
g2(x) = 0 → 2xΦ1 +Φ2 = −2x3 +Φ2 = 0→ Φ2 = 2x3,
g3(x) = 0 → Φ21(x) + 2xΦ2(x) + Φ3(x) (3.47)

= x4 + 4x4 +Φ3 = 0→ Φ3 = −5x4,

Krok 6: Wzór przybli»ony dla pierwiastka ma posta¢

y = x− εx2 + 2ε2x3 − 5ε3x4 +O(ε4)
= 1− ε+ 2ε2 − 5ε3 +O(ε4). (3.48)

Jak wiadomo, równanie (3.40) posiada dwa pierwiastki

y1 =
−1−

√
1 + 4ε
ε

, y2 =
−1 +

√
1 + 4ε
ε

, (3.49)

z których pierwszy jest osobliwy dla ε→ 0, za± drugi posiada rozwini¦cie w
szereg MacLaurina wzgl¦dem ε zgodne z wzorem (3.48).

3.2.3 Przykªad: Trójmian kwadratowy � pierwiastek podwójny

Aby zobaczy¢, czemu musimy wprowadzi¢ ν = ε
1
n , przyjrzyjmy si¦ prostemu

równaniu
f(y; ε) = y2 − ε = 0. (3.50)

Dla ε = 0, jego pierwiastkiem jest y = 0 = x. Spróbujmy otrzyma¢ rozwi¡-
zanie pierwszego rz¦du (K = 1) zakªadaj¡c niepoprawnie

y = x+ εΦ1(x) +O(ε2). (3.51)

Po podstawieniu uzyskujemy

f(y; ε) = (x+ εΦ1)2 − ε+O(ε2) = x2 + ε(2xΦ1 − 1) +O(ε2), (3.52)

wi¦c g0 = x = 0, oraz

g1 = 2xΦ1(x)− 1 = −1. (3.53)

Jak wida¢, nie ma mo»liwo±ci, aby doprowadzi¢ do speªnienia g1(x) = 0.
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To, »e procedura musiaªa zako«czy¢ si¦ �askiem, byªo jasne od pocz¡tku,
gdy» równanie (3.50) posiada dwa pierwiastki:

y1 = −
√
ε, y2 =

√
ε, (3.54)

co nie pasuje do zaªo»enia (3.51). Natomiast przyj¦cie ν =
√
ε i zaªo»enie

y = x+
K∑
j=1

νjΦj(x), (3.55)

doprowadzi nas do rozwi¡zania dokªadnego, w którym Φ21 = 1, za± wszystkie
pozostaªe Φj = 0.

We¹my K = 2, i dla uproszczenia podstawiajmy od pocz¡tku x = 0.
Wtedy dla

y = νΦ1 + ν2Φ2 +O(ν3), (3.56)

podstawienie musimy wykona¢ tak, aby doj±¢ do funkcji gn−1+K czyli g3:

f(y; ε) = (0 + νΦ1 + ν2Φ2 +O(ν3))2 − ν2

= ν2
(
Φ21 − 1

)
+ 2ν3Φ1Φ2 +O(ν4)

= g0 + νg1 + ν2g2 + ν3g3 +O(ν4). (3.57)

Skoro g0 = x = 0, oraz g1 = 0, to wybór Φ1 nast¦puje w warunku

g2 = Φ21 − 1 = 0, → Φ1 = ±1, (3.58)

natomiast g3 = 2Φ1Φ2 = 0 oznacza Φ2 = 0. Mamy wi¦c dwa rozwi¡zania:
y = x± ν, co jest zgodne z rozwi¡zaniem dokªadnym (3.54).

3.2.4 Przykªad: Równanie Keplera

Rozpatrzymy równanie Keplera wi¡»ace dla orbit eliptycznych anomali¦ ±red-
ni¡ M , anomali¦ mimo±rodow¡ E i mimo±ród e

f(E; e) = E −M − e sinE = 0. (3.59)

Równanie to posiada formaln¡ struktur¦ (3.30) ze zmienn¡ y = E, maªym
parametrem ε = e i funkcjami f0(y) = E −M , f1(y) = − sinE, fk(y) = 0
dla k > 1.

Dla e = 0, równanie niezaburzone f0(E) = 0 posiada pierwiastek E =M
i jest to pierwiastek pojedynczy. Mamy wi¦c n = 1 i ν = ε = e.
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Poszukajmy rozwi¡zania przybli»onego drugiego rz¦du (K = 2). Zaªo-
»on¡ postaci¡ rozwi¡zania (3.37) jest

E =M + eΦ1(M) + e2Φ2(M) +O(e3). (3.60)

Podstawienie (3.60) do równania (3.59)

(M + eΦ1 + e2Φ2)−M − e sin (M + eΦ1 + e2Φ2) = 0

prowadzi do postaci

eΦ1(M)− e sinM + e2Φ2(M)− e2Φ1(M) cosM = 0. (3.61)

Równania (3.39) wypisujemy przyrównuj¡c do zera wspóªczynniki pierwszej
i drugiej pot¦gi mimo±rodu

Φ1(M)− sinM = 0,

Φ2(M)− Φ1(M) cosM = 0

i bez trudu znajdujemy

Φ1(M) = sinM,

Φ2(M) = sinM cosM.

Tak wi¦c, rozwi¡zaniem drugiego rz¦du równania Keplera jest

E =M + e sinM + e2 sinM cosM +O(e3), (3.62)

co ªatwo sprawdzi¢ porównuj¡c otrzymany wynik z szeregiem Fouriera (3.19)
i rozwijaj¡c funkcje Bessela w szeregi pot¦gowe (3.8).

3.2.5 Przykªad: Poªo»enie punktu Lagrange'a L1

Wró¢my do ograniczonego koªowego zagadnienia trzech ciaª i spróbujmy roz-
wi¡za¢ metoda rachunku zaburze« równanie (2.22), b¦d¡ce warunkiem na
poªo»enie punktu L1 na osi x. �eby unikn¡¢ kon�iku oznacze«, przepiszemy
je kªad¡c ξ zamiast wspóªrz¦dnej x

ξ (ξ + µ)2(ξ − 1 + µ)2 − (1− µ) (ξ − 1 + µ)2 + µ (ξ + µ)2 = 0. (3.63)

Maªym parametrem zagadnienia b¦dzie stosunek mas ε = µ, a zmienn¡
y = ξ, co pozwala nada¢ równaniu (3.63) formaln¡ posta¢ (3.30), gdzie

f0(ξ) =
(
ξ3 − 1

)
(ξ − 1)2 = −1 + 2ξ − ξ2 + ξ3 − 2ξ4 + ξ5,

f1(ξ) = 3− 4ξ + 4ξ2 − 6ξ3 + 4ξ4,
f2(ξ) = −3 + 5ξ − 6ξ2 + 6ξ3, (3.64)

f3(ξ) = 2− 2ξ + 4ξ2,
f4(ξ) = ξ,
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a wszystkie pozostaªe fk(ξ) = 0.
Równanie niezaburzone f0(ξ) = 0 posiada interesuj¡cy nas pierwiastek

rzeczywisty x = 1, który jest pierwiastkiem trzykrotnym. Rachunek zaburze«
b¦dziemy wi¦c prowadzi¢ przyjmuj¡c ν = µ

1
3 . Uwzgl¦dniaj¡c zaburzenia do

drugiego rz¦du wª¡cznie przyjmiemy

ξ = 1 + νΦ1 + ν2Φ2 +O(ν3), (3.65)

gdzie od pocz¡tku wstawiamy x = 1, wi¦c nie musimy traktowa¢ Φk jako
funkcji i poprzestajemy na ich warto±ciach.

W my±l równa« (3.38) i (3.39) otrzymamy Φ1 i Φ2 z równa«

ν3 g3(Φ1) = 0, ν4 g4(Φ1,Φ2) = 0.

To znaczy, »e podstawiaj¡c (3.65) do (3.63) mo»emy poprzesta¢ na

f0(1 + νΦ1 + ν2Φ2) + ν3f1(1 + νΦ1) = 0,

i rozwijaj¡c w szereg (w tym konkretnym przypadku wystarcza wymno»enie
nawiasów i wzór na dwumian Newtona) dochodzimy do

g0 = g1 = g2 = 0,

oraz

g3 = 1 + 3Φ31, (3.66)

g4 = Φ1
(
2 + 3Φ31 + 9Φ1Φ2

)
. (3.67)

Z warunku g3 = 0 i równania (3.66) otrzymujemy

Φ1 = −
(
1
3

) 1
3
.

Podstawiaj¡c ten wynik do (3.67) dochodzimy do równania

1− 3
5
3Φ2 = 0,

z rozwi¡zaniem

Φ2 =
(
1
3

) 5
3
.

Jak wida¢, rachunek zaburze« doprowadziª nas do rozwi¡zania drugiego
rz¦du

ξ = 1−
(
µ

3

) 1
3
+
1
3

(
µ

3

) 2
3
+O(µ), (3.68)

które zgadza si¦ z podanym wcze±niej �na wiar¦� wzorem (2.23).
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WYK�AD 13

3.3 Rachunek zaburze« pierwszego rz¦du dla rów-

na« kanonicznych

Na rozwi¡zywanie równa« metod¡ rachunku zaburze« warto spojrze¢ jako
na zastosowanie przeksztaªcenia zmiennej y → x, które powoduje, »e orygi-
nalne równanie f(y) = 0 ulega uproszczeniu do postaci g(x) = 0, o znanym
rozwi¡zaniu. Komplikacja zostaje przesuni¦ta z równania do przeksztaªcenia.

T¦ sama ide¦ stosowa¢ mo»na do równa« ró»niczkowych, a równa« ruchu
w szczególno±ci. Warunkiem jest, aby±my mieli zagadnienie opisane ukªadem
zaburzonym

ẏ = F 0(y) + εF 1(y, t), (3.69)

dla którego potra�my poda¢ rozwi¡zanie ukªadu niezaburzonego ẏ = F 0(y).
Je±li takim zagadnieniem niezaburzonym b¦dzie zagadnienie dwóch ciaª, to
zauwa»my, »e najpro±ciej posªugiwa¢ si¦ równaniami dla uzmiennionych sta-
ªych (np. elementów keplerowskich lub zmiennych Delaunaya), gdy» te za-
wiera¢ b¦da wyj¡tkowo proste równania niezaburzone (ȧ = 0 itp.)

Metoda Poincarégo � von Zeipela

Zajmiemy si¦ teraz sytuacj¡, gdy ruch orbitalny pojedynczego ciaªa w ze-
wn¦trznym polu siª zadany jest funkcj¡ Hamiltona

H(v) = H0(v) + εH1(v), (3.70)

gdzie v oznacza zmienne kanoniczne, natomiast ε jest maªym parametrem
charakteryzuj¡cym siª¦ zaburzenia. Gdy mamy do czynienia z zaburzonym
zagadnieniem wzgl¦dnym dwóch ciaª, najwygodniej jest przyj¡¢ zmienne De-
launaya

v = (l, g, h, L,G,H)T,

gdy» wtedy Hamiltonian niezaburzony ma najprostsz¡ posta¢

H0(v) = −
µ2

2L2
. (3.71)

Nadrz¦dn¡ ide¡ rachunku zaburze« w przypadku kanonicznym jest:

znale¹¢ takie zmienne kanoniczne v′, aby nowa funkcja Hamiltona
K(v′) miaªa posta¢ najprostsz¡ z mo»liwych.
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Z oczywistych wzgl¦dów musimy zastosowa¢ transformacj¦ kanoniczn¡, gdy»
inaczej nie ma co mówi¢ o nowej funkcji Hamiltona. Pierwsze zastosowania
tego podej±cia wi¡»a si¦ z nazwiskami Delaunay i Poincaré. Stosowali oni
transformacje z wykorzystaniem funkcji tworz¡cej zmiennych mieszanych.
Obecnie, od ko«ca lat sze±¢dziesi¡tych XX wieku, stosuje si¦ raczej metody
wykorzystuj¡ce transformacje Liego, ale ich zalety objawiaj¡ si¦ w peªni do-
piero na poziomie rachunku zaburze« drugiego i wy»szych rz¦dów. Dlatego
te» przedstawimy metod¦ Poincarégo (znan¡ czasem jako metoda von Zei-
pela) jako prostsz¡ do wyja±nienia.

Jak wiadomo, kanoniczna transformacja bliska identyczno±ci mo»e by¢
zadana funkcj¡ tworz¡c¡ typu F2

F2(l, g, h, L′, G′,H ′) = lL′ + gG′ + hH ′ − εΨ(l, g, h, L′, G′,H ′), (3.72)

która zale»y od pierwotnych (oskulacyjnych) k¡tów l = M (anomalia ±red-
nia), g (argument perycentrum) i h (dªugo±¢ w¦zªa wst¦puj¡cego) oraz no-
wych p¦dów uogólnionych L′, G′, H ′. Znak minus przy nieokre±lonej jeszcze
funkcji Ψ wprowadzili±my ze wzgl¦dów �kosmetycznych� i nie jest on istotny.
Zgodnie z de�nicj¡ funkcji typu F2 mamy

L =
∂F2
∂l
= L′ − ε∂Ψ

∂l
, l′ =

∂F2
∂L′
= l − ε ∂Ψ

∂L′
,

G =
∂F2
∂g
= G′ − ε∂Ψ

∂g
, g′ =

∂F2
∂G′
= g − ε ∂Ψ

∂G′
, (3.73)

H =
∂F2
∂h
= H ′ − ε∂Ψ

∂h
, h′ =

∂F2
∂H ′
= h− ε ∂Ψ

∂H ′
,

wi¦c transformacja v → v′ przechodzi w to»samo±¢ dla ε = 0, natomiast dla
ograniczonej funkcji Ψ ró»nica mi¦dzy zmiennymi b¦dzie rz¦du O(ε).

Gªównym problemem technicznym metody Poincarégo jest uwikªany cha-
rakter transformacji, ale na poziomie pierwszej pot¦gi ε nie jest to problem
powa»ny.

Musimy teraz znale¹¢ tak¡ funkcj¦ Ψ, która pozwoli zrealizowa¢ zamie-
rzony cel. Je±li transformacja nie zale»y jawnie od czasu, to nowa funkcja
Hamiltona powstaje jako

K(v′) = H(v(v′)), (3.74)

a wi¦c przez podstawienie wyra»enia starych zmiennych przy pomocy no-
wych. Tam, gdzie hamiltonian H zale»aª od p¦du L, podstawiamy L =
L′ − εΨl (pochodn¡ cz¡stkow¡ oznacza¢ b¦dziemy jako dolny indeks) i po-
dobnie G = G′ − εΨg, H = H ′ − εΨh. Natomiast k¡ty l, g, h zostawimy na

80



razie bez zmian. A zatem

K = H0(L′ − εΨl) + εH1(l, g, h, L′ − εΨl, G′ − εΨg,H ′ − εΨh). (3.75)

Przypomnijmy teraz, »e ograniczamy si¦ do zaburze« pierwszego rz¦du, wi¦c
mo»emy przeksztaªci¢ K(l, g, h, L′, G′,H ′) do postaci

K = H0(L′)− εΨl
∂H0(L′)
∂L′

+ εH1(l, g, h, L′, G′,H ′) +O(ε2) =

= − µ
2

2(L′)2
+ ε

(
− µ

2

(L′)3
∂Ψ
∂l
+H1(l, g, h, L′, G′,H ′)

)
+O(ε2) =

= K0 + εK1 +O(ε2). (3.76)

Ostatni wiersz zawiera czysto umowne de�nicje: K podzielony b¦dzie na
niezaburzone K0 i zale»ny od pierwszej pot¦gi maªego parametru wyraz εK1.

Wybór K0 jest jednoznaczny:

K0(L′) = −
µ2

2(L′)2
= − µ
2a′
. (3.77)

T¦ drug¡ posta¢ przytaczamy, »eby zasygnalizowa¢, »e mo»na wprowadzi¢
tzw. elementy ±rednie a′, e′, I ′, które powi¡zane s¡ z nowymi p¦dami L′,
G′, H ′ takimi samymi zwi¡zkami, jak elementy oskulacyjne a, e, I z p¦dami
L, G, H.

B¦dziemy tak»e u»ywa¢ poj¦cia ±redniego ruchu ±redniego zde�nio-
wanego jako

n′ =
∂K0(L′)
∂L′

=
µ2

(L′)3
=

√
µ

(a′)3
. (3.78)

Dochodzimy teraz do kluczowego momentu. De�nicja K1 zawiera nie-
okre±lon¡ jeszcze funkcj¦ Ψ

K1 = −n′
dΨ
dl
+H1(l, g, h, L′, G′,H ′), (3.79)

gdzie mogli±my zst¡pi¢ pochodn¡ cz¡stkow¡ przez zupeªn¡, gdy» tylko jedna
zmienna l pojawiªa si¦ jako �czynna�. Mamy teraz pozornie peªn¡ swobod¦
wyboru K1, który zde�niuje funkcj¦ tworz¡c¡ Ψ, gdy»

Ψ =
1
n′

∫
(H1 −K1) dl. (3.80)

Rozpatrzmy formalnie najprostszy wybór, w którym K1 = 0, co by ozna-
czaªo, »e ruch w nowych zmiennych b¦dzie czysto keplerowski, bo z zanie-
dbanym K′, otrzymamy K = K0. Wygl¡da to atrakcyjnie, ale jakie ma kon-
sekwencje dla Ψ ?
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Funkcja H1 jest z punktu widzenia zale»no±ci od anomalii ±redniej sum¡
dwóch skªadników: warto±ci ±redniej ⟨H1⟩l, która nie zale»y od l, oraz cz¦±ci
czysto okresowej H̃1, dla której ⟨H̃1⟩l = 0. Warto±¢ ±rednia, pozostawiona
pod znakiem caªki w równaniu (3.80), doprowadzi do powstania w Ψ skªad-
nika

Ψ∗ =
1
n′

∫
⟨H1⟩l dl = ⟨H1⟩l

l

n′
= ⟨H1⟩l t, (3.81)

który ro±nie w sposób nieograniczony i staje si¦ sprzeczny z zaªo»eniami
transformacji bliskiej identyczno±ci. Jeste±my wi¦c skazani na najprostszy z
mo»liwych wybór

K1(−, g, h, L′, G′,H ′) =
⟨
H1(l, g, h, L′, G′,H ′)

⟩
l , (3.82)

który prowadzi do ograniczonej, okresowej funkcji tworz¡cej

Ψ(l, g, h, L′, G′,H ′) =
1
n′

∫
H̃1 dl. (3.83)

Otrzymali±my nowy Hamiltonian

K(−, g, h, L′, G′,H ′) = − µ
2

2(L′)2
+ εK1(−, g, h, L′, G′,H ′) +O(ε2),

który jeszcze nie nadaje si¦ do generowania równa« ruchu, gdy» zale»y od
zmiennych mieszanych. Ale ró»nica mi¦dzy εK1(−, g, h, L′, G′,H ′) a
εK1(−, g′, h′, L′, G′,H ′) jest na poziomie ε2, wi¦c

K(−, g′, h′, L′, G′,H ′) = − µ
2

2(L′)2
+ εK1(−, g′, h′, L′, G′,H ′)+O(ε2). (3.84)

Z bª¦dem rz¦du O(ε2), nowy hamiltonian nie zale»y od ±redniej anomalii

±redniej l′, a wi¦c powstaªa nowa, przybli»ona caªka ruchu

L′ =
√
µa′ = const, (3.85)

czyli ±rednia póªo± wielka a′ jest równie» staªa. Rzeczywi±cie, równania ruchu
dla zmiennych ±rednich maj¡ teraz posta¢

l̇′ = n′ + ε
∂K1
∂L′
, L̇′ = −∂K

∂l′
= 0,

ġ′ = ε
∂K1
∂G′
, Ġ′ = −ε∂K1

∂g′
, (3.86)

ḣ′ = ε
∂K1
∂H ′
, Ḣ ′ = −ε∂K1

∂h′
,
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Rysunek 3.1: Typy perturbacji w zagadnieniach grawitacyjnych. Perturbacje
krótkookresowe mog¡ wyst¡pi¢ we wszystkich zmiennych, dªugookresowe we
wszystkich oprócz L, wiekowe tylko w k¡tach l, g, h.

przy czym ewolucj¦ g′, h′, G′,H ′ mo»na bada¢ niezale»nie od l′. Zreduko-
wali±my wi¦c liczb¦ stopni swobody z 3 do 2 i nawet je±li nowy ukªad nie
daje sie rozwi¡za¢ w sposób ±cisªy, to g′, h′, G′,H ′ s¡ wolnozmienne, gdy»
ich pochodne wzgl¦dem czasu s¡ rz¦du ε (por. prawe strony równa« ruchu).
Przy caªkowaniu numerycznym pozwala to na stosowanie dªugiego kroku caª-
kowania. Mo»e si¦ zdarzy¢, »e nowy hamiltonian posiada dodatkow¡ caªk¦
ruchu (np. nie zale»y od h′ lub g′ ze wzgl¦du na symetri¦ zagadnienia) i
wtedy zagadnienie ruchu w zmiennych ±rednich daje sie rozwi¡za¢ w sposób
jawny. Bywa te», cho¢ rzadko, »e nowy Hamiltonian w ogóle nie zale»y od
k¡tów, przez co zmienne ±rednie staj¡ si¦ zmiennymi k¡t-dziaªanie. K¡ty g′ i
h′ mo»na te» wyeliminowa¢ poprzez drug¡ transformacj¦ kanoniczn¡, ale to
wymaga rachunku zburze« drugiego rz¦du podczas pierwszej transformacji.

Wró¢my do zwi¡zków mi¦dzy zmiennymi ±rednimi a oskulacyjnymi. Wy-
nikaj¡ one z równa« (3.73), w których � z bª¦dem rzedu O(ε2) � mo»emy
zast¦powa¢ w Ψ zmienne ±rednie oskulacyjnymi lub na odwrót. A zatem,
wracaj¡c do (3.73), mamy

L = L′ − ε∂Ψ(v
′)

∂l′
+O(ε2),

l = l′ + ε
∂Ψ(v′)
∂L′

+O(ε2), (3.87)

i podobnie dla pozostaªych par zmiennych. Wyrazy z pochodnymi funkcji
εΨ nazywamy perturbacjami krótkookresowymi pierwszego rz¦du (rys. 3.1).
Nazwa wynika st¡d, »e maj¡ ogóln¡ posta¢ wyrazów typu

A(L′, G′,H ′)

(
cos
sin

)
(k1l′ + k2g′ + k3h′),
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gdzie k1 ̸= 0, za± okres takiego wyrazu jest porównywalny z uªamkiem 1/k1
okresu obiegu. Zmienne g′, h′, G′,H ′, jako rozwi¡zanie u±rednionych równa«
ruchu, mog¡ zawiera¢ perturbacje dwóch rodzajów:

• dªugookresowe typu A(L′)
(sin
cos

)
ενt, (wszystkie cztery),

• wiekowe, typu εν t (tylko w g′, h′ oraz w l′),

przy czym cz¦stotliwo±ci ν s¡ funkcjami p¦dów. Podkre±lmy, »e sªowo �mog¡�
nie oznacza �musz¡�.

WYK�AD 14

3.4 Rachunek zaburze« dla równa« Gaussa

Je±li siªa zaburzaj¡ca nie posiada potencjaªu i nie mo»na odwoªa¢ si¦ do
formalizmu kanonicznego, to musimy u»y¢ równa« Gaussa. Zaªó»my, »e siªa
zaburzaj¡ca P z równa«

r̈ = − µ
r3
r + P ,

jest wielko±ci¡ maª¡ rz¦du ε

P = εQ(r,v, t). (3.88)

Wyst¦puj¡ce w Q poªo»enie i pr¦dko±¢ wyra»amy jako funkcje pi¦ciu ele-
mentów oskulacyjnych i anomalii ±redniej (zmiennej)

y = ( a, e, I, ω, Ω, M )T,

a wtedy równania Gaussa przyjmuj¡ posta¢ typu (3.69), przy czym cz¦±¢
niezaburzona prawych stron F 0(y) to wektor, którego wszystkie skªadowe
prócz jednej s¡ zerowe

ȧ
ė

İ
ω̇

Ω̇
Ṁ


=



0
0
0
0
0
n


+ ε



F(a)
F(e)
F(I)
F(ω)
F(Ω)
F(M)


. (3.89)

Skªadowe F(a), . . . , F(M) wektora F 1 to oczywi±cie prawe strony odpowied-
nich równa« Gaussa z siª¡ zaburzaj¡c¡ P = εF 1.
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Istniej¡ metody rachunku zaburze« dla równa« niekanonicznych oparte
o t¦ sam¡ zasad¦, co metoda Poincarégo-von Zeipela, czyli o transformacj¦
blisk¡ to»samo±ci. Ale s¡ one bardziej zªo»one, gdy» nie mog¡ korzysta¢ ze
skalarnej funkcji tworz¡cej. Z tego wzgl¦du zajmiemy si¦ tylko najprostsz¡
reguª¡ znan¡ jako metoda u±redniania �no»ycowego�.

Zaªo»ymy, »e istnieje transformacja ze zmiennych oskulacyjnych y do
zmiennych ±rednich x

x = ( a′, e′, I ′, ω′, Ω′, M ′ )T,

w ogólnej postaci
y = x+ εX(x, t), (3.90)

ale nie b¦dziemy szuka¢ konkretnej postaci perturbacji okresowych X, a je-
dynie � przez analogi¦ z przypadkiem kanonicznym � uznamy, »e X s¡ ogra-
niczonymi funkcjami krótkookresowymi, gdy x speªnia u±rednione wzgl¦dem
anomalii ±redniej równania Gaussa

ẋ = F 0(x) + ε ⟨F 1(x, t)⟩, (3.91)

czyli 

ȧ′

ė′

İ ′

ω̇′

Ω̇′

Ṁ ′


=



0
0
0
0
0
n′


+ ε



⟨F(a)⟩
⟨F(e)⟩
⟨F(I)⟩
⟨F(ω)⟩
⟨F(Ω)⟩
⟨F(M)⟩


. (3.92)

Warto wiedzie¢, »e wszystkie zmienne ±rednie zawiera¢ mog¡ zarówno
perturbacje wiekowe typu const × t jak i dªugookresowe typu cos (ε t), na
przykªad w postaci cosω′. Nie ma tu takich reguª jak w przypadku kano-
nicznym.

3.5 Zagadnienie dwóch ciaª ze sªab¡ siª¡ tarcia.

Spróbujmy otrzyma¢ przybli»one rozwi¡zanie analityczne dla zagadnienia
wzgl¦dnego dwóch ciaª ze sªab¡ siª¡ tarcia P styczn¡ do pr¦dko±ci

P = −εv. (3.93)

Je±li ε≪ 1, to mo»emy posªu»y¢ si¦ metod¡ u±redniania.
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Zaczynamy od wypisania równa« Gaussa, podstawiaj¡c (3.93), czyli dla
skªadowej stycznej, normalnej i binormalnej

S = −ε v, N = B = 0.

Powstaj¡ równania znane zMatematycznych podstaw mechaniki nieba (rozdz.
1.5.9 i 1.6.1)

ȧ = −ε 2 v
2

n2 a
,

ė = −ε 2 p
r
cosE,

dI

dt
= Ω̇ = 0,

ω̇ = −ε 2
e
sin f,

Ṁ = n− ε
√
1− e2
e

(
1 +
2 r e2

p

)
sin f.

W równaniu dla ȧ mo»emy uwzgl¦dni¢ caªk¦ siª »ywych i III prawo Keplera
dla orbit eliptycznych

v2

2
− µ
r
= − µ
2a
, n2a3 = µ,

co pozwala podstawi¢

v2 = −µ
a
+
2µ
r
= n2 a2

(
2 a
r
− 1

)
,

i ostatecznie w równaniach typu (3.89) mamy

F(a) = −2 a
(
2
a

r
− 1

)
,

F(e) = −
2 p
r
cosE,

F(I) = 0, (3.94)

F(ω) = −
2
e
sin f,

F(Ω) = 0,

F(M) = −
√
1− e2
e

(
1 +
2 r e2

p

)
sin f.
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Nast¦pnie u±redniamy prawe strony F . Oprócz dwóch trywialnych przy-
padków ⟨0⟩ = 0, mamy tu tak»e dwie funkcje nieparzyste, wi¦c

⟨F(I)⟩ = ⟨F(ω)⟩ = ⟨F(Ω)⟩ = ⟨F(M)⟩ = 0.

Pozostaªe dwie funkcje u±redniamy korzystaj¡c mi¦dzy innymi z wzoru (3.26)
jak równie» z liniowo±ci operacji u±redniania⟨

F(a)
⟩
M
=

⟨
−2 a

(
2
a

r
− 1

)⟩
M
=

⟨
−4 a

2

r

⟩
M

+ ⟨2 a⟩M =

= −4 a
⟨
a

r

⟩
M
+ 2 a = −4 a

⟨
a

r

r

a

⟩
E
+ 2 a =

= −4 a ⟨1⟩E + 2 a = −2 a. (3.95)⟨
F(e)

⟩
M
=

⟨
−2 p
r
cosE

⟩
M
= −2 p

a

⟨
a cosE
r

r

a

⟩
E
=

= −2 p
a
⟨cosE⟩E = 0. (3.96)

Jak wida¢, równania dla zmiennych ±rednich s¡ bardzo proste i sprowadzaj¡
si¦ do

ȧ′ = −2 ε a′, (3.97)

ė′ = İ ′ = ω̇′ = Ω̇′ = 0, (3.98)

Ṁ ′ = n′ =

√
µ

(a′)3
. (3.99)

Równania dla zmiennych ±rednich mog¡ zosta¢ rozwi¡zane bez wi¦k-
szego trudu. Równanie ró»niczkowe (3.97) mo»na rozwi¡za¢ metod¡ separacji
zmiennych; po sprowadzeniu do postaci

da′

a′
= −2 εdt,

i obustronnym caªkowaniu dochodzimy do

a′ = a0 exp [−2 ε t], (3.100)

gdzie a0 oznacza staª¡ caªkowania � w tym wypadku jest to warto±¢ ±redniej
póªosi wielkiej a′ w epoce t = 0. Znaj¡c zale»no±¢ a′(t) mo»emy przej±¢ do
równania (3.99), które sprowadza si¦ do prostej kwadratury∫ M ′

M0
dM ′ =

∫ t
0

√
µ

(a′)3
dt =

√
µ

(a0)3

∫ t
0
(exp [−2 ε t])−3/2 dt =

= n0
∫ t
0
exp [3 ε t] dt =

n0
3 ε
(exp [3 ε t]− 1) .
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Rysunek 3.2: Ruch keplerowski z liniowym oporem o±rodka, gdy ε = 0.01 i
µ = 1. U góry � trajektoria na pªaszczy¹nie (x, y) dla 0 ¬ t ¬ 20π. U doªu
� oskulacyjna póªo± wielka dla 0 ¬ t ¬ 60π (po lewej) i 0 ¬ t ¬ 10π (po
prawej).
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Rysunek 3.3: Oskulacyjny mimo±ród w zagadnieniu z rys. 3.2 dla 0 ¬ t ¬
20π.

Przyjmuj¡c epok¦ t = 0 jako moment przej±cia przez perycentrum, co od-
powiada staªej dowolnej caªkowania M0 = 0, otrzymujemy rozwi¡zanie dla
±redniej anomalii ±redniej

M ′ =
n0
3 ε
(exp [3 ε t]− 1) . (3.101)

Wszystkie pozostaªe równania dla elementów ±rednich s¡ trywialne i maj¡
rozwi¡zania w postaci staªych

e′ = e0, I ′ = I0, ω′ = ω0, Ω′ = Ω0. (3.102)

Mo»emy teraz podsumowa¢ wiadomo±ci na temat zachowania elemen-
tów ±rednich w zagadnieniu dwóch ciaª z siª¡ tarcia (3.93). �Orbita ±rednia�
ma staª¡ orientacj¦ w przestrzeni i staªy mimo±ród, ale jej ±rednica (póªo±
wielka) maleje wykªadniczo, d¡»¡c asymptotycznie do zera (rys. 3.2). Zmiany
w póªosi wielkiej wpªywaj¡ na ruch ±redni, a wi¦c na pr¦dko±¢ zmian ano-
malii ±redniej M ′. �rednia anomalia ±rednia ro±nie wykªadniczo, przy czym
mo»emy sprawdzi¢, »e na maªych odcinkach czasu odst¦pstwa od III prawa
Keplera s¡ niewielkie. U»ywaj¡c przybli»enia exp c x ≈ 1+ cx+ c2x2/2+ . . .,
mo»emy napisa¢

M ′ =
n0
3 ε

(
1 + 3 ε t+

9
2
ε2t2 + . . .− 1

)
≈ n0 t

(
1 + 32 ε t

)
. (3.103)

Dodajmy dla ±cisªo±ci, »e wªa±ciwo±¢ e′ = const jest specy�czna dla siªy
P = −εv; dla innych rodzajów siªy tarcia (proporcjonalnej do v2 albo z g¦-
sto±ci¡ o±rodka zale»n¡ od r) mimo±ród ±redni równie» maleje wykªadniczo.
Pami¦tajmy tak»e, »e w naszej analizie nie uwzgl¦dnili±my efektów drugiego
rz¦du (proporcjonalnych do ε2) dla zmiennych ±rednich. Tak wi¦c, nawet je±li
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mimo±ród systematycznie maleje, to musi si¦ to odbywa¢ w tempie o wiele
wolniejszym ni» dla póªosi wielkiej. Rysunek 3.3 nie wykazuje systematycz-
nego trendu w mimo±rodzie, który byªby zauwa»alny w skali kilkudziesi¦ciu
obiegów.

Perturbacje okresowe, które zauwa»alne s¡ na przedstawionych wykre-
sach, maj¡ charakterystyczn¡ cech¦: ich okres systematycznie maleje, a am-
plituda zanika wykªadniczo. Mo»na to ªatwo wytªumaczy¢ wyznaczaj¡c per-
turbacje krótkookresowe. Zróbmy to dla mimo±rodu, przyjmuj¡c e = e′+εep,
gdzie ep oznacza perturbacje okresowe. W ramach przybli»enia pierwszego
rz¦du mo»emy rozpatrzy¢

εėp = ė− ė′ = −ε
2p
r
cosE, (3.104)

gdzie ė′ = 0, zgodnie z równaniem (3.98). Caªkuj¡c obie strony mo»emy nie
tylko zast¡pi¢ zmienne oskulacyjne ±rednimi, ale równie» uzna¢, »e zmienno±¢
a′(t) wpªynie na caªk¦ prawej strony w sposób zaniedbywalny (ȧ′ = O(ε),
wie¢ wpªyw b¦dzie rz¦du O(ε2)). Przy takich zaªo»eniach

ep = −
∫
2p′

r′
cosE′ dt = − 2p

′

n′a′

∫
a′

r′
cosE′ dM ′

= − 2p
′

n′a′

∫
a′

r′
cosE′

r′

a′
dE′ = − 2p

′

n′a′
sinE′

= −2 1− (e
′)2

n′
sinE′. (3.105)

Otrzymany wzór na perturbacje krótkookresowe w mimo±rodzie powinienn
by¢ u»ywany z uwzgl¦dnieniem ewolucji zmiennych ±rednich, a wi¦c n′ =√
µ/(a′)3 w mianowniku b¦dzie wzrasta¢ zgodnie z rozwi¡zaniem (3.100).

Tak wi¦c amplituda perturbacji okresowych systematycznie maleje, a ich
okres si¦ skraca, gdy» okres sinusa ±redniej anomalii mimo±rodowej E′ wynosi
2π/n′. Podobne cechy wykazywa¢ b¦d¡ perturbacje okresowe w pozostaªych
elementach, to znaczy w póªosi a, argumencie perycentrum ω i anomalii
±redniej M ′.
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Rozdziaª 4

Metody numeryczne mechaniki

nieba

4.1 Klasyczne metody caªkowania numerycznego

Przez caªkowanie numeryczne rozumie¢ b¦dziemy rozwi¡zywanie zagadnienia
Cauchyego dla ukªadu równa« ró»niczkowych zwyczajnych rz¦du N ( gdzie
y,f ∈ RN ) 

dy
dt = f(y, t),

y(t0) = y0.
(4.1)

na interwale t ∈ [t0, t1 ] zwanym przedziaªem caªkowania.
Jakkolwiek istniej¡ metody opracowane szczególnie dla równa« dynamiki

drugiego rz¦du r̈ = F (r,v, t), to nie b¦dziemy ich wprowadza¢, gdy» albo
u»ywamy równa« kanonicznych typu (4.1), albo mo»emy sprowadzi¢ równa-
nia drugiego rz¦du do postaci (4.1) w sposób przedstawiony w rozdziale 1.1
Matematycznych podstaw mechaniki nieba.

4.1.1 Metoda Eulera

Metoda Eulera jest w najprostsz¡ z metod caªkowania numerycznego i po-
wstaje ona w sposób caªkiem �naturalny�. Zaªó»my, »e na krótkim odcinku
czasu t ∈ [t0, t0+h], gdzie h nazwiemy krokiem caªkowania, mo»emy u»y¢
pierwszych wyrazów szeregu Taylora

y(t0 + h) = y0 + h [ẏ]t0 +O(h
2).
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Poniewa» ẏ = f , mo»emy przyj¡¢, »e

y(t0 + h) ≈ y1 = y0 + hf(y0, t0). (4.2)

Wzór ten de�niuje jeden krok metody Eulera caªkowania równa« ró»nicz-
kowych zwyczajnych, zwanej te» krótko integratorem Eulera.

Przykªad: Równania ruchu wahadªa maj¡ wektory

y =

(
x
X

)
, f(y) =

(
X
− sinx

)
.

Integrator Eulera dla tego ukªadu zadany jest przez

x1 = x0 + hX0, X1 = X0 − h sinx0.

Jeden krok metody Eulera obarczony jest bª¦dem lokalnym, de�niowa-
nym jako ró»nica prawdziej warto±ci rozwi¡zania y(t0+h) i wyniku metody
Eulera y1 otrzymanego przy u»yciu wzoru (4.2)

||y(t0 + h)− y1|| = δ1 +∆,

w którego skªad wchodz¡

1. bª¡d obci¦cia

δ1 ∝ h2,

wynikaj¡cy z obci¦cia szeregu Taylora, oraz

2. bª¡d zaokr¡glenia

∆ ∝ ε,

wynikaj¡cy z prowadzenia oblicze« przy u»yciu sko«czonej ilo±ci cyfr
znacz¡cych. Wielko±¢ ε oznacza tu rz¡d wielko±ci odpowiadaj¡cy ostat-
niej dokªadnej cyfrze znacz¡cej oblicze« (typowo 10−14 dla o±miobaj-
towych zmiennych komputera).

Metod¦ Eulera nazywamy metod¡ pierwszego rz¦du, gdy» jej lokalny
bª¡d obci¦cia jest proporcjonalny do kwadratu dªugo±ci kroku caªkowania
h. Ka»d¡ metod¦ numeryczn¡ nazywamy metod¡ k-tego rz¦du je±li jej lo-
kalny bª¡d obci¦cia jest proporcjonalny do hk+1.

Integrator Eulera mo»emy matematycznie potraktowa¢ jako funkcj¦,
która danemu wektorowi pocz¡tkowemu y0 przyporz¡dkowuje nowy wektor
y1,

Φh : y0 → y1(y0, h), (4.3)
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gdzie y1 jest zde�niowane wzorem (4.2). Zapis ten wa»ny jest dla dowolnego
integratora � nie tylko dla metody Eulera.

Zakªadali±my dot¡d, »e krok caªkowania h jest maªy. Interwaª caªkowania
H (caªkowity przedziaª czasu, na którym chcemy zna¢ warto±ci y) jest za-
zwyczaj na tyle du»y, »e wymaga rozbicia na m podprzedziaªów o mniejszej
dªugo±ci kroku caªkowania. W praktyce, ka»dy integrator Φh stosowany jest
rekurencyjnie. Zaªó»my dla uproszczenia, »e przedziaª caªkowania H zostaª
podzielony na m równych cz¦±ci, tzn. H = mh. W takiej sytuacji przy-
bli»enie dla ym ≈ y(t0 +H) otrzymujemy jako wynik m-krotnego zªo»enia
integratora Eulera

ym = Φ
m
h (y0) = Φh(. . .Φh(Φh(y0)) . . .).

Innymi sªowy, tworzymy ci¡g warto±ci

y1 = y0 + hf(y0, t0),

y2 = y1 + hf(y1, t0 + h),

. . .

ym = ym−1 + hf(ym−1, t0 + (m− 1)h).

Ka»dy krok integratora produkuje warto±ci yk obarczone bª¦dem lokalnym.
Przyjmijmy jako oszacowanie, »e bª¦dy lokalne ulegaj¡ linowej akumulacji
podczas caªkowania. W takim razie, bª¡d globalny Em = ||y(t0+H)−ym||
powinien by¢ równy sumie m bª¦dów lokalnych

Em = m (δ1 +∆) .

Niech δ1 = α1 h2, ∆ = α2 ε; wtedy, po podstawieniu m = H/h, otrzymamy

Em = H
(
α1 h+

α2 ε

h

)
. (4.4)

Wzór ten przedstawia oszacowanie bª¦du globalnego pochodz¡cego z dwóch
¹ródeª. Bª¡d obci¦cia jest tym mniejszy, im mniejszy jest krok caªkowania
h. Nie mo»na jednak skraca¢ kroku caªkowania bezkarnie, gdy» po przekro-
czeniu pewnej granicy zwanej krokiem optymalnym, dochodzi do gªosu bª¡d
zaokr¡glenia (Rys. 4.1).

Zauwa»my tak»e, »e globalny bª¡d obci¦cia jest proporcjonalny do pierw-
szej pot¦gi h, a nie do pot¦gi drugiej. W ogólno±ci, dla integratora k-tego
rz¦du bª¡d globalny b¦dzie miaª posta¢

Em = H
(
α1 h

k + α2 ε/h
)
.
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hhopt

b³¹d zaokr¹glenia

b³¹d obciêcia

b³¹d ca³kowity

Rysunek 4.1: Bª¡d globalny metody Eulera jako suma bª¦du obci¦cia i bª¦du
zaokr¡glenia.

Wzór (4.4) jest do±¢ bezlitosny: sugeruje on, »e aby osi¡gn¡¢ bª¡d glo-
balny rz¦du 10−9, musimy podzieli¢ interwaª caªkowania na miliard kroków
h. Wi¦kszej dokªadno±ci by¢ mo»e nie da si¦ osi¡gn¡¢ ze wzgl¦du na bª¡d
zaokr¡glenia. Jak wida¢, metoda Eulera nie ma »adnego prawie znaczenia
praktycznego; metody wy»szego rz¦du s¡ niezb¦dne, gdy» tylko one pozwa-
laj¡ na u»ycie kroku nie krótszego ni» optymalny dla uzyskania rozs¡dnej
dokªadno±ci numerycznej.

Przykªad: Stosujemy metod¦ Eulera do ruchu wahadªa z warun-
kami pocz¡tkowymi x0 = X0 = 1. Interwaª caªkowania H = 0.4
dzielimy na m = 10, 100 i 1000 kroków. Otrzymujemy bª¡d glo-
balny we wspóªrz¦dnej x równy odpowiednio E10 = 8 × 10−3,
E100 = 8× 10−4 i E1000 = 8× 10−5. Jest on zdominowany przez
bª¡d obci¦cia, gdy» istotnie Em ∝ h = H/m. Gdyby jednak
prowadzi¢ rachunki z dokªadno±ci¡ czterech miejsc znacz¡cych
(ε ≈ 10−4), to odpowiednie warto±ci bª¦du globalnego wynios¡
E10 = 8× 10−3, E100 = 9× 10−4 i E1000 = 5× 10−3, co oznacza,
»e krok optymalny ma warto±¢

0.0004 < hopt < 0.004.
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Przy okazji zauwa»my, »e skoro f(y0) = (1,−0.841 . . .)T, to krok
h < ε w ogóle nie zmieni warto±ci zmiennych, gdy» dodajemy
wtedy do y0 przyrosty mniejsze ni» bª¡d zaokr¡glenia. Integrator
Eulera b¦dzie wtedy generowaª punkt staªy yk+1 = yk.

U»ywanie staªego kroku (równy podziaª H) bywa niewskazane gdy ba-
damy ruch ciaªa z silnie zmienn¡ predko±ci¡ � na przykªad na orbicie eliptycz-
nej o du»ym mimo±rodzie. Wtedy w pobli»u perycentrum krok powinien by¢
maªy, »eby zredukowa¢ bª¡d obci¦cia, a w pobli»u apocentrum � du»y, »eby
zredukowa¢ akumulacj¦ bª¦du zaokr¡glenia i przyspieszy¢ rachunki. Znaczna
cz¦±¢ integratorów pozwala na automatyczn¡ regulacj¦ kroku, »eby dopaso-
wa¢ h do zadanego lokalnego bª¦du obci¦cia.

W przedstawionej analizie bª¦du globalnego przyj¦li±my pesymistycznie,
»e lokalne bª¦dy zaokr¡glenia maj¡ zawsze ten sam znak. Dirk Brouwer
(1937) pokazaª, »e podej±cie statystyczne daje globalny bª¡d zaokr¡glenia
rz¦du ε

√
H/h lub ε(H/h)

3
2 . W przypadku ruchu orbitalnego, ten drugi, gor-

szy przypadek dotyczy bª¦du w poªo»eniu mierzonego wdªu» orbity.

4.1.2 Metody wy»szego rz¦du

Wobec niewystarczalno±ci metody Eulera, posªugujemy si¦ w praktyce ró»-
nymi integratorami wy»szego rz¦du, które pozwalaja na u»ycie wi¦kszego
kroku caªkowania h, gdy» maj¡ wi¦kszy krok optymalny. Zasadnicza linia
podziaªu przebiega mi¦dzy metodami jednokrokowymi a wielokrokowymi.

Metody jednokrokowe

Wa»niejsze typymetod jednokrokowych to metoda szeregów Taylora, me-
tody ekstrapolacyjne, metody Rungego-Kutty i metody kolokacji.

1. Metoda szeregów Taylora: W metodzie tej u»ywamy wielomianu
Taylora, który wª¡cza wi¦cej wrazów ni» metoda Eulera, ale dzieje
si¦ to kosztem post¦puj¡cej komplikacji wzorów, gdy» wyraz y(k)hk/k!
wymaga wyliczenia pochodnej z f rz¦du k− 1, co dla funkcji wektoro-
wej wielu zmiennych bywa zmudne. Czasem jednak udaje si¦ znale¹¢
wzgl¦dnie proste rekurencyjne wzory na kolejne wspóªczynniki wie-
lomianu Taylora. Mówimy wtedy o metodzie rekurecyjnych szeregów
pot¦gowych. W takiej sytuacji integrator mo»e mie¢ niemal dowolnie
wysoki rz¡d i staje si¦ najbardziej wydajn¡ metod¡ caªkowania. Nie-
stety, mo»liwe jest to tylko dla wzgl¦dnie prostych prawych stron (np.

95



zagadnienie N ciaª), a dodanie nowego oddziaªywania wymusza wy-
prowadzanie wszystkich wzorów od nowa. Coraz cz¦±ciej stosuje si¦
wtedy algebr¦ komputerow¡ (pakiety do rachunków symbolicznych) ze
skryptami pisz¡cymi programy dla takiego integratora w standardo-
wych j¦zykach programowania.

Przykªad: Dla wahadªa mamy ẋ = X, Ẋ = − sinx, wi¦c

ẍ = Ẋ = − sinx, Ẍ = − cosxẋ = −X cosx.

Wtedy wielomian Taylora drugiego stopnia de�niuje integra-
tor

x1 = x0 + hẋ0 +
h2

2
ẍ0

= x0 + hX0 −
h2

2
sinx0,

X1 = X0 + hẊ0 +
h2

2
Ẍ0

= X0 − h sinx0 −
h2

2
X0 cosx0. (4.5)

Z de�nicji jest to metoda drugiego rz¦du, z lokalnym bª¦dem
obci¦cia O(h3).

2. Metody ekstrapolacyjne: Jest to bardzo ciekawa grupa metod, które
pozwalaj¡ na obej±cie bariery kroku optymalnego. Wykorzystuj¡ one
prost¡ metod¦ pierwszego lub drugiego rz¦du do wygenerowani a kilku
warto±ci y1. Na przykªad, liczymy y1,h z krokiem h, a potem, dla tych
samych warunków pocz¡tkowych wykonujemy dwa kroki caªkowania o
dªugo±ci h/2, otrzymuj¡c inne, potencjalnie dokªadniejsze y1,h/2 i tak
dalej. Zatrzymujemy proces przed osi¡gni¦ciem kroku optymalnego i
dopasowujemy wielomian lub funkcje wymiern¡ do ci¡gu warto±ci y1,x.
Ostatecznym wynikiem kroku caªkowania h jest granica limx→0 y1,x. W
astronomii najcz¦±ciej stosujemy metod¦ ekstrapolacyjn¡ opracowan¡
przez Bulirscha i Stoera.

3. Metody Rungego-Kutty: W metodach Rungego-Kutty staramy si¦
zast¡pi¢ wy»sze pochodne z wielomianu Taylora kombinacj¡ liniow¡
warto±ci prawych stron f w odpowiednio dobranych punktach t ∈
[t0, t0+h] z przybli»onymi warto±ciami y(t). Metoda s-etapowa (RKs)
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zde�niowana jest przez tak zwan¡ tablic¦ Butchera

ci ai,j
bj
, i, j = 1, 2, . . . , s. (4.6)

Tablica Butchera zawiera: s2 wspóªczynników ai,j , s w¦zªów ci, oraz
s wag bi. Elementy tablicy nie s¡ niezale»ne, gdy» obowi¡zuj¡ dwa
ograniczenia

s∑
j=1

ai,j = ci,
s∑
j=1

bj = 1. (4.7)

Je±li znamy tablic¦ Butchera, to równania de�niuj¡ce s-etapow¡ me-
tod¦ RK maj¡ posta¢{

y1 = y0 + h
∑s
n=1 bn kn,

kn = f
(
y0 + h

∑s
j=1 an,j kj , t0 + cn h

)
.

(4.8)

Zauwa»my, »e metoda Eulera mo»e by¢ przedstawiona jako jednoeta-
powa metoda RK1 z tablic¡

1 1
1

która prowadzi do (4.2). Z punktu widzenia warunków (4.7) jest to
jedyna mo»liwa metoda z s = 1 (poza trywialn¡ y1 = y0, z a11 = c1 =
0).

Dla przykªadu, dwuetapowa metoda trapezów ma tablic¦ Butchera

0 0 0
1 1 0

1
2

1
2

a wi¦c przyjmuje posta¢ algorytmu

k1 = f(y0, t0),

k2 = f(y0 + hk1, t0 + h).

y1 = y0 + (h/2) (k1 + k2) . (4.9)

i ma bª¡d obci¦cia O(h3), czyli jest metod¡ drugiego rz¦du. Jest ona
wykorzystywana w integratorach ekstrapolacyjnych.
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4. Metody kolokacji: Ka»da metoda kolokacji mo»e by¢ przeksztaªcona
do postaci RKs (ale nie na odwrót), wi¦c nie b¦dziemy po±wi¦ca¢ im
szczególnej uwagi. Idea polega na konstruowaniu wielomianu przybli-
»aj¡cego y(t) na danym kroku caªkowania,który jednak nie jest wie-
lomianem Taylora, lecz ma zapewnia¢ zgodno±¢ swojej pochodnej z
prawymi stronami f wyliczanymi na odpowiednio dobranych w¦zªach
t ∈ [t0, t0+h]. St¡d te» pokrewie«stwo z metodami RK. W astronomii
spor¡ karier¦ zrobiªa metoda Radau-Everharta z wielomianem 8 stop-
nia, zapewniaj¡cym rz¡d 15 dzi¦ki umiej¦tnemu wyborowi wezªów.

Metody wielokrokowe

Metody wielokrokowe wykorzystuj¡ informacj¦ o warto±ciach

y0,y1, . . . ,yn−1,

do których dopasujemy wielomian zmiennej t i z niego otrzymujemy yn.

Przykªad: Dwukrokowa metoda Adamsa-Bashfortha ma posta¢

yn = yn−1 +
h

2
[
3f(yn−1, tn−1)− f(yn−2, tn−2)

]
,

gdzie tk = t0 + k h. Jej lokalny bª¡d obci¦cia ma wielko±¢ O(h3),
wi¦c metoda jest drugiego rz¦du. Aby wystartowa¢ i obliczy¢
y2 potrzebujemy, oprócz warunków pocz¡tkowych y0, równie»
warto±ci dla t = t0 + h, czyli y1. Te ostatnie nie musz¡ by¢
dokªadne � formalnie wystarcza, »e s¡ podane z bª¦dem O(h3),
wi¦c mog¡ pochodzi¢ z dowolnej metody jednokrokowej drugiego
rz¦du.

W zastosowaniu do wahadªa z warunkami pocz¡tkowymi x0 =
X0 = 1 i krokiem h = 0.01, musimy najpierw wygenerowa¢

x1 = 1.0099578, oraz X1 = 0.99155851.

Warto±ci te pochodz¡ z metody Taylora (4.5).

Nast¦pnie otrzymujemy

x2 = x1 +
h

2
[3X1 −X0] = 1.01987,

X2 = X1 −
h

2
[3 sinx1 − sinx0] = 0.98309.
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W porównaniu z rozwi¡zaniem dokªadnym mamy bª¦dy

δx ≈ 2× 10−7,

oraz
δX ≈ 5× 10−7,

co wygl¡da na zgodne z oszacowaniem O(h3), ale pewno±ci na-
bieramy dopiero wtedy, gdy zastosujemy krok o poªow¦ krótszy
i otrzymamy bª¡d mniejszy 8 razy, co rzeczywi±cie ma miejsce.

Jak ªatwo zauwa»y¢, metody te, cho¢ szybkie i proste do zaprogramowania,
maj¡ dwa ograniczenia. Po pierwsze, w standardowych wariantach z pro-
stymi wzorami wymagaj¡ staªego kroku h na caªym przedziale caªkowania.
Po drugie za±, wymagaj¡ do rozpocz¦cia caªkowania wygenerowania warto-
±ci y1, . . . ,yn−1 przy u»yciu jakiej± metody jednokrokowej, czyli takiej, która
wylicza yn jedynie na podstawie yn−1.

4.2 Metody symplektyczne i inne metody dedyko-

wane

Od kilkudziesi¦ciu lat nast¦puje burzliwy rozwój metod caªkowania przy-
stosowanych do szczególnych przypadków zagadnie« mechaniki. Istniej¡ na
przykªad metody geometryczne, które z de�nicji zachowywa¢ b¦da war-
to±ci pewnych caªek ruchu lub wi¦zów geometrycznych (na przykªad dªugo±¢
caªkowanego wektora jednostkowego). Poªo»enia i p¦dy b¦d¡ wtedy nadal ob-
ci¡»one bª¦dem caªkowania, ale ich funkcja b¦d¡ca caªk¡ ruchu b¦dzie staªa,
z dokªadno±cia do nieuniknionego bª¦du zaokr¡glenia.

Wa»ne dla mechaniki nieba s¡ metody symplektyczne. S¡ to metody,
które z de�nicji generuj¡ przeksztaªcenie kanoniczne zmiennych i mo»na udo-
wodni¢, »e otrzymana numerycznie trajektoria jest rozwi¡zaniem ±cisªym ka-
nonicznych równa« ruchu z nieznacznie ró»ni¡c¡ si¦ od prawdziwej funkcj¡
Hamiltona. W efekcie, prawdziwa funkcja Hamiltona (cz¦sto jest to ener-
gia caªkowita) wyliczana wzdªu» caªkowanej numerycznie trajektorii nie wy-
kazuje bª¦du systematycznie rosn¡cego, a jedynie oscylacje wokóª warto±ci
±redniej, których amplituda zale»y od kroku h. Wªasno±¢ t¦ maj¡ niektóre
metody RK (tzw. metody Gaussa-Legendre'a), metody ª¡cz¡ce szereg Tay-
lora z funkcj¡ tworz¡c¡ transformacji kanonicznej, oraz tak zwane metody
podziaªu.

Metody podziaªu (ang. splitting methods) wymagaj¡, aby dla

ẏ = f(y, t) = fA(y, t) + fB(y, t),
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znane byªo dokªadne rozwi¡zanie analityczne dwóch osobnych zagadnie«
ẏA = fA(yA, t), oraz ẏB = fB(yB, t). Wªa±ciwe rozwi¡zanie otrzymujemy
pod¡»aj¡c na przemian wzdªu» yA(t) oraz wzdªu» yB(t) przez odpowied-
nio dobrane uªamki kroku h. Zauwa»my, »e je±li rozwi¡zujemy w ten sposób
równania kanoniczne

ẏ = {y,H} = f ,

gdzie H = HA + HB, i przyjmiemy fA = {y,HA} oraz fB = {y,HB}, to
otrzymamy integrator symplektyczny, gdy» skªada¢ b¦dziemy dwie transfor-
macje kanoniczne.

Warto wiedzie¢, »e je±li ||fB||/||fA|| = ε ≪ 1, to bª¡d obci¦cia metody
rz¦du k b¦dzie zawieraª czynnik εhk+1, a wi¦c mo»na przyj¡¢ wi¦kszy krok
caªkowania h ni» w metodzie tradycyjnej.

Przykªad: Hamiltonian wahadªa mo»na przedstawi¢ jako sum¦
energii kinetycznej HA = 1

2X
2 i potencjalnej HB = − cosx.

Energia kinetyczna generuje ruch z rozwi¡zaniem

x(t) = x0 +X0 (t− t0), X(t) = X0, (4.10)

natomiast energia potencjalna prowadzi do

x(t) = x0, X(t) = X0 − (t− t0) sinx0. (4.11)

Popularny integrator Stoermera-Verleta (znany jako leapfrog) skªada
te rozwi¡zania wedªug schematu: póª kroku (4.10), caªy krok
(4.11) i kolejne póª kroku (4.10). Powstaje schemat

x∗ = x0 +
h

2
X0,

X1 = X0 − h sinx∗, (4.12)

x1 = x∗ +
h

2
X1.

Jest to metoda drugiego rz¦du.
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Dodatek A

Zagadnienie Hilla

A.1 Wst¦p

Zagadnieniem Hilla nazywamy uproszczony wariant koªowego ograniczonego
zagadnienia trzech ciaª rozpatrywanego w rozdziale 2.2. Przyjmijmy jako
punkt wyj±cia hamiltonian (2.4), w którym wprowadzimy parametr mas µ
zde�niowany wzorem (2.10), oraz skorzystamy z III prawa Keplera dla mas
m1 i m2 podstawiaj¡c

k2(m1 +m2) = Ω2∆3. (A.1)

Mamy wtedy

H =
1
2

(
X2o + Y

2
o + Z

2
o

)
+Ω(yoXo − xo Yo)

−Ω2∆3
[
1− µ
r1
− µ
r2

]
, (A.2)

gdzie

r1 =
√
(xo − x1)2 + y2o + z2o , r2 = ∆

√
(xo − x2)2 + y2o + z2o , (A.3)

x1 = −∆µ, x2 = ∆(1− µ), (A.4)

za±

µ =
m2

m1 +m2
, 1− µ = m1

m1 +m2
, 0 < µ ¬ 1

2
. (A.5)

Indeks o pozwoli odró»ni¢ oryginalne zmienne od tych, które wkrótce wpro-
wadzimy.

George William Hill poszukiwaª dobrego przybli»enia dla ruchu Ksi¦»yca,
wi¦c wprowadziª do zagadnienia ograniczonego koªowego dwa postulaty:
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H1: Stosunek mas µ jest maªy, czyli µ≪ 1.

H2: Badane ciaªo porusza si¦ dostatecznie blisko masy m2, czyli r2 ≪ ∆.

Trzecim postulatem byª ruch w pªaszczy¹nie z = 0, a wi¦c zagadnienie pªa-
skie, ale mo»emy go pomin¡¢ i rozpatrywa¢ zagadnienie ogólniejsze.

A.2 Koªowe ograniczone zagadnienie trzech ciaª w

ukªadzie zwi¡zanym z mas¡ m2

Zanim skorzystamy z zaªo»e« Hilla, przeniesiemy ±rodek ukªadu wspóªrz¦d-
nych z barycentrum mas m1 i m2 do samej masy m2, przy czym pozostawa¢
b¦dziemy w obracaj¡cym si¦ ukªadzie wspóªrz¦dnych. Przeniesienie ±rodka
dla wspóªrz¦dnych jest proste i realizujemy je odejmuj¡c od wspóªrz¦dnej xo
wspóªrzedn¡ x2 masy m2 czyli ∆(1−µ), a pozostaªe wspóªrz¦dne pozostaj¡
bez zmian, co daje

r = (x, y, z)T = (xo −∆(1− µ), yo, zo)T = ro −∆(1− µ, 0, 0)T. (A.6)

Nie zapominajmy jednak, »e p¦d te» musi by¢ odniesiony do masy m2. Mu-
simy wi¦c od p¦du Ro odj¡¢ p¦d masy m2. Ten ostatni znajdujemy spraw-
dzaj¡c jaki p¦d musi mie¢ punkt o wspóªrz¦dnych ro = (x2, 0, 0)T, aby jego
pr¦dko±¢ wynosiªa ṙ0 = 0, bo masa m2 spoczywa w obracaj¡cym si¦ ukªa-
dzie. Poniewa»

ẋo =
∂H
∂Xo
= Xo +Ωyo, ẏo =

∂H
∂Yo
= Yo − Ωxo, żo =

∂H
∂Zo
= Zo, (A.7)

wystarczy podstawi¢ ẋo = ẏo = żo = 0, oraz xo = x2, yo = zo = 0, by stwier-
dzi¢, »e masa m2 ma p¦d (0,Ωx2, 0)T, wi¦c nowe p¦dy b¦d¡ zde�niowane
przez

R = (X,Y, Z)T = (Xo, Yo − Ωx2, Zo)T = Ro − Ω∆(0, 1− µ, 0)T. (A.8)

Transformacja
(ro,Ro)↔ (r,R),

jest przeksztaªceniem kanonicznym, gdy» staªe przesuni¦cia znikaj¡ przy ró»-
niczkowaniu i macierz Jacobiego tej transformacji jest jednostkowa (a wi¦c
symplektyczna). Poniewa» transformacja jest niezale»na od czasu, nowy ha-
miltonian otrzymamy przez proste podstawienie przeksztaªcenia doH. Przyj-
muj¡c Y0 = Y +Ω∆(1− µ), xo = x+∆(1− µ), r2 = r,

r21 = (x+ x2 − x1)2 + y2 + z2 = (x+∆)2 + y2 + z2 = ∆2 + 2∆x+ r2,
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oraz yo = y, zo = z, Xo = X i Zo = Z, znajdujemy funkcj¦ Hamiltona
dla koªowego ograniczonego zagadnienia trzech ciaª w ukªadzie zwi¡zanym z
mas¡ m2:

H′ = X2

2
+
(Y +Ω∆(1− µ))2

2
+
Z2

2
+Ωy X − Ω(x+∆(1− µ)) (Y +Ω∆(1− µ))

−Ω2∆3
[

1− µ√
∆2 + 2∆x+ r2

+
µ

r

]
. (A.9)

Po wykonaniu iloczynów mamy

H′ = X2 + Y 2 + Z2

2
− Ω(xY − y X)

−Ω2∆3
[

1− µ√
∆2 + 2∆x+ r2

+
µ

r

]
−Ω2∆(1− µ)x− (Ω∆(1− µ))

2

2
. (A.10)

W ostatnim wierszu znalazª si¦ na ko«cu wyraz staªy, który nie zale»y od
zmiennych; mo»na go odrzuci¢, gdy» cho¢ zmienia warto±¢ funkcji Hamiltona,
to znika przy ró»niczkowaniu, a wi¦c nie wpªywa na równania ruchu.

A.3 Równania zagadnienia Hilla

Aby wprowadzi¢ do zagadnienia postulaty Hilla musimy odpowiedzie¢ na
zasadnicze pytanie: je±li µ jest maªym parametrem, jak¡ odlegªo±¢ od m2
uznamy za maª¡ ? Przyjmijmy, »e jest to odlegªo±¢ r rz¦du ν∆, wprowadzaj¡c
maªy parametr powi¡zany z µ zwi¡zkiem

µ = νβ, ν = µ
1
β . (A.11)

Nie wiemy jeszcze jak¡ warto±¢ ma wykªadnik β i znajdziemy j¡ w trakcie
dalszych przeksztaªce« (cho¢ podpowied¹ mo»na by ju» teraz zaczerpn¡¢ z
poªo»enia punktu Lagrange'a L1 w koªowym zagadnieniu ograniczonym we-
dªug wzoru (2.23)). Wa»ne tylko, »eby β > 0, je±li ν ma by¢ wielko±ci¡ maª¡.
W ten sposób postulaty Hilla przybieraj¡ form¦: µ jest maªym parametrem
(H1), a stosunek r/∆ nie przekracza rz¦du wielko±ci ν = µ1/β (H2).

Wprowadzimy teraz zmienne bezwymiarowe podobnie jak w rozdziale 2.2.3.
Ale tym razem now¡ jednostk¡ odlegªo±ci b¦dzie ν∆ ( wi¦c w nowych jednost-
kach ∆ = ν−1), a now¡ jednostk¦ czasu dobierzemy tak, aby k2(m1+m2) =
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ν−3, co w ±wietle III prawa Keplera daje

Ω =

√
k2(m1 +m2)
∆3

= 1.

U»ywaj¡c nowych jednostek mo»emy przepisa¢ funkcj¦ Hamiltona (A.10)
w postaci powstaj¡cej z podstawienia ∆ = 1/ν i Ω = 1, czyli

H′ = X2 + Y 2 + Z2

2
− xY + y X − 1− µ

ν2
√
1 + 2νx+ ν2r2

− µ
ν3r

−(1− µ)x
ν

− (1− µ)
2

2ν2
. (A.12)

Ostatni wyraz w pierwszym wierszu sugeruje przyj¦cie

µ = ν3, czyli β =
1
3
. (A.13)

Ma to sens, gdy» wtedy ten wyraz, opisuj¡cy przyci¡ganie przez mas¦ cen-
traln¡ m2, nie b¦dzie znikaª ani nie b¦dzie osobliwy w granicy ν → 0. Mamy
wtedy

H′ = X
2 + Y 2 + Z2

2
− xY + y X − 1

r
−A, (A.14)

gdzie

A =
(1− ν3)

ν2
√
1 + 2νx+ ν2r2

+
(1− ν3)
ν
x+

(
1− ν3

)2
2ν2

. (A.15)

Próbuj¡c rozwin¡¢ A w szereg Maclaurina wzgl¦dem ν natra�my na osobli-
wo±¢, ale mo»emy wyci¡gn¡¢ przed nawias czynnik ν−2 i rozwin¡¢

ν2A =
(1− ν3)√
1 + 2νx+ ν2r2

+ (1− ν3)νx+
(
1− ν3

)2
2

=
1√

1 + 2νx+ ν2r2
+ νx+

1
2
+O(ν3)

=
3
2
+
3x2 − r2

2
ν2 +O(ν3). (A.16)

Po podzieleniu obu stron (A.16) przez ν2, podstawieniu otrzymanego A do
H′, odrzuceniu wyrazu staªego 32ν

−2 (który jest osobliwy dla zerowego ν, ale
nie wpªywa na równania ruchu) i zaniedbaniu reszty rz¦du O(ν), otrzymu-
jemy hamiltonian zagadnienia Hilla

K = X
2 + Y 2 + Z2

2
− xY + y X − 1

r
− 2x

2 − y2 − z2

2
. (A.17)
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Zauwa»my, »e o ile koªowe ograniczone zagadnienie trzech ciaª zale»aªo od
jednego parametru µ, to zagadnienie Hilla nie zale»y od »adnego parametru,
co znacznie upraszcza jego analiz¦.

Z funkcji Hamiltona K wyprowadzamy równania ruchu dla zmiennych
bezwymiarowych

ẋ =
∂K
∂X
= X + y, Ẋ = −∂K

∂x
= Y + 2x− x

r3
,

ẏ =
∂K
∂Y
= Y − x, Ẏ = −∂K

∂y
= −X − y − y

r3
, (A.18)

ż =
∂K
∂Z
= Z, Ż = −∂K

∂z
= − z − z

r3
.

Aby przywróci¢ im jednostki konwencjonalne (astronomiczne lub SI), powin-
ni±my w ich rozwi¡zaniu ka»d¡ wspóªrz¦dn¡ pomno»y¢ przez ∆ 3

√
µ, a ka»dy

p¦d przez Ω∆ 3
√
µ. Ta reguªa dotyczy rozwi¡zania, a nie samych równa« ru-

chu, gdzie ró»ne pot¦gi Ω zostaªy podstawione jako równe 1.

A.3.1 Analiza jako±ciowa zagadnienia

Caªka Jacobiego

Poniewa» hamiltonian (A.17) nie zale»y jawnie od czasu, jest on caªk¡ pierw-
sz¡ ukªadu (A.18). Przez analogi¦ z koªowym zagadnieniem ograniczonym
nazwiemy caªk¡ Jacobiego zarówno posta¢ z p¦dami

X2 + Y 2 + Z2

2
− xY + y X − 1

r
− 2x

2 − y2 − z2

2
= − c
2
, (A.19)

jak i posta¢ z pr¦dko±ciami

v2 − 3x2 + z2 − 2
r
+ c = 0, (A.20)

gdzie v2 = ẋ2 + ẏ2 + ż2. Warto zauwa»y¢, »e w porównaniu z (2.6) brak
wyrazu y2, natomiast pojawiª si¦ kwadrat wspóªrz¦dnej z. Jest to wynik
poª¡czenia siª bezwªadno±ci (od±rodkowej i Coriolisa) z przyci¡ganiem przez
mas¦ m1.

Staª¡ Jacobiego zagadnienia Hilla oznaczyli±my osobnym symbolem c,
aby umo»liwi¢ porównanie ze staª¡ Jacobiego z koªowego zagadnienia ogra-
niczonego C. Je±li przyrównamy hamiltonian (A.12) do staªej H′ = −C/2, i
prze±ledzimy dalsze przeksztaªcenia, to stwierdzimy, »e

C =
3

µ
2
3

+ c+O(µ
1
3 ). (A.21)
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Jak wida¢, warto±ci c = O(1) b¦d¡ w istocie odpowiada¢ du»ym warto±ciom
staªej Jacobiego C, co wymuszaªo ruch wewn¡trz powierzchni S2 otaczaj¡cej
mas¦ m2 z punktu widzenia koªowego ograniczonego zagadnienia trzech ciaª
(rozdziaª 2.2.4).

Caªka Jacobiego (A.19) jest jedyn¡ caªk¡ ruchu zagadnienia Hilla, wi¦c
zagadnienie to, mimo pozornej prostoty, nale»y do niecaªkowalnych.

Powierzchnie zerowej pr¦dko±ci

Analogicznie do rozdziaªu 2.2.4, zbadamy ograniczenia obszaru ruchu wyni-
kaj¡ce z faktu, ze v2  0. Powierzchnie zerowej pr¦dko±ci dane s¡ rówaniem

3x2 − z2 + 2
r
= c. (A.22)

Zaczynaj¡c analiz¦ od c≫ 1, mamy dwie mo»liwo±ci:

1. ciaªo jest blisko masy m2 i porusza si¦ wewn¡trz powierzchni S, która
jest w przybli»eniu sfer¡ o maªym promieniu r ≈ 2c−1,

2. ciaªo jest daleko od masy m2 i porusza si¦ na zewn¡trz powierzchni
zbli»onej do walca hiperbolicznego W o równaniu 3x2 − z2 ≈ c, który
posiada o± symetrii Oy, pªaszczyzn¦ symetrii z = 0 i niesko«czon¡
rodzin¦ pªaszczyzn symetrii y = const. Te ostatnie w przekroju daj¡
hiperbole.

Drugi wariant jest czysto formalny, gdy» oddalaj¡c si¦ na odlegªo±ci r ≫ 1
naruszamy zaªo»enia modelu, ale b¦dzie pomocny w ±ledzeniu deformacji
powstaj¡cych gdy c maleje.

W miar¦ zmniejszania c, powierzchnia wewn¦trzna S ro±nie i wydªu»a si¦
wzdªu» osi x. W pierwszym przybli»eniu mo»na j¡ uzna¢ za elipsoid¦ obro-
tow¡.

cdn. (28.02.2021)

Punkty Lagrange'a
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Dodatek B

Szereg Fouriera w postaci

zespolonej

W rozdziale 3.1.1 nieco dziwnie mo»e wygl¡da¢ pojawianie si¦ czynnika 12
przy wyrazie staªym i jego brak dla pozostaªych wspóªczynników. Nie jest
tak»e oczywiste, czemu caªki we wzorach (3.2) dzielone s¡ przez poªow¦
okresu. �ródªem tej konwencji jest posta¢ zespolona szeregu Fouriera, która
ujawnia, »e w gruncie rzeczy mamy do czynienia z szeregiem pot¦gowym.

Dla 2π-okresowej funkcji zespolonej F (x) zmiennej rzeczywistej x, suma
zespolonego szereg Fouriera ma posta¢

F (x) =
∞∑
k=−∞

ak exp (ikx) =
∞∑
k=−∞

ak [exp (ix)]
k =

∞∑
k=−∞

akζ
k, (B.1)

a wi¦c jest sum¡ szeregu pot¦gowego (Laurenta) zmiennej ζ = exp (ix).
Wspóªczynniki tego szeregu s¡ liczbami zespolonymi zde�niowanymi przez

ak =
1
2π

π∫
−π

F (x) exp (−ikx) dx = 1
2π

π∫
−π

F (x) ζ
k
dx. (B.2)

Je»eli F (x) jest funkcj¡ rzeczywist¡, to wspóªczynniki ak maj¡ specy-
�czn¡ posta¢. Wedªug wzoru Eulera

exp (±ikx) = cos kx± i sin kx, (B.3)

wi¦c

ak =
1
2π

π∫
−π

[F (x) cos kx− iF (x) sin kx] dx = Ak + iBk, (B.4)
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gdzie

Ak =
1
2π

π∫
−π

F (x) cos kx dx, Bk = −
1
2π

π∫
−π

F (x) sin kx dx. (B.5)

Z parzysto±ci funkcji trygonometrycznych wynika, »e

A−k = Ak, B−k = −Bk, ⇒ a−k = āk, (B.6)

z prostym wnioskiem, »e B0 = 0, wi¦c a0 = A0 jest liczb¡ rzeczywist¡.
Je±li teraz rozbijemy sum¦ (B.1) na trzy cz¦±ci, to mo»emy napisa¢

F (x) = a0 +
∞∑
k=1

ak exp (ikx) +
−1∑
k=−∞

ak exp (ikx)

= a0 +
∞∑
k=1

[ak exp (ikx) + a−k exp (−ikx)]

= A0 +
∞∑
k=1

[(Ak + iBk)(cos kx+ i sin kx)

+(Ak − iBk)(cos kx− i sin kx)] . (B.7)

Po wymno»eniu nawiasów w (B.7) stwierdzamy, »e cz¦±¢ urojona znika i
zostaje

F (x) = A0 +
∞∑
k=1

(2Ak cos kx− 2Bk sin kx) . (B.8)

Porównanie z postaci¡ (3.1), czyli

F (x) = 12c0 +
∞∑
k=1

(ck cos kx+ sk sin kx) ,

prowadzi do wniosku, »e

c0 = 2A0, ck = 2Ak = a−k + ak, sk = −2Bk = a−k − ak, (B.9)

co wyja±nia zarówno pojawienie si¦ czynnika 12 przy wyrazie staªym, jak i
czynnik 1/π = 2/(2π) w caªkach (3.2).
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Dodatek C

Efekt Starka

Jako ilustracj¦ kanonicznego rachunku zaburze« rozpatrzymy ciekawe za-
gadnienie, analizowane jeszcze przez Lagrange'a a spopularyzowane w �zyce
dzi¦ki pracom do±wiadczalnym J. Starka nad widmami atomów w polu elek-
trycznym. Chodzi o zagadnienie dwóch ciaª z zaburzeniem w postaci staªej
siªy. Przyjmiemy ukªad wspóªrz¦dnych, w którym siªa ta jest skierowana
wzdªu» osi Oz. Co ciekawe, zagadnienie to posiada ±cisªe rozwi¡zanie, ale my
zajmiemy si¦ przypadkiem sªabego zaburzenia i u»yjemy metody Poincarégo-
von Zeipela. Mamy wtedy H0 = −µ2/(2L2), oraz

εH1 = −εz = −εr sin I sin (f + ω). (C.1)

Jak wida¢, zagadnienie ma ju» dwie caªki pierwsze:

• zachowana jest energia caªkowita H = H0 + εH1, gdy»

∂H
∂t
= 0,

• zachowany jest rzut momentu p¦du na o± Oz, gdy»

Ḣ =
∂H
∂h
=
∂H
∂Ω
= 0.

Wprowadzamy zmienne ±rednie, dzi¦ki którym hamiltonian upraszcza si¦
do K = K0 + εK1, gdzie

K1 = −
⟨
r′ sin I ′ sin (f ′ + ω′)

⟩
=
3
2
a′e′ sin I ′ sinω′. (C.2)
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Warto±¢ ±redni¡ ⟨z⟩ otrzymali±my stosuj¡c reguª¦ (3.26), czyli

⟨z⟩ = sin I⟨r sin (f + ω)⟩,
⟨r sin (f + ω)⟩ = ⟨r sin f⟩ cosω + ⟨r cos f⟩ sinω,

⟨r sin f⟩ = 0,
⟨r cos f⟩ = a⟨cosE − e⟩ = a⟨cosE⟩ − ae,

⟨cosE⟩M = ⟨cosE − e cos2E⟩E = −
e

2
.

Je±li wyrazimy K1 w zmiennych Delaunaya, to przybiera on posta¢

K1 =
3L′

2µG′

√
(L′2 −G′2)(G′2 −H ′2) sin g′. (C.3)

Poniewa» jedynym k¡tem jest tu g′, to przeksztaªcone zagadnienie jest z do-
kªadno±ci¡ O(ε2) caªkowalne jako ukªad z jednym stopniem swobody (L′ i
H ′ sa w nim staªymi).

cdn. (28.02.2021)
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