
WYK�ADY 16-18
Poªo»enie i stabilno±¢ punktów Lagrange'a

3.3.4 Poªo»enie punktów libracyjnych Lagrange'a
Punkty Lagrange'a to punkty krytyczne czyli poªo»enia równowagi ukªadu rów-
na« ruchu ograniczonego koªowego zagadnienia trzech ciaª.

U»ywaj¡c � jednostek bezwymiarowych� mo»emy funkcj¦ Hamiltona (3.5)
wyrazi¢ jako
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√
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Kanoniczne równania ruchu typu (1.120) maj¡ posta¢
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Punkty krytyczne równa« ruchu to takie warto±ci zmiennych, dla których
wszystkie prawe strony równa« staj¡ si¦ równe zero (czyli punkty, w których
zamiera ruch ukªadu). Poszukajmy takich punktów dla ukªadu (3.18).

Warunki A. Trzecie i szóste z równa« (3.18) posiadaj¡ punkty krytyczne gdy
z = Z = 0. Oznacza to, »e wszystkie punkty Lagrange'a musz¡ le»e¢ w pªasz-
czy¹nie orbity mas m1 i m2, gdy» taka jest de�nicja pªaszczyzny Oxy.

Warunki B. Pierwsze dwa równania ukªadu (3.18) wymagaj¡ przyj¦cia

X = −y, Y = x,

co w tªumaczeniu z j¦zyka p¦dów oznacza warunki zerowych pr¦dko±ci ẋ i ẏ w
ukªadzie rotuj¡cych osi.

Warunki C. Po uwzgl¦dnieniu warunków A i B pozostaj¡ nam jeszcze dwa



nierozpatrywane warunki: Ẋ = 0 i Ẏ = 0 czyli
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Warunek (3.20) mo»e by¢ speªniony w dwóch przypadkach. Pierwszy z nich CK
to y = 0 (punkty kolinearne). Prowadzi on do równania

x− (1− µ)
x + µ

|x + µ|3 − µ
x− 1 + µ

|x− 1 + µ|3 = 0. (3.22)

Aby rozwi¡za¢ równanie (3.22), musimy je rozpatrywa¢ w trzech rozª¡cznych
przedziaªach:

przedziaª I przedziaª II przedziaª III
|x + µ| = x + µ x + µ −(x + µ)

|x− 1 + µ| = −(x− 1 + µ) x− 1 + µ −(x− 1 + µ)

Warunek CK-I. Przedziaª I oznacza poªo»enie pomi¦dzy masami m1 i m2.
Warunek (3.22) przybiera wtedy posta¢

x− 1− µ

(x + µ)2
+

µ

(x− 1 + µ)2
= 0.

Po pomno»eniu obu stron przez (x + µ)2(x − 1 + µ)2 dochodzimy do wniosku,
»e punkt Lagrange'a L1 znajduje si¦ na osi Ox i ma wspóªrz¦dn¡ x b¦d¡ca
pierwiastkiem równania

x (x + µ)2(x− 1 + µ)2 − (1− µ) (x− 1 + µ)2 + µ (x + µ)2 = 0. (3.23)

Dla dostatecznie maªych warto±ci µ ¿ 1
2 , mo»na przedstawi¢ poªo»enie punktu

L1 w postaci szeregu
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Warunek CK-II. Przedziaª II to poªo»enie na prawo od masy m2. Warunek
(3.22) przybiera wtedy posta¢
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Dla dostatecznie maªych warto±ci µ ¿ 1
2 , mo»na przedstawi¢ poªo»enie

punktu L2 w postaci szeregu zbli»onego do (3.24)
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Warunek CK-III. Przedziaª III oznacza poªo»enie na lewo od masy m1 a zatem
b¦dziemy si¦ zajmowa¢ punktem L3. Warunek (3.22) ma w tym przedziale
posta¢

x +
1− µ

(x + µ)2
+

µ

(x− 1 + µ)2
= 0.

Szereg dla xL3 ró»ni si¦ istotnie od poprzednich (3.24) i (3.26), posiadaj¡c o
wiele lepsz¡ zbie»no±¢

xL3 ' −1− 5
12 µ + 1127

20736 µ3 + . . . (3.28)

W ten sposób, wychodz¡c od warunków CK, znale¹li±my trzy kolinearne punkty
Lagrange'a jako trzy rozwi¡zania (3.19) dla y = 0. Istnieje jednak i druga
mo»liwo±¢ speªnienia (3.20) oprócz y = 0:

1− 1− µ

r3
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= 0,

co jest mo»liwe dla
r1 = r2 = 1.

W ten sposób otrzymujemy warunki CT. Upewnijmy si¦ jednak jeszcze, czy
na pewno warunki CT speªniaj¡ce (3.20) czyni¡ zado±¢ równie» i (3.19). Pod-
stawiaj¡c do (3.19) zwi¡zek r1 = r2 = 1 dostajemy

x− 1− µ

1
(x + µ)− µ

1
(x− 1 + µ) =

= x− (x + µ− xµ− µ2)− (µx− µ + µ2) = 0

Warunek r1 = r2 = 1 de�niuje dwa punkty: jeden mo»e by¢ umieszczony w
wierzchoªku trójk¡ta równobocznego m1 m3 m2 o wspóªrz¦dnej y > 0 (punkt
L4) a drugi w wierzchoªku trójk¡ta równobocznego m1 m2 m3 o wspóªrz¦dnej
y < 0 ( punkt L5). Czysto geometryczne rozwa»ania prowadz¡ nas do wniosku,
»e {
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√
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(3.29)

3.3.5 Stabilno±¢ punktów libracyjnych Lagrange'a
Wiadomo±ci ogólne
Wyra»aj¡c si¦ w sposób niezbyt ±cisªy mo»na powiedzie¢, »e punkt krytyczny
ukªadu równa« ruchu nazywamy stabilnym, gdy przyj¡wszy warunki pocz¡t-
kowe nieznacznie odbiegaj¡ce od tego punktu otrzymamy orbit¦, która zawsze
pozostawa¢ b¦dzie w jego maªym otoczeniu. W ukªadach posiadaj¡cych funkcj¦
Hamiltona mamy do czynienia z dwiema typowymi sytuacjami, przedstawio-
nymi na rysunku: albo punkt krytyczny jest stabilny typu eliptycznego albo



niestabilny typu hiperbolicznego. Przedstawiony ni»ej rysunek jest tylko po-
gl¡dowy, gdy» przedstawia zagadnienie z jednym stopniem swobody (dwuwy-
miarowa przestrze« fazowa). Nie uwzgl¦dnia on przypadków zdegenerowanych,
gdy punktu krytyczne nie s¡ izolowane, lecz zapeªniaj¡ g¦sto pewn¡ krzyw¡ lub
powierzchni¦.

Rysunek 3.3: Eliptyczny punkt stabilny (z lewej) i hiperboliczny punkt niesta-
bilny (z prawej).

Rozpatrzmy równania ukªadu o K stopniach swobody, opisanego zmiennymi
ζ = (r, R)T, z funkcj¡ Hamiltona H

ζ̇ = J∇H ≡ F (ζ), (3.30)

gdzie J to standardowa macierz symplektyczna (1.129). Zaªó»my, »e dla zmien-
nych ζ = ζ0, równania (3.30) posiadaj¡ punkt krytyczny F (ζ0) = 0. Interesuje
nas zachowanie maªego przyrostu ζ̂ zde�niowanego jako odchylenie od punktu
krytycznego, a wi¦c ζ = ζ0 + ζ̂. Badanie stabilno±ci liniowej sprowadza si¦
do analizy ruchu w zmiennych ζ̂ opisanej ukªadem równa« zlinearyzowanych w
otoczeniu ζ0. Je±li wi¦c podstawimy ζ0 + ζ̂ w miejsce ζ w równaniach (3.30),
to w wyniku linearyzacji otrzymamy

ζ̇0 +
dζ̂

dt
≈ F (ζ0) + M(ζ0) ζ̂. (3.31)

Macierz M to macierz 2K × 2K pochodnych cz¡stkowych (macierz Jacobiego)
wektora F , a zarazem macierz drugich pochodnych hamiltonianu H, skªadaj¡ca
si¦ z trzech niezale»nych bloków

M =
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]
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gdzie
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za± pozostaªe dwa bloki s¡ macierzami symetrycznymi
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Macierz o strukturze blokowej typu (3.32) (z symetrycznymi M(2) i M(3)) na-
zywamy macierz¡ hamiltonowsk¡.

W równaniu (3.31) pochodna ζ̇0 = 0, gdy» s¡ to warto±ci staªe, natomiast
F (ζ0) = 0 z de�nicji punktu krytycznego. Pozostaje wi¦c nam tak zwany ukªad
równa« wariacyjnych

dζ̂

dt
= M(ζ0) ζ̂, (3.33)

b¦d¡cy ukªadem równa« ró»niczkowych liniowych jednorodnych o staªych wspóª-
czynnikach (pochodne skªadaj¡ce si¦ na macierz M obliczmy w punkcie krytycz-
nym ζ0 wi¦c s¡ staªe). Warto zauwa»y¢, »e jest to ukªad równa« kanonicznych
i posiada on hamiltonian w postaci formy kwadratowej

K = − 1
2 ζT JM(ζ0) ζ. (3.34)

Istotnie,

dζ̂

dt
= J∇K = J∇

(
− 1

2 ζT JM(ζ0) ζ
)

= −J2M(ζ0) ζ = M(ζ0) ζ.

Z teorii równa« ró»niczkowych liniowych wiemy, »e równania typu (3.33)
posiadaj¡ rozwi¡zanie w postaci superpozycji wyrazów typu

ζ̂k = αk exp λk t, (3.35)

gdzie αk oznacza jest jedn¡ ze staªych dowolnych, natomiast λk jest jedn¡ z
warto±ci wªasnych macierzy M(ζ0), to znaczy rozwi¡zaniem równania cha-
rakterystycznego

det (M− λE2K) = 0, (3.36)
czyli

det




M1,1 − λ M1,2 · · · M1,2K

M2,1 M2,2 − λ · · · M2,2K

· · · · · · . . . · · ·
M2K,1 M2K,2 · · · M2K,2K − λ


 = 0.

Jest to równanie stopnia 2K i tyle te» pierwiastków zespolonych

λk = ak + i bk



powinno ono posiada¢ (uwzgl¦dniaj¡c krotno±¢ pierwiastków). Warto±ci wªasne
λk przes¡dzaj¡ o stabilno±ci linowej gdy» rozwi¡zanie (3.35) ukªadu zlinearyzo-
wanego (3.33) przybiera wtedy posta¢ superpozycji wyrazów typu

ζ̂k = αk exp (ak t) [cos bkt + i sin bkt] . (3.37)

Je±li dla którejkolwiek z warto±ci wªasnych cz¦±¢ rzeczywista ak jest dodatnia,
to ζ̂k mo»e rosn¡¢ nieograniczenie i punkt krytyczny uznajemy za niestabilny.
W przeciwnym przypadku mamy punkt liniowo stabilny.

Macierze hamiltonowskie maj¡ wa»n¡ wªa±ciwo±¢: je±li λk jest zespolon¡
warto±ci¡ wªasn¡ takiej macierzy, to s¡ nimi równie»

−λ = −ak − i bk, λ = ak − i bk, oraz − λ = −ak + i bk.

Wystarczy wi¦c stwierdzi¢, »e która± warto±¢ wªasna ukªadu z macierz¡ hamilto-
nowska ma niezerow¡ cz¦±¢ rzeczywist¡ a ju» mo»emy by¢ pewni niestabilno±ci
punktu krytycznego.

Wyniki badania stabilno±ci
Analiza stabilno±ci liniowej punktów Lagrange'a prowadzi do nast¦puj¡cych wy-
ników:

• Trzy punkty kolinearne Lagrange'a L1, L2 i L3 s¡ punktami niestabilnymi.

• Trójk¡tne punkty libracyjne L4 i L5 s¡ liniowo stabilne dla

µ <
1
2

(
1−

√
23
27

)
≈ 0.03852 . . . (3.53)

Stabilno±¢ liniowa nie zawsze jest dostatecznym kryterium. Uwzgl¦dniaj¡c
wyrazy wy»szego rz¦du w równaniach wariacyjnych znajdujemy dwa wyj¡tki od
stabilno±ci linowej w ograniczonym, koªowym zagadnieniu trzech ciaª. Maj¡ one
miejsce dla

µ = 1
2

(
1− 1

45

√
1833

)
≈ 0.0243 . . .

oraz dla
µ = 1

2

(
1− 2

45

√
117

)
≈ 0.0135 . . .

Punktu trójk¡tne s¡ wtedy niestabilne mimo, i» speªniony jest liniowy warunek
(3.53).

�WICZENIA

Zadanie 16.1 Wykre±l krzywe staªej energii wahadªa matematycznego

H =
1
2

X2 − cosx. (23)



Na podstawie wykresu zlokalizuj poªo»enia równowagi i oce« ich stabilno±¢. Na-
st¦pnie wykre±l powierzchni¦ H(x,X): jaki zwi¡zek zachodzi mi¦dzy ksztaªtem
tej powierzchni a stabilno±ci¡ poªo»e« równowagi ?

Zadanie 16.2 Znajd¹ poªo»enia równowagi wahadªa (23) jako punkty krytyczne
równa« ruchu i zbadaj ich stabilno±¢ liniow¡ poprzez analiz¦ równa« wariacyj-
nych. Sprawd¹, czy macierz równa« wariacyjnych jest macierz¡ hamiltonowsk¡.

Zadanie 16.3 Dla obu poªo»e« równowagi wahadªa podaj funkcj¦ Hamiltona
typu (3.34). Sprawd¹, czy prowadzi ona do prawidªowych równa« wariacyjnych.
Sporz¡d¹ wykresy krzywych staªej energii w obu przypadkach i porównaj je z
wynikami Zadania 16.1.

Zadanie 16.4 Znajd¹ numeryczne warto±ci poªo»enia wszystkich punktów La-
grange'a dla µ = 0.5, µ = 0.1 i µ = 0.001 (funkcja numeric::fsolve). Porównaj
wyniki dla punktów kolinearnych z wzorami przybli»onymi (3.24), (3.26) i (3.28).

Zadanie 16.5 Korzystaj¡c z wyników Zadania 16.4, zbadaj stabilno±¢ liniow¡
punktów Lagrange'a dla µ = 0.5, µ = 0.1 i µ = 0.001.

Zadanie 16.6 Zbadaj stabilno±¢ liniow¡ orbit koªowych wzgl¦dnego zagadnie-
nia dwóch ciaª z parametrem grawitacyjnym µ = 1 wyra»onego w zmiennych
Hilla-Whittakera i traktowanego jako ukªad z jednym stopniem swobody (r,R).

Zadanie 16.7 Podaj poªo»enia i p¦dy dla ciaª w punktach Lagrange'a ukªadu
Sªo«ce-Jowisz (zaniedbaj mimo±ród orbity Jowisza). Wyniki powinny zosta¢
wyra»one w jednostkach astronomicznych i dobach. Co wiemy o stabilno±ci
tych punktów ?


