
WYK�AD 7
Zmienne dziaªanie-k¡t. Rozszerzenie kanoniczne transformacji
punktowej. Ruch w obracaj¡cym si¦ ukªadzie wspóªrz¦dnych.

Przykªad 1.7 � Zmienne dziaªanie-k¡t dla oscylatora harmonicznego
(transformacja Poincaré)
Rozpatrzmy Hamiltonian oscylatora harmonicznego

H = 1
2

(
X2 + ω2 x2

)
. (1.149)

Transformacja

x =

√
2L

ω
sin `, X =

√
2Lω cos `. (1.150)

jest kanoniczna i nowy hamiltonian

K = H(x(`, L), X(`, L)) = ωL, (1.151)

nie zale»y od k¡ta ` a tylko od p¦du L. Zmienne, dla których hamiltonian zale»y
jedynie od p¦dów nazywamy zmiennymi typu dziaªanie-k¡t. Znalezienie takich
zmiennych jest równoznaczne z rozwi¡zaniem równa« ruchu.

1.6.2 Rozszerzenie kanoniczne transformacji punktowej
Przyjmijmy za punkt wyj±cia zmienne kanoniczne ζ = col(q,Q) dla ukªadu
z funkcj¡ Hamiltona H. Transformacja punktowa polega na wprowadzeniu no-
wych wspóªrz¦dnych p, zale»nych jedynie od starych wspóªrz¦dnych q i od czasu

p = p(q, t). (1.154)

Rozszerzenie kanoniczne transformacji punktowej (1.154) to znalezienie p¦dów
P sprz¦»onych kanonicznie z nowymi wspóªrz¦dnymi oraz nowego hamiltonianu
K.

Rozszerzenie kanoniczne wykonujemy w oparciu o warunek

−H dt + QTdq = −K dt + P Tdp. (1.155)

Przykªad 1.8 � Ruch w ukªadzie jednostajnie rotuj¡ch osi
Rozpatrzmy cz¦sto spotykan¡ w mechanice systuacj¦, gdy chcemy bada¢ ruch w
jednostajnie obracaj¡cym si¦ ukªadzie wspóªrz¦dnych. Punktem wyj±cia b¦da
poªo»enia i p¦dy (na jednostk¦ masy) w kartezja«skim ukªadzie inercjalnym
Ox0y0z0

ζ = col(r0,R0),

gdzie, jak zwykle,

r0 = (x0, y0, z0)T, R0 = (X0, Y0, Z0)T.



Funkcja Hamiltona w tym ukªadzie ma posta¢

H = 1
2RT

0 R0 + V (r0, t), (1.156)

gdzie V oznacza dowolny potencjaª (na jednostk¦ masy).
Wprowad¹my teraz drugi ukªad wspóªrz¦dnych Oxyz o tym samym ±rodku

O, który obraca si¦ jednostajnie wokóª osi Oz0 = Oz, z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ Ω.
Chcemy, aby nowe zmienne poªo»enia opisywaªy pozycj¦ punktu materialnego
w ukªadzie rotuj¡cym, a wi¦c oznaczaj¡c przez M3(α) macierz obrotu o k¡t α
wokóª osi Oz, zadajemy transformacj¦ w postaci

r = M3(Ωt) r0, (1.157)

czyli 
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y
z


 =




cos (Ω t) sin (Ω t) 0
− sin (Ω t) cos (Ω t) 0

0 0 1







x0

y0

z0


 .

Warunek (1.155) przyjmuje w naszym zagadnieniu posta¢

−H dt + RT
0 dr0 = −K dt + RTdr. (1.158)

Ró»niczkujemy (1.157), otrzymuj¡c

dr = M′
3(Ω t) r0 Ω dt + M3(Ω t) dr0, (1.159)

gdzie M′
3 oznacza pochodn¡ macierzy obrotu wzgl¦dem jej argumentu, to znaczy

M′
3(α) =



− sin α cosα 0
− cos α − sin α 0

0 0 0


 . (1.160)

Podstawiaj¡c (1.159) do warunku (1.158), otrzymujemy

R = M3(Ωt)R0, (1.161)

oraz
K = H+ Ω RT M′

3(Ω t)r0,

a wi¦c
K = H− Ω(xY − yX) .

Zauwa»my, »e wyra»enie w nawiasie to nic innego jak skªadowa z wektora mo-
mentu p¦du.

Ko«cowa posta¢ funkcji Hamiltona w rotuj¡cym ukªadzie wspóªrz¦dnych

K = 1
2RTR− Ω(xY − yX) + V (r, t). (1.162)



�WICZENIA

Zadanie 7.1 Zaproponuj transformacj¦ (x, y, X, Y ) ↔ (`, g, L, G), wprowadza-
j¡c¡ zmienne dziaªanie-k¡t dla dwuwymiarowego oscylatora

H = 1
2

(
X2 + ω2 x2

)
+ 1

2

(
Y 2 + ω2 y2

)
, (16)

tak, aby nowy hamiltonian miaª posta¢

K = ω (L + G). (17)

Sprawd¹ kanoniczno±¢ tej transformacji wyliczaj¡c macierz nawiasów Poissona.

Zadanie 7.2 Dla oscylatora z Zadania 7.1 wykonaj transformacj¦ punktow¡
(`, g, L, G) ↔ (φ, ψ, Φ,Ψ), w wyniku której nowe p¦dy maj¡ posta¢

Φ = L + G, Ψ = L−G.

Wypisz nowy hamiltonian i równania ruchu w tych zmiennych.

Zadanie 7.3 Rozszerzaj¡c kanonicznie transformacj¦ punktow¡ znajd¹ hamil-
tonian z dowolnym potencjaªem V dla zmiennych kartezja«skich, opisuj¡cy ruch
w ukªadzie wspóªrz¦dnych, który obraca si¦ wokóª osi Oz z dowolnie zmienn¡ w
czasie pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ Ω(t)

Zadanie 7.4 Wykorzystuj¡c wyniki zada« 5.2 i 5.3, podaj funkcj¦ Hamiltona
opisuj¡c¡ ruch w zmiennych biegunowych, gdy ukªad obraca si¦ ze staª¡ pr¦d-
ko±ci¡ k¡tow¡ Ω wokóª osi Oz. Sformuªuj warunki, dla których punkt spoczywa
w tym ukªadzie, je±li potencjaª jest tylko funkcj¡ zmiennych (r, λ, ϕ).


