
WYK�AD 5
Ruch w potencjale radialnym. Formalizm kanoniczny �

transformacja Legendre'a.

1.4.2 Ruch cz¡stki w potencjale radialnym
Do opisu ruchu w potencjale posiadaj¡cym symetri¦ sferyczn¡ (potencjale ra-
dialnym) o ogólnej postaci V = V (r) wprowadzamy zmienne biegunowe

q1 = r, q2 = λ, q3 = ϕ.

Równania transformacji maj¡ posta¢

r =




x
y
z


 =




r cosϕ cosλ
r cosϕ sin λ
r sin ϕ


 (1.104)

a ró»niczkuj¡c je wzgl¦dem czasu otrzymamy

ṙ =




ẋ
ẏ
ż


 =




ṙ x
r − λ̇ y − ϕ̇ z cosλ

ṙ y
r + λ̇ x− ϕ̇ z sin λ

ṙ z
r + ϕ̇

√
x2 + y2


 . (1.105)

Funkcja Lagrange'a na jednostk¦ masy ma dla dowolnego potencjaªu posta¢

L(q, q̇) =
1
2

[
ṙ2 + (r cos ϕ)2λ̇2 + r2 ϕ̇2

]
− V (1.107)

i na jej podstawie mo»emy wypisa¢ trzy równania ruchu (1.102).

r̈ − r cos2 ϕ λ̇2 − r ϕ̇2 = −∂V

∂r
. (1.108)

d

dt

(
r2 cos2 ϕ λ̇

)
= −∂V

∂λ
. (1.109)

d

dt

(
r2ϕ̇

)
+ r2 sin ϕ cosϕ λ̇2 = −∂V

∂ϕ
. (1.110)

Je±li potencjaª jest radialny, to ∂V
∂λ = ∂V

∂ϕ = 0 i ostatnie dwa równania uprasz-
czaj¡ si¦ do

d

dt

(
r2 cos2 ϕλ̇

)
= 0, (1.112)

d

dt

(
r2ϕ̇

)
+ r2 sin ϕ cos ϕ λ̇2 = 0. (1.113)

Wnioski:
1. Wszystkie orbity w tym zagadnieniu s¡ krzywymi pªaskimi, gdy» istnieje

rozwi¡zanie trywialne ϕ = 0, ϕ̇ = 0, osi¡galne przez odpowiedni wybór
pªaszczyzny odniesienia (symetria sferyczna zagadnienia !).



2. Ka»de zagadnienie z potencjaªem radialnym posiada caªk¦ pól

r2 λ̇ = G = const. (1.114)

3. Ka»de zagadnienie radialne jest caªkowalne.

4. W ka»dym zagadnieniu radialnym z przyci¡ganiem istniej¡ orbity koªowe.

1.5 Formalizm kanoniczny
Formalizm kanoniczny nazywany jest równie» formalizmem Hamiltona a czasami
formalizmem symplektycznym. Podstawowe poj¦cia tego formalizmu to poªo-
»enia i p¦dy uogólnione oraz funkcja Hamiltona. Ruch ukªadu mechanicznego
zadany jest poprzez równania kanoniczne Hamiltona.

1.5.1 Transformacja Legendre'a i równania Hamiltona
Rozpatrzmy ukªad mechaniczny o M stopniach swobody, opisany poprzez M
wspóªrz¦dnych uogólnionych qi i posiadaj¡cy funkcj¦ Lagrange'a L. Transfor-
macja Legendre'a to odwzorowanie

{q, q̇,L} −→ {q, Q̇,H}

które zestawowi wspóªrz¦dnych i pr¦dko±ci uogólnionych przypisuje poªo»enia i
p¦dy uogólnione a funkcji Lagrange'a L(q, q̇, t) � now¡ funkcj¦ stanu H(q,Q, t),
zwan¡ funkcj¡ Hamiltona lub hamiltonianem.

• P¦dy uogólnione Q

Qi =
∂L
∂q̇i

, i = 1, . . . , M. (1.118)

• Hamiltonian
H(q,Q, t) = Q· q̇ − L, (1.119)

• kanoniczne równania ruchu (równania Hamiltona)

q̇i =
∂H
∂Qi

, Q̇i = −∂H
∂qi

. (1.120)

TWIERDZENIE 1.2 Je»eli hamiltonian H pewnego ukªadu nie
zale»y od czasu jawnie, to jest on caªk¡ ruchu

H(q,Q) = const. (1.122)

Hamiltonian ukªadu jest jego energi¡ caªkowit¡ je±li speªnione s¡ dwa wa-
runki



• Transformacja z wektorów poªo»enia r w inercjalnym ukªadzie odniesienia
do poªo»e« uogólnionych q nie zale»y jawnie od czasu.

• Potencjaª ukªadu V (q) nie zale»y jawnie od czasu.

Je±li speªniony jest pierwszy z wy»ej wymienionych warunków, to mo»na kon-
struowa¢ funkcj¦ Hamiltona na podstawie wzoru

H(q,Q, t) = T (q,Q) + V (q, t). (1.124)

Przykªad 1.6 � Wahadªo matematyczne
Funkcja Hamiltona wahadªa matematycznego

H(ϕ,Φ) = 1
2Φ2 − ω2

0 cosϕ. (1.125)

H = const. jest caªk¡ energii wahadªa. Równania ruchu Hamiltona (1.120)
przyjmuj¡ dla wahadªa matematycznego posta¢

ϕ̇ =
∂H
∂Φ

= Φ, Φ̇ = −∂H
∂ϕ

= −ω2
0 sin ϕ. (1.126)

�WICZENIA

Zadanie 5.1 Znajd¹ funkcj¦ Lagrange'a i równania ruchu wzgl¦dnego zagadnie-
nia dwóch ciaª we wspóªrz¦dnych kartezja«skich x, y, z. Nast¦pnie przeprowad¹
transformacj¦ Legendre'a znajduj¡c p¦dy X, Y, Z, hamiltonian i równania ka-
noniczne ruchu.

Zadanie 5.2 Przeprowad¹ transformacj¦ Legendre'a dla zmiennych bieguno-
wych q (1.104) i funkcji Lagrange'a (1.107). Znajd¹ p¦dy Q = (R, Λ, Φ)T,
funkcj¦ Hamiltona i wypisz kanoniczne równania ruchu.

Zadanie 5.3 Udowodnij, »e p¦d Λ, sprz¦»ony kanonicznie z dªugo±ci¡ λ, to
rzut momentu p¦du na o± Oz.

Zadanie 5.4 Stosuj¡c Hamiltonian z Zadania 5.2 z potencjaªem V = −µ r−1,
znajd¹ zwi¡zek mi¦dzy energi¡ caªkowit¡ E = H a momentem p¦du dla orbit
eliptycznych i dla orbity koªowej. Wskazówka: w perycentrum i apocentrum
R = 0.


