
WYK�AD 4
Elementy nieosobliwe. Zastosowania równa« Gaussa. Formalizm

Lagrange'a

1.3.7 Elementy nieosobliwe
Je»eli e = 0, to nie wolno u»ywa¢ wzorów dla ė, Ṁ i ω̇ gdy» albo wyst¡pi
dzielenie przez zero albo odwoªamy si¦ do nieokre±lonych k¡tów f i E. Natomiast
je±li I = 0 lub I = π, to nie wolno u»ywa¢ równa« dla dI

dt lub Ω̇, gdy» albo
wyst¡pi dzielenie przez zero albo pojawi si¦ nieokre±lony k¡t f + ω. W takich
sytuacjach stosujemy tzw. elementy nieosobliwe, b¦d¡ce funkcjami elementów
keplerowskich. Dla I bliskich 0 s¡ to





q = sin I
2 cosΩ,

p = sin I
2 sinΩ,

$ = ω + Ω,

(1.91)

a dla maªych mimo±rodów




k = e cos $,
h = e sin $,
λ = M + $.

(1.92)

Odpowiednia mody�kacja równa« Gaussa prowadzi wtedy do unikni¦cia osobli-
wo±ci. Na przykªad, dla maªych mimo±rodów u»ywamy

λ̇ = Ṁ + $̇,

oraz
k̇ = ė cos$ − e $̇ sin $,

i analogiczny wzór dla ḣ.

1.3.8 Niektóre zastosowania równa« Gaussa
Przykªad 1.3 � Wpªyw oporu o±rodka na elementy oskulacyjne.
Rozpatrzmy wzgl¦dne zagadnienie dwóch ciaª w którym na badan¡ mas¦ dziaªa
hamuj¡ca siªa P wywoªana oporem nieruchomego o±rodka. Siªa tego rodzaju
skierowana jest stycznie do chwilowej orbity, w kierunku przeciwnym do wektora
pr¦dko±ci. Mo»emy wi¦c zauwa»y¢, »e jej skªadowe w bazie n-s-b maja warto±ci

S = S(r,v) < 0, N = B = 0,

gdzie bez wzgl¦du na posta¢ zale»no±ci tarcia od poªo»enia ciaªa r i jego pr¦d-
ko±ci v, poprzestajemy jedynie na stwierdzeniu, »e S < 0 a wi¦c opór nie zanika



ani (tym bardziej) nie zmienia znaku. Równania Gaussa (1.84�1.88) upraszczaj¡
si¦ do

ȧ =
2 v

n2 a
S < 0,

ė =
2 pS

r v
cosE,

dI

dt
= Ω̇ = 0, (1.93)

ω̇ =
2 S

e v
sin f.

Wnioski:

1. Póªo± wielka orbity systematycznie maleje, gdy» ȧ < 0. W konsekwencji
musi nast¡pi¢ kolizja obu mas zagadnienia dwóch ciaª.

2. Trajektoria w tym zagadnieniu jest krzyw¡ pªask¡ (I = const i Ω = const).

3. Zmiany oskulacyjnego mimo±rodu zale»¡ w sposób istotny od poªo»enia
badanej masy na orbicie: w pobli»u perycentrum (cosE > 0) opór o±rodka
zmniejsza mimo±ród (ė < 0) natomiast w pobli»u apocentrum (cos E < 0)
mimo±ród ro±nie (ė > 0). W typowych sytuacjach �zycznych wpªyw w
pobli»u perycentrum jest silniejszy i mimo±ród systematycznie maleje.

Wniosków co do mimo±rodu nie nale»y ekstrapolowa¢ i mówi¢, »e mimo±ród
d¡»y do zera, poniewa» równania Gaussa dla ė nie wolno stosowa¢ dla maªych
mimo±rodów.

Przykªad 1.4 � Manewry orbitalne (zmiana nachylenia)
Manewr orbitalny to zmiana elementów orbity dokonywana przy pomocy silni-
ków korekcyjnych sztucznego satelity lub sondy kosmicznej. Przybli»enie impul-
sowe natomiast zakªada, »e silniki dziaªaj¡ staª¡ siªa P (zwan¡ ci¡giem) przez
krótki czas ∆t i zmiana w dowolnym elemencie orbity (na przykªad w póªosi
wielkiej a) mo»e by¢ przedstawiona jako

∆a ≈ ȧ∆t. (1.94)

W ka»dym manewrze orbitalnym d¡»y si¦ do uzyskania zamierzonej orbity
przy minimalnym wydatku paliwa, co oznacza, »e staramy si¦ u»y¢ jak naj-
mniejszego impulsu (zwanego równie» pop¦dem)

W = |P |∆t. (1.95)

W ±wietle równania Gaussa (1.86) jedynie skªadowa binormalna powoduje
zmian¦ nachylenia orbity I, a zatem siªa powoduj¡ca manewr powinna by¢ skie-
rowana prostopadle do pªaszczyzny orbity i odpowiada jej impuls

W = B ∆t.



Uzyskany przyrost nachylenia dany b¦dzie wzorem

∆I =
r cos (f + ω)√

µ p
W. (1.96)

Aby uzyska¢ najwi¦kszy przyrost ∆I przy zadanym W , musimy znale¹¢ maksi-
mum funkcji r cos (f + ω) z warunku

d (r cos (f + ω))
df

= 0.

Uwzgl¦dniaj¡c zale»no±¢ r(f) otrzymamy
r

p
e sin f cos (f + ω)− sin (f + ω) = 0. (1.97)

Dla maªych warto±ci mimo±rodu orbity e równanie (1.97) prowadzi do wniosku,
»e manewr zmiany nachylenia nale»y przeprowadzi¢ w okolicach jednego z w¦-
zªów orbity, gdy (f +ω) ≈ 0 lub π. Zauwa»my równie», »e przyrost I jest wprost
proporcjonalny do odlegªo±ci r (�rami¦ siªy�) a zatem szczególnie uprzywilejo-
wana b¦dzie sytuacja, w której linia apsyd i linia w¦zªów pokrywaj¡ si¦, aby
manewr mo»na przeprowadzi¢ zarazem w w¦¹le i w apocentrum.

1.4 Formalizm Lagrange'a
1.4.1 Podstawowe poj¦cia
Formalizm Lagrange'a to opis ukªadów mechanicznych w kategoriach trzech
podstawowych poj¦¢:

1. wspóªrz¦dnych i pr¦dko±ci uogólnionych,

2. funkcji Lagrange'a,

3. równa« ruchu Lagrange'a drugiego rodzaju.

Rozpatrzmy ukªad, który ma N stopni swobody W miejsce dotychczasowych
zmiennych kartezja«skich r w ukªadzie inercjalnym wprowadzimy wspóªrz¦dne
uogólnione q, które mog¡ by¢ dowolnymi funkcjami r (ale nie ṙ !) i dodatkowo
zale»e¢ jawnie od czasu. Ró»niczkuj¡c wspóªrz¦dne uogólnione wzgl¦dem czasu,
uzyskujemy pr¦dko±ci uogólnione q̇ a wi¦c

{
qi = qi(r, t),
q̇i = dqi

dt = ṙ · ∇qi + ∂qi

∂t ,
(1.98)

gdzie i = 1, . . . , N . Funkcja Lagrange'a

L(q, q̇, t) = T (q, q̇, t)− V (q, t), (1.100)



zwan¡ jest tak»e lagran»janem lub potencjaªem kinetycznym. Znaj¡c poten-
cjaª kinetyczny L ukªadu o N stopniach swobody mo»emy otrzyma¢ równania
Lagrange'a drugiego rodzaju

d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, . . . , N. (1.102)

Tworz¡ one ukªad równa« ruchu rz¦du 2N , skªadaj¡cy si¦ z N równa« drugiego
rz¦du.

Zauwa»my, »e równania Lagrange'a (1.102) nie ulegaj¡ zmianie je±li funkcj¦
L podzielimy przez dowolna staª¡ � na przykªad mas¦ badanego ciaªa.

Przykªad 1.5 � Wahadªo matematyczne
Jak wiemy ju» z Przykªadu 1.1, najbardziej dogodn¡ zmienn¡ do opisu ruchu
wahadªa o masie m zawieszonego na pr¦cie od dªugo±ci l jest k¡t q1 = ϕ. Energia
kinetyczna wahadªa przyjmuje posta¢

T =
mv2

2
=

ml2

2
ϕ̇2,

gdzie skorzystali±my z faktu, »e pr¦dko±¢ linowa w niejednostajnym ruchu po
okr¦gu v = l ϕ̇. W jednorodnym polu grawitacyjnym potencjaª siªy F =
(mg, 0)T ma posta¢

V = −mg x = −mgl cos ϕ.

Funkcj¦ Lagrange'a L = T −V ukªadu mo»emy podzieli¢ przez dowoln¡ staª¡ �
niech b¦dzie ni¡ iloczyn ml2. Otrzymujemy

L =
ϕ̇2

2
+ ω2

0 cos ϕ, (1.103)

gdzie ω0 =
√

g/l. �atwo sprawdzi¢, »e równanie ruchu Lagrange'a drugiego
rodzaju otrzymywane z tej funkcji L jest identyczne z (1.9).

�WICZENIA

Zadanie 4.1 Wyprowad¹ równania Gaussa dla elementów nieosobliwych wzgl¦-
dem maªych nachyle«

(
q̇
ṗ

)
=

r B

2
√

µ p
√

1− q2 − p2

(
1− q2, −p q
−p q, 1− p2

) (
cos ϑ
sin ϑ

)
. (10)

oraz
$̇ = Ψ +

r B
√

µ p
√

1− q2 − p2
(q sin ϑ− p cosϑ), (11)

gdzie ϑ = f + $, oraz Ψ = ω̇ + c Ω̇ jest nieosobliwym przy I = 0 skªadnikiem
równania dla ω̇.



Zadanie 4.2 Wyprowad¹ równanie Gaussa dla dªugo±ci ±redniej λ = M + $

λ̇ = n− 2 r R

na2
+

e2

1 +
√

1− e2
$̇ + 2

√
1− e2 sin2 I

2 Ω̇. (12)

Sprawd¹, czy po wstawieniu wzorów na $̇ i Ω̇ jest ono rzeczywi±cie nieosobliwe
dla e = i I = 0.

Zadanie 4.3 Przyjrzyj si¦ równaniom dla zmiennych h, k i uzasadnij ich nie-
osobliwo±¢

k̇ =
√

1− k2 − h2

na

[
R sin ϑ

+T

(
cos ϑ + k +

r

a (1− k2 − h2)
(
(1− k2) cos ϑ− h k sin ϑ

))]

− h r B

2
√

µ p
√

1− q2 − p2
(q sin ϑ− p cos ϑ), (13)

ḣ =
√

1− k2 − h2

na

[
−R cos ϑ

+T

(
sin ϑ + h +

r

a (1− k2 − h2)
(
(1− h2) sin ϑ− h k cosϑ

))]

− k r B

2
√

µ p
√

1− q2 − p2
(q sin ϑ− p cos ϑ). (14)

Czy dla e = 0 lub I = 0 pojawia si¦ dzielenie przez zero ? Czy u»ywa si¦ ¹le
okre±lonych k¡tów ? Czy istnieje mo»liwo±¢ otrzymania ujemnego mimo±rodu
jako rozwi¡zania tych równa« ? Czy ta ostatnia mo»liwo±¢ istnieje w przypadku
osobliwego równania (1.85).

Zadanie 4.4 Zaªó»my, »e w zagadnieniu pªaskim (I = 0) zaburzenie posiada
jedynie radialn¡ skªadow¡ R 6= 0. Czy mo»liwy jest w tym zagadnieniu ruch po
orbicie ze staªym mimo±rodem e = 0 ? Porównaj odpowied¹ z punktu widzenia
równa« (1.85) oraz (13) i (14).

Zadanie 4.5 W zagadnieniu z Zadania 4.4 ruch po orbicie ze staªym mimo±ro-
dem jest mo»liwy tylko wtedy, gdy ciaªo znajduje si¦ caªy czas w perycentrum
lub apocentrum. Zwery�kuj ten fakt badaj¡c warunek

ė =
d
√

k2 + h2

dt
= 0,

w poª¡czeniu z równaniami (13) i (14). Wyja±nij pozorny paradoks, »e dla
maªych R okres obiegu jest nadal bliski 2π/n, chocia» ciaªo nie opuszcza linii
apsyd.


