
WYK�AD 3
Równania Gaussa dla e, I, Ω, ω, M .

1.3.3 Od caªki pól do ė, Ω̇, dI
dt

W odró»nieniu od skalarnej caªki siª »ywych, wektorowa caªka pól mo»e nam
posªu»y¢ do otrzymania a» trzech kolejnych równa« Gaussa.

Ġ =
d

dt
(r × v) = r × P . (1.53)

W bazie r-t-b
Ġ = r T b̂− r B t̂. (1.54)

Poza tym

Ġ =
d

dt

(
G b̂

)
= Ġ b̂ + G

d b̂

dt
. (1.55)

Przyrównuj¡c stronami (1.54) i (1.55) otrzymujemy wektorowe równanie

Ġ b̂ + G
d b̂

dt
− r T b̂ + r B t̂ = 0. (1.56)

Równania dla Ġ i ė
In�nitezymalny obrót wersora b̂ podlega elementarnej to»samo±ci

b̂ · db̂

dt
= 0. (1.57)

Dzi¦ki tej wªa±ciwo±ci mo»emy pomno»y¢ skalarnie obie strony (1.56) przez wer-
sor b̂ i otrzymujemy

Ġ = r T. (1.58)
Poniewa» G =

√
µ p =

√
µa (1− e2), a znamy ju» równania dla ȧ, mo»emy

wyznaczy¢
ė =

1
a e

(
p

2 a
ȧ−

√
p

µ
Ġ

)
.

(ko«cowy wynik w rozdz. 1.3.6)

Równania dla dI
dt i Ω̇.

Po uwzgl¦dnieniu równo±ci (1.58) pozostaje nam uproszczona posta¢ wzoru
(1.56)

G
d b̂

dt
= − r B t̂. (1.61)

Musimy teraz powi¡za¢ in�nitezymalny obrót db̂ wzgl¦dem staªych osi Oxyz ze
zmianami nachylenia dI oraz dªugo±ci w¦zªa wst¦puj¡cego dΩ wzgl¦dem ukªadu



Oxyz o staªych osiach.

Wa»ne twierdzenie o obrocie in�nitezymalnym

Niech k¡ty φ, ϑ, ψ de�niuj¡ obrót z bazy (î, ĵ, k̂) poprzez (î
′
, ĵ
′
, k̂
′
) do (î

′′
, ĵ
′′
, k̂
′′
)

tak, aby
î
′
= X3(φ) î, ĵ

′
= X3(φ) ĵ, k̂

′
= X3(φ) k̂, (1.62)

oraz

î
′′

= X3(ψ)X1(ϑ) î
′
, ĵ

′′
= X3(ψ)X1(ϑ) ĵ

′
, k̂

′′
= X3(ψ)X1(ϑ) k̂

′
, (1.63)

gdzie Xi(α) s¡ macierzami obrotu o k¡t α wzgl¦dem i-tej osi ukªadu.

TWIERDZENIE 1.1 Niech wektor w = w ŵ b¦dzie sztywno zwi¡-
zany z baz¡ (î

′′
, ĵ
′′
, k̂
′′
) (mo»e to by¢ na przykªad jeden z jej werso-

rów). Wpªyw in�nitezymalnych przyrostów dφ, dϑ, dψ na skªadowe
w wzgl¦dem bazy (î, ĵ, k̂) dany jest wzorem

dŵ = (k̂ dφ + î
′
dϑ + k̂

′′
dψ)× ŵ. (1.64)

Dowód tego twierdzenia znale¹¢ mo»na w podr¦cznikach mechaniki
klasycznej ( np. W. Rubinowicz i W. Królikowski Mechanika teore-
tyczna, PWN, 1980, Rozdz. IV, �2.).

Jak wiemy z Wst¦pu do mechaniki nieba, transformacj¦ z bazy (î, ĵ, k̂)
ukªadu Oxyz do bazy r-t-b (î

′′
, ĵ
′′
, k̂
′′
) = (r̂, t̂, b̂) uzyskujemy przyjmuj¡c k¡ty

Eulera równe
φ = Ω, ϑ = I, ψ = f + ω.

Mo»emy wi¦c powi¡za¢ zmian¦ wersora db̂ ze zmianami k¡tów Eulera przywo-
ªuj¡c wzór (1.64)

db̂ = (k̂ dΩ + î
′
dI + b̂ dψ)× b̂ = (k̂ × b̂) dΩ + (î

′ × b̂) dI. (1.65)

Podstawiaj¡c ten zwi¡zek do (1.61) otrzymujemy równanie wektorowe

(k̂ × b̂) Ω̇ + (î
′ × b̂)

dI

dt
= −r B

G
t̂. (1.66)

Mno»¡c (1.66) przez k̂ lub î
′ mo»na otrzyma¢ dwa równania skalarne

k̂· (î′ × b̂)
dI

dt
= −r B

G
k̂· t̂, (1.67)

î
′ · (k̂ × b̂) Ω̇ = −r B

G
î
′ · t̂, (1.68)



a z nich
dI

dt
=

r cos (f + ω)
G

B, (1.69)

Ω̇ =
r sin (f + ω)

Gs
B, (1.70)

gdzie s = sin I oznacza sinus nachylenia.

1.3.4 Od wektora Laplace'a do ω̇

Ró»niczkuj¡c de�nicj¦ caªki Laplace'a e dostaniemy

ė =
d

dt

[
1
µ

v ×G− r̂

]
=

1
µ

v̇ ×G +
1
µ

v × Ġ− dr̂

dt
,

a zatem

µ ė = P ×G + v × Ġ = P × (r × v) + v × (r × P ). (1.71)

Poprzez elementarne operacje wektorowe mo»na równanie (1.71) sprowadzi¢ do
postaci

µ ė = 2 GT r̂ − (GR + r ṙ T ) t̂− r ṙ B b̂, (1.72)

w bazie r-t-b.
Musimy teraz zaj¡¢ si¦ lew¡ stron¡ (1.72) aby powi¡za¢ ė ze zmianami ele-

mentów oskulacyjnych. Zde�niujmy pomocnicz¡ �baz¦ perycentryczn¡� ( ê, b̂×
ê, b̂ ) zwi¡zan¡ z kierunkiem do perycentrum orbity. Transformacja z (î, ĵ, k̂)
do bazy perycentrycznej oparta jest o k¡ty Eulera 3-1-3

φ = Ω, ϑ = I, ψ = ω.

Korzystaj¡c z Twierdzenia 1.1 mo»emy przedstawi¢ ė w postaci

ė = ė ê + e
dê

dt
= ė ê + e

(
Ω̇ k̂ +

dI

dt
î
′
+ ω̇ b̂

)
× ê (1.73)

Przyrównuj¡c stronami (1.72) i (1.73) dochodzimy do wektorowego równania

µ ė ê + µ e

(
Ω̇ k̂ × ê +

dI

dt
î
′ × ê + ω̇ b̂× ê

)
= 2 GT r̂ − (GR + r ṙ T ) t̂

−r ṙ B b̂. (1.74)

Aby wydoby¢ z ukªadu (1.74) interesuj¡cy nas skªadnik ω̇ pomnó»my obie strony
skalarnie przez wektor (b̂× ê). Jest to wektor ortogonalny do ê oraz do b̂ dzi¦ki
czemu dwa wyrazy (1.74) znikaj¡ od razu i mamy

Ω̇ (k̂ × ê)· (b̂× ê) +
dI

dt
(î
′ × ê)· (b̂× ê) + ω̇ (b̂× ê)· (b̂× ê) =

=
2 GT

µe
r̂ · (b̂× ê)− GR + r ṙ T

µ e
t̂· (b̂× ê). (1.75)



Pozostaje ju» tylko wykonanie odpowiednich iloczynów wersorów, co prowa-
dzi do ko«cowej postaci

ω̇ =
1
e

√
µ

p

[
−R cos f + T

(
1 + r

p

)
sin f

]
− c Ω̇, (1.76)

w bazie r-t-b, lub

ω̇ =
1
v e

[
2 S sin f −N

(
e + e+cos f

1+e cos f

) ]
− c Ω̇, (1.77)

w bazie n-s-b. W obu wzorach c = cos I.

1.3.5 Równania dla zmian anomalii

Punktem wyj±cia b¦dzie Twierdzenie 1.1, które zastosujemy nie do caªki ru-
chu a do wektora r = r r̂ w bazie r-t-b. K¡ty Eulera s¡ tu identyczne jak w
problemie Ġ tzn. φ = Ω, ϑ = I, ψ = f + ω. Zauwa»my, »e bez wzgl¦du na
obecno±¢ zaburzenia ṙ = v, a wi¦c prawa strona równa« b¦dzie prostsza ni» w
poprzednich przypadkach. Istotnie,

d(r r̂)
dt

= v

prowadzi do

ṙ r̂ + r

(
Ω̇ k̂ +

dI

dt
î
′
+ (ω̇ + ḟ) b̂

)
× r̂ = ṙ r̂ +

G

r
t̂.

Je±li pomno»ymy skalarnie obie strony przez wersor t̂, to otrzymamy

ḟ =
G

r2
− ω̇ − c Ω̇. (1.79)

Aby znale¹¢ zwi¡zek mi¦dzy Ė a ḟ w przypadku zaburzonym, zró»niczkujmy
funkcj¦

r

a
= 1− e cosE =

1− e2

1 + e cos f
.

Uwzgl¦dniaj¡c mo»liwo±¢ zmian mimo±rodu dostaniemy

− cosE ė + e sin E Ė = −r

p

[
2 e +

r

a
cos f

]
ė +

e r2 sin f

a p
ḟ . (1.80)

Po niezbyt wyra�nowanych przeksztaªceniach uwzgl¦dniaj¡cych

r = a (1− e cos E), r sin f = a
√

1− e2 sin E, r cos f = a (cos E − e),

równanie (1.80) przyjmuje posta¢

Ė =
r

a
√

1− e2
ḟ − sin E

1− e2
ė. (1.81)



Zwi¡zek mi¦dzy Ė i Ṁ mo»emy ªatwo uzyska¢ ró»niczkuj¡c równanie Keplera

M = E − e sin E.

Uwzgl¦dniaj¡c zmienno±¢ mimo±rodu otrzymujemy

Ṁ =
r

a
Ė − ė sin E,

a po uwzgl¦dnieniu (1.81)

Ṁ =
r2

a2
√

1− e2
ḟ −

(
1 +

r

p

)
sin E ė.

Wystarczy ju» tylko podstawi¢ pochodn¡ ḟ dan¡ wzorem (1.79) i wykona¢ szereg
elementarnych przeksztaªce« z wykorzystaniem wzorów zagadnienia dwóch ciaª
aby przekona¢ si¦, »e

Ṁ = n− r2

a2
√

1− e2
( ω̇ + c Ω̇)−

(
1 +

r

p

)
sin E ė

= n− 2 r

n a2
R −

√
1− e2 ( ω̇ + c Ω̇). (1.82)

Co prawda u»yli±my zgodnego z III prawem Keplera podstawienia

n =
√

µ

a3
, (1.83)

ale musimy pami¦ta¢, »e w ruchu zaburzonym jest to ju» tylko zwi¡zek de�niu-
j¡cy umowny symbol n. Mo»emy nazywa¢ n oskulacyjnym ruchem ±rednim ale
musimy pami¦ta¢, »e w ogólno±ci

n 6= Ṁ.

1.3.6 Zestawienie wzorów

Równania dla pi¦ciu elementów oskulacyjnych orbity eliptycznej:

ȧ =
2 a2

µ
P · v =

2
n
√

1− e2

[
R e sin f + T

p

r

]
=

2 v

n2 a
S, (1.84)

ė =
1

µa e

[
(r · v) r + (a p− r2)v

]· P

=
√

1− e2

na
[R sin f + T (cos f + cos E)]

=
1
v

[
S

2 p

r
cosE + N

√
1− e2 sin E

]
, (1.85)

dI

dt
=

r cos (f + ω)
µ p

(r × v)· P =
r cos (f + ω)√

µ p
B, (1.86)



ω̇ = − r

µ p e

[√
µ p

r
(cos E + e) r − (p + r) sin f v

]
· P − cΩ̇

=
1
e

√
p

µ

[
−R cos f + T

(
1 +

r

p

)
sin f

]
− cΩ̇

=
1
e v

[2S sin f −N (e + cos E)]− c Ω̇, (1.87)

Ω̇ =
r sin (f + ω)

s µ p
(r × v)· P =

r sin (f + ω)
s
√

µ p
B. (1.88)

Do tego dochodzi szóste równanie dla anomalii ±redniej

Ṁ = n− 1
na2

[
2 P · r +

√
µp

(
ω̇ + cΩ̇

)]

= n− 1
na2 e

[R (2 r e− p cos f) + T p sin f ]

= n−
√

1− e2

v e

[
N (cos f − e)− S

(
1 +

2 r e2

p

)
sin f

]
, (1.89)

lub jeszcze prostsze � dla anomalii prawdziwej

ḟ =
√

µ p

r2
− ω̇ − c Ω̇. (1.90)

Przypomnijmy, »e s = sin I, c = cos I, p = a (1− e2), oraz n =
√

µ a−3.

�WICZENIA

Zadanie 3.1 Z równa« (1.67) i (1.68) otrzymaj (1.69) i (1.70) (nale»y zasto-
sowa¢ macierze obrotu, aby uzyska¢ wyra»enia wersorów w dowolnej wspólnej
bazie).

Zadanie 3.2 Przeprowad¹ peªne wyprowadzenie wzoru (1.76).

Zadanie 3.3 Z równania (1.79) otrzymaj (1.81).

Zadanie 3.4 Z równania (1.81) otrzymaj (1.82).

Sławek
Prostokąt

Sławek
Pisanie tekstu
(r+p) sin f ]


